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Lucrarea 10

Efectele lungimii finite a cuvintelor in filtrarea digitala
1. Cuantizarea semnalului de intrare

In executarea calculelor, in filtrele discreteoBhd aritmetica Tn virgal fixa sau mob,
apare problema cuaniizi numerelor prin trunchiere sau rotunjire, deua nivel de o precizie
oarecare la un nivel de precizie j@pasrunchierea sau rotunjirea introduce o eroarérei valoare
depinde de nu#mul de bii din numarul originalsi de nunarul de bti de dup cuantizare.

Sunt trei metode de cuantizare frecvent folosite:

* Rotunjire -valoarea semnalului este aproxitde cel mai apropiat nivel de cuantizare.

* Trunchiere -valoarea semnalului este aproxitde cel mai mare nivel care este mai mic
sau egal cu semnalul ce trebuie cuantizat.

* Trunchiere semn-valoare la fel casi trunchierea pentru numere pozitive, dar valorile
negative ale semnalului sunt aproximate de celapeipiat nivel de cuantizare care nu este
mai mic decat semnalul.

Aceste tehnici se aplicla cuantizarea in aritmetica cu virgufixa. In tabel sunt
exemplificate cele trei metode de cuantizare, pluése observa eroarea care apare in cazul in care
se utilizeaz doar 4 hii pentru reprezentare (1 bit de segnr8 biti pentru valoare). Script-ul care
realizeaz operaia de cuantizare este dat in continuare pentrstadiat.

Tabel 1. Metode de cuantizare

Tipuri de cuantizare . . .
Rotunijire Trunchiere Trunchiere
Valori semn-valoare
0.167502 0.1250 0.1250 0.1250
0.451200 0.5000 0.3750 0.3750
-0.242376 -0.2500 2800 -0.1250
-0.480923 -0.5000 5am0 -0.3750

function ag=cuant(a,qtype,B);

%cuantizeaza scalarul/vectorul a pe B biti dupa met oda gtype.
% Parametrii de intrare:

% a: numarul ce trebuie cuantizat;

% qtype: 't trunchiere, 'r': rotunjire,

% 'm'": trunchiere semn-marime;
%  B: numarul de biti.
s=scale2(a);

scn=27(B-1)/s;
ag=a*2"(B-1)/s;
if (qtype=="1),
ag=1/scn*floor(aq);
elseif (Qtype=="r"),
ag=1/scn*round(aq);
elseif (qtype=='m),
ag=1/scn*(sign(aq).*floor(abs(aq)));
else
error(‘qtype nu este recunoscut in procesul de ¢ uantizare")
end
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2. Analiza senzitivititii la cuantizarea coeficiemtilor filtrelor IR

Pentru a ilustra efectul cuariii coeficiertilor filtrului la realizarea unui filtru IR Tn fana
direct, fie un filtru IIR cu fungia de sistem:

>z

H(z)=—S—— (1)

A(z)=—S—— 2)

unde coeficietii cuantizai { b, } si { & } pot fi exprimai in funaie de coeficietii necuantiza { by}

si {ag} prin relatiile:
a =a +Aa  k=12,..N

Ek:h(-'-Ah( k=0,1.M
{Aby} si {Aag} reprezentand eroarea de cuantizare.
Numitorul luiH(2) poate fi exprimat in forma:

N N
D(z)=1+2a<2‘k=|<'|(1— RZ) 3
k=0 =1
unde {p sunt polii lui H(z). Similar, se poate descompune numitorulHifz) in forma:
N
D(2=[]1@-RnZ") (4)
]
unde p, = p.+Ap, k=1, 2, ...,N, iar Ap este eroarea sau pertuibecare rezult din cuantizarea

coeficienilor filtrului.
In continuare se urineste a se exprima perturlie Apx Tn funaie de eroarea de cuantizare

{Aag.
Eroarea de cuantizargy; poate fi exprimadi ca:
N dp
Ap = —A 5)
2 52, "

undedp IPa , derivata parala a luip; in funaie deay , reprezini varigia polilor p; datorak unei
schimliri a coeficientuluiag si se numete senzitivitatea polulup, la cuantizarea coeficientului.a

Astfel, eroarea totaleste exprimatca o sura a variaiei erorilor datorate schinibilor in fiecare
din coeficienii { ag. Prin efectuarea calculelor, setute relaia (6).

-k

ap =3P ng (6)
K I'J (Pp-n)



PNS Lucrarea 10 Efectele lungimii finite a cuvintelor Tritfarea digitai

Aceasl expresie oféro masuri a senzitividitii polului i la o schimbare a coeficigior { ay}.
Un rezultat analog se poatetiole pentru senzitivitatea zerourilor la erorile deantizare ale
parametrilor p}.

Termenii @ - p)) din numitorul reldei (6) reprezint vectori, in planuk, orientai de la polii
{p} la polii { pi}. Daca polii sunt foarte grupgg ca in cazul unui filtru de baadngusg, lungimile
| pi - pO vor fi mici pentru polii din vecistatea luip.. Aceste lungimi mici vor contribui la erori
mari si va rezulta o eroare de pertutieaAp, mare. Eroarealp; poate fi minimizat prin
maximizarea lungimil p; - pC. Acest lucru se poate realiza prin implementai!lbr de ordin
mare cu celule cu un singur pol sau cu doi poligémeral, filtrele cu un singur padi un singur
zero) au valori complexe pentru coefidiegi necesii operaii aritmetice ih complex pentru
realizarea lor. Aceasiproblend poate fi evitat combinand polii §i zerourile) de valoare compl&x
pentru a forma seicni de filtru de ordin doi cu coeficigirreali. Deoarece polii complex conjuga
sunt suficient de deéptati in planul Z, eroarea de cuantizare a lpj}{este minimizai si, in
consecii, filtrul rezultat cu coeficiefii cuantizai aproximeaz mai bine caracteristicaspunsului
n frecvena a filtrului cu coeficiemii necuantiza.

Este interesant de notat, chiar in cazul unei sg@ani de filtru cu doi poli, structura foloit
pentru a realiza filtrul joacun rol important in eroarea cauzde cuantizarea coeficigior.

Avand dat un filtru IR de ordin Tnalt care trebumplementat ca o combitia de seguni
de ordinul doi, va trebuiasse decid intre o structur in casca#l si una in paralel, adicintre
realizarea:

K 1 52
_bPothsZ7+h,7
=[] 1+a,z"+ g, 2° )
si realizarea:
K 1
_ GotGCuZ
H(z) = 8
() ;Haklz'lwziz ©

Daai filtrul IR are zerouri pe cercul unitate, cumestzul filtrelor elipticesi Cebyshev de
ordinul doi, fiecare sewne de ordin doi din configutia cascadl din (7) conine o pereche de
zerouri complex conjugate. Coeficied by} determird in mod direct poziile acestor zerouri. Déc
{ by} sunt cuantizé, senzitivitateadspunsului sistemului la eroarea de cuantizarewgstesi direct
controlabik prin alocarea unui nuin suficient de hi pentru reprezentarea lubg} cu o precizie
specificad. Astfel, va exista un control direct asupra polg§ozerourilor care rezuitdin procesul
de cuantizare. De fapt, se poate evalua efectulifpgrii rezultate din cuantizarea coeficiéor
{ by}, cu 0 anumit precizie cerut

Pe de alt parte, realizarea in paralel (8) a Hifz) asigua un control direct doar asupra
polilor sistemului. Coeficieii numaratorului {cx} si {Ck} sunt olzinuti prin descompunerea in
fractii simple a luiH(Z). Prin urmare aggia nu influeneaz Tn mod direct localizarea zerourilor, Ci
doar indirect, prin combinarea tuturor termenilarHi(z). Ca o consectit, este mult mai dificil a se
determina efectul erorii de cuantizare datorat icaefilor {cg}, in localizarea zerourilor
sistemelor. Cuantizarea parametrilai} poate produce o perturba semnificatid a poziiilor
zerourilorsi, de obicei, va fi suficient de mare in impleniit¢ cu virguk fixa pentru a deplasa
zerourile de pe cercul unitate. Aceasta este atmtioarte negicuta si poate fi remedidatfolosind
o reprezentare n virgulmobili. Tn orice caz, structura in caséadste mult mai robustla
cuantizarea coeficigitor si trebuie 4 fie alegerea preferain aplicaii practice.

Exemplul 1. Se sintetizeazun filtru eliptic FTJ de ordinul 7 cu uttoarele specificd
F,4s = 300Hz

F =2000Hz

esantionare

R,=3dB  R=40dE
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Se folosete fundiaellip  si liniile de program vor fi:

%P10_1

%Sinteza unui filtru eliptic (Cauer) de ordinul 7
F3db=300;Rp=3;Rs=40;Fes=2000;
[b,a]=ellip(7,Rp,Rs,2*F3db/Fes);

Pentru realizarea iforma directi se vor af§ja pe acelg grafic raspunsurile in frecvaa
pentru urritoarele trei cazuri:

-coeficienii filtrului au precizie infinig;

-coeficienii filtrului sunt cuantizai pe 15 bii (14+1 bit de semn);

-coeficienii filtrului sunt cuantizai pe 6 bti (5+1 bit de semn);
Se va reprezentaplanul poli-zerouri pentru acelgdrei cazuri pe acefagrafic.

Obs. Cuantizarea se face prin rotunjire.
La liniile de program anterioare se votiada urnatoarele linii:

%precizie infinita (precizia calculatorului)
[hO,w0]=freqz(b,a);
%cuantizare pe 15 biti
B1=15; %14 + 1 bit de semn
bl=cuant(b,'r',Bl);
al=cuant(a,'r',B1);
[h1,wl]=freqz(bl,al);
%cuantizare pe 6 biti

B2=6;

b2=cuant(b,'r',B2);
a2=cuant(a,'r',B2);
[h2,w2]=freqz(b2,a2);

%reprezentare r  aspuns in frecven ta
figure(1);
plot(w0/pi,20*log10(abs(h0)),'b’,w1/pi,20*log10(abs (h1)),'g',w2/pi,20*log

10(abs(h2)),'r");

xlabel(\omega/\pi*);ylabel('‘Castig dB");

title('Efectul cuantizarii la REALIZARE DIRECTAY);

legend(‘precizie infinita’,[num2str(B1) ' biti"],[n uma2str(B2) '
biti",0);

axis([0 1 -70 20));

%reprezentare poli/zerouri

figure(2);

zplane([roots(b),roots(b1),roots(b2)],[roots(a),roo ts(al),roots(a2)]);
legend(‘precizie infinita’,[num2str(B1) ' biti"],[n uma2str(B2) '
biti",0);

title(‘poli/zerouri REALIZAREA DIRECTAY);

Pentru cuantizarea pe 15tibse obser¥ o degradare aaspunsului in frecvea iar pentru
cuantizarea pe 6 foisistemul devine instabil (vezi diagrama poli-aath Polii sistemului sunt
afectai in mare nisur de cuantizare iar zerourile intr-o mai mivasui.

Exemplul 2 Se va repeta exemplul 1 pentaalizarea in paraleh filtrului. Pentru a ofine
coeficientii din realizarea paralel se va folosi fuiaapfd:
[c,nsec,dsec] = rpfd(b,a) returneai coeficienii din realizarea paralgla filtrului.
-c coeficienii polinomului liber; vectorul este nul dagrad(b)<grad(a);
-nsec  este matricea ce ctime pe linie coeficier de la nunarator corespuniori fiecarei
segiuni;



PNS Lucrarea 10 Efectele lungimii finite a cuvintelor iritfarea digitai

-dsec este matricea ce ctime pe linie coeficieti de la numitor corespugtori fiecarei
sediuni.
Pentru filtrul eliptic anterior coeficiginsunt trecti n tabelul 2.

Tabel 2. Filtru eliptic de ordin 7, coeficignnecuantiza, realizare paralél c(0)= -0.03913

k nsec(k,1) nség2) dseck,0) dsedqk,1) dsedk,2)
1 -0.0048 0.0084 1.0000 -1.1742 0.9917
2 0.0457 -0.0474 1.0000 -1.2132 0.9497
3 -0.2334 0.1753 1.0000 -1.3737 0.7964
4 0.2546 0 1.0000 -0.7832 0

Se va apela programiP10_2 Daci se compér rezultatele de la acest exemplu cu celgnoite la
exemplul 1 se obsetwa zerourile din implementarea in paralel s-au degplasai mult decéat la
realizarea diredt nulurile din gspunsul in amplitudine ajungand acum la —40 dBi({® $ 47 dB .
Raspunsul Tn frecvail estesi el de asemenea perturbat, dar intr-esoi mai mic decat la
realizarea diredt Polii sistemului sunt gin afectai de cuantizare iar zerourile intr-o mai mare
masum, deplasandu-se de pe cercul unitate.

Intrebare: Care din cele dauimplementri discutate Tn exemplul §i 2 afecteax intr-o mai mare
masum stabilitatea unui sistem?

Exemplul 3 Se va repeta exemplul 1 pentealizarea in cascadla filtrului. Pentru a ofine
coeficientii din realizarea in cascade va folosi funga tf2sos:

[sos,q] = tf2sos(b,a)

-g coeficient de ririme ;
-sos este matricea ce ctime pe linie coeficieti de la nunirator si numitor corespuriori
fiecarei sec¢iuni in ordinea urritoare p(k,0) b(k,1) b(k,2) a(k,0) a(k,1) a(K,2)

returneai coeficienii din realizarea in cascaa filtrului.

Pentru filtrul eliptic anterior coeficigin corespunitori realizirii Tn cascad sunt trecti in
Tabelul 3.

Tabel 3. Filtru eliptic de ordin 7, coeficignnecuantiza, realizare in cascad g= 0.0230

K b(k,0) k1) b(k2) a(k,0) a(k,1) ak.2)
1 1.0000 1.0000 0 1.0000 -0.7832

2 1.0000 -0.5297 1.0000 1.0000 13737 9@47
3 1.0000 -1.0553 1.0000 1.0000 12130 4909
4 1.0000 -1.1361 1.0000 1.0000 11742 9m09

Se va apela programuP10_3 Se obsery ca pentru realizarea in cas@adxisti o degradare
nesemnificati a mspunsului Tn frecveld datorali cuantizrii coeficiertilor. De asemenea, se
elimind ambele neajunsuri de la celelalte impleragriteoarece atat zerourile Gatpolii sunt puin
afectai de cuantizare.

Comparand cu rezultatele din exemplul anterioreestident & forma in cascad este mult
mai robusti la cuantizarea coeficigitor decat forma in paralel.

3. Cuantizarea coeficiefilor filtrelor FIR
Dupi cum s-a atat anterior, analiza senzitigiti aplica@ polilor unui sistem se aphc

directsi zerourilor filtrelor 1IR. Prin urmare, o expresiseninatoare cu relga (6) se poate gime
pentru zerourile unui filtru FIR. Drept urmare, pena minimiza senzitivitatea la cuantizarea
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coeficienilor, un filtru FIR cu un nurir mare de zerouri va trebui implementat sub formaiu
cascade de sggni de ordinul unyi doi.

Un aspect important in practidl reprezini filtrele FIR cu aspuns de faz liniara.
Realizirile directe ale unor astfel de filtre men proprietatea de fazliniara chiar si in cazul
cuantizrii coeficientilor. Aceasta se obserdin demonstrga ulterioas:

H(z)szrsz'": 0] + K] OZ + [B] 02 +..

9)
2] MY+ HozM 2+ ooz
unde semnul "+" corespunde simetriei dispunsul la impuls, iar semnul "-" corespunde
antisimetriei din #&spunsul la impuls. Retfia (9) poate fi scrisintr-o forma mai convenabil.
H(Z = Z—(M—l)/2{ [0] D éM—l)/Zi Z(M_l)lj + [I][ ﬁll—3)/2i —ZM— 3)]2 +
10
+h[21 Y2+ ZzM9 4} (10)
Daci z este nlocuit ciz™ n ecuga (10) rezultatul este:
H(Z—l) - z(M—l)/Z{ [0] D Z—(M—l)/2+ 2\/]—1)/]2 + [I][ —ZM—S)/2+ y— 3):[2+
- B : (11)

+h[21 Pz M™%+ M9 4}
sau, combinand (10) cu (11) avem:
H(2)=xzZMPH(Z" (12)

Relaia (12) pune in evided o proprietate importaita filtrelor FIR cu fai liniara, si
anume, & faza &mane liniaik si dupa cuantizarea coeficigitor. Prin urmare, cuantizarea
coeficienilor nu afecteax caracteristica de faza filtrului FIR, afecteaz doar caracteristica de
amplitudine.

Exemplul 4. Se determia efectul cuantizrii parametrilor in &ispunsul in frecvas al unui
filtru FIR, cu faz liniara de tip trece baridsintetizat prin metoda Remez, cu lunginida32.
Filtrul este realizat n fortndirect si se vor cuantiza coeficiginpe 8 bti respectiv 6 Li.

Se va rula programuP10 4 Cand coeficietii sunt cuantiza pe 8 digii semnificativi, efectul
asupra aspunsului in frecves este neglijabil. Totgi, cand coeficietii sunt cuantizé pe 6 digfi

semnificativi, se obse#ivci lobii din margini cresc cu ¢&a decibeli. Acest rezultat indidaptul &

ar trebui & folosim minimum 8 ki pentru a reprezenta coeficiéracestui filtru FIRsi, preferabil,
ntre 12-14 ki, dac este posibil.

O funaie care inglobediztoate cele trei tipuri de impleménteste fundga qfr :

H=qfr(typ,B,b,a,K theta); returneaz raspunsul in frecvaa al unui filtru 1IR
implementat in forma specificatietyp . Datele de intrare sunt:

-typ specifia implementarea filtrului:

'd" - forma direcy;

'p' - forma paralé;

‘¢ - forma cascat]

-B numirul de bii pe care se reprezintoeficienii;
-b,a coeficienii filtrului de la numiratorul, respectiv numitorul fun@i de sistem;
-K numirul de puncte in care se calcudlezspunsul n frecvas,;
-theta este intervalul de frecvempe care se calculgald (recomanddD pi] ).
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4. Zgmotul din iesirea unui filtru ca urmare a cuantizarii esantioanelor din intrare

Daci esantioanele x[n] din intrarea unui filtru sunt cuaate, va ajrea o eroare de
cuantizare in intrarea filtrului. Aceastroare va fi filtrat la randul ei producand o eroare dgree
e[ (Figura 1c) ). Dat se considér secvera eroare e[n], o secvénde tip zgomot aditiv,

uniform distribuiti si staionati, se demonstreazi:
k=00
Oou =00 > K (13)
k=—00

unde h[K] este #ispunsul la impuls al sistemulus;®

e[, iar g2, este dispersia (puterea) zgomotwdyj[ | din iesirea filtrului.

este dispersia (puterea) zgomotului din intrare

x[n] y[n]
— HE@ ——
a)
X 4[N Yq [N]
ﬁin H(Z) ﬁuut
b)
x[n] + e;,[n] yln]+e, [N
—— H@E@ ——
c)

Figura 1a) filtrul cu eantioanele din intrare necuantizate; fgrgioanele din intrare sunt
cuantizate ceea ce producginiea y,[n] ; c) modelarea filtrii esantioanelor cuantizate prin

introducerea aditi&va unei secvee eroares, [N .

Exemplul 5 Se consider un filtru cu un singur po$i un singur zercsi se dorgte a se
evidenia relaia (13). Pentru aceasta, se congidarntrare un semnal oarecare, se cuantizpaB
biti, se calculeaz dispersia erorii de cuantizare la intrare, saeffia atat secvela de intrare
necuantizat catsi cea cuantizatsi se calculeax la iesirea filtrului dispersia eroriig, [l si se

verificd da@ se respedtrelaia (13).

%P10_5 Exemplul 5

b=[1-0.7];

a=[1-0.5]; %Yoparametrii filtrului

L=100;

h=impz(b,a,L); % rspunsul la impuls al filtrului

S=sum(h.”"2); %suma din membrul sting al relatiei (13)
%generarea semnalului de intrare



PNS Lucrarea 10 Efectele lungimii finite a cuvintelor intfiarea digital
x=sin(2*pi/23*(0:100));

B=4;

xg=cuant(x,r',B); %semnalul cuantizat

sigmain=sum((x-xq)."2); %varianta erorii de cuanti zare la intrare
%iesirea filtrului avind in intrare semnalul x[n] n ecuantizat
y=filter(b,a,x);

%iesirea filtrului avind in intrare semnalul cuanti zat xq[n]

yq=filter(b,a,xq);
sigmaout=sum((y-yq)."2) %varianta erorii din iesire
sigmaoutl=sigmain*S %varianta erorii din iesire cal culata cu relatia (13)

Se obser¥ o mic difererta intre cele dofumarimi. Putei gasi o explicaie?
5. Aplicatii propuse

1. Sintetizai un filtru FIR de faZ liniara, de tip trece jos, cu banda de traiezde la 0.4 la 0.6 (1
corepunde la Fs/2 radiani) riplul Tn banda de meae 0.5 dBsi atenuarea minithin banda de
oprire de 30 dB, folosind algoritmul Remez.

a) calcula si reprezenta raspunsul in frecvatt in modulsi faza al filtrului;

b) cuantiza coeficientii filtrului prin trunchiere si marime cu semn pe 12i 6 biti si
reprezenta acum gspunsul in frecves;

C) comentd rezultatele.
Indicarie: Se vor utiliza fungile remezord si remez. Pentru riplul din banda de trecere se va

folosi relaia Rp=20Ig(1+d, ), iar pentru riplul din banda de oprire redaRs=-201gJ; .

2. Sintetizai un filtru trece bandlde tip Chebyshev cu uttoarele specifica:

- frecvenele limita ale benzii de trecere [0.45 0.6];

- frecvenele limita ale benzii de oprire 04 0.65;

- riplul Tn banda de trecere de 1dB;

- atenuarea minimin banda de oprire de 50 dB.

Cu ajutorul fundei gfr descrid anterior:

a) reprezentaraspunsul in frecvas al filtrului;

b) cuantizai coeficienii filtrului prin trunchieresi marime cu semn pe 14, respectiv, 6
biti pentru toate cele 3 tipuri de implemamtsi reprezenta acum #spunsul in
frecvens;

C) comenta rezultatele.

3. Avand Exemplul 5, verificarelatia (13) pentru urritoarele cazuri:
-cuantizarea se face pe B=4i mr raspunsul la impuls se calculegigze L=10 gantioane;
-cuantizarea se face pe B=6i ar rispunsul la impuls se calculegze L=10 gantioane;
-cuantizarea se face pe B=4i ar raspunsul la impuls se calculegigze L=50 gantioane;
Comenta rezultatele.

4. Aceleai cerinte ca la aplicga propud 3 pentru filtrul sintetizat la aplita propud 2.



