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Lucrarea 9

Tehnici directe de proiectare a filtrelor digitale IIR

1. Notiuni teoretice

Ca o alternativa la tehnica transformdrii unui filtru analogic in unul digital exista
metoda proiectarii filtrelor IIR direct in domeniul discret, fard a face referire la cel analogic.

In primele doud metode de proiectare ce vor fi prezentate, Padé si metoda celor mai
mici patrate, specificatiile si proiectarea sunt in domeniul timp. Existd insa si tehnica de
proiectare a filtrelor IIR in care optimizarea parametrilor filtrului se face in domeniul

frecventa.
1.1. Metoda de aproximare Padé

In aceastd metodi se presupune ca rispunsul la impuls dorit /,[n] este specificat

pentru n > 0. Filtrul pe care il vom proiecta are functia de sistem:

H(z) = = Zh[n]z_" (D

unde A[n] este réspunsul la impuls. Filtrul are L=M + N +1 parametri, §i anume,
coeficientii {a k} si {bk} ce pot fi alesi astfel incat s minimizeze un criteriu de eroare.

Criteriul celor mai mici patrate este adesea folosit in problemele de optimizare. Sa

presupunem cd se minimizeaza suma patratelor erorilor:
U
g= [h,[n]—h[n]] ()
n=0

in raport cu parametrii {a, } si {b, }, unde U este o limitd superioard prestabilit in sumare.

In general, A[n] este o functie neliniard de parametrii filtrului si minimizarea lui €
implica rezolvarea unui set de ecuatii neliniare. Daca limita superioara a lungimii lui A[n] se
selecteazd ca fiind U =L -1, este posibil a adapta perfect raspunsul dorit /,[n] pentru
0<n< M+ N. Aceasta se poate realiza in felul urmator: filtrul dorit este descris de ecuatia
cu diferente
yn]=—-ayln-1]-a,y[n-2]—-...—ayy[n—N]+b,x[n]+ b x[n—-1]+...+ b, x[n-M]  (3)
Daca intrarea in filtru este impulsul unitate, x[n]=0[n], rezultd cd y[n] = h[n] si:

hnl=—a,h[n—1]-a,i[n—2]—...—ayh[n— N1+ b,d[n]+b,8[n—1]+...+b,8n-M] (4
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Deoarece o[n —k] =0 exceptand n = k, relatia (4) devine:

h[n]l=—-ahln—-11-a,hln-2]—...—a,hln—-N]1+b,, 0<n<M %)
Pentru n > M , relatia (4) devine:
hln]l=-ahn—-1]-a,hln-2]-...—ayhln—N], n>M (6)
Ecuatiile (5) si (6) pot fi folosite in determinarea coeficientilor filtrului {a k} si {bk}.
Se impune A[n]=h,[n] pentru 0<n <M + N si se foloseste sistemul de ecuatii (6) pentru a
determina {a . } Apoi, acestia se introduc in (5) pentru a determina coeficientii {bk }
Ecuatiile matriceale pentru determinarea coeficientilor {a k} rezulta din relatia (6):

WM +1] WM . WM -N+1] q,

h[M + N] hM+N-1] .. h[M] ay
iar pentru determinarea coeficientilor {bk } din relatia (5):

b, 0 0 0 a ] [ HO]
b, h[0] 0 0 a; || A0

b, | |HM-1 HhM-2] WM -N]|a,| |HM]

Astfel se obtine o potrivire perfectd intre A[n] si h,[n] pentru primele L valori ale

raspunsului la impuls. Aceasta tehnica se numeste de obicei aproximarea Padé.

Masura in care aceastd metodd permite obtinerea de filtre acceptabile depinde, in
parte, de numarul de coeficienti selectati. Evident, cu cat acesta este mai mare, cu atat va fi
mai bund aproximarea. Acesta este un dezavantaj important al metodei $i anume filtrul
rezultat va avea multi poli si multe zerouri, motiv pentru care folosirea sa in practica este

limitata.
1.2. Proiectarea filtrelor digitale IIR prin metoda celor mai mici patrate

In aceastd metodd se adoptd un model pentru sistem si se determind parametrii
modelului care minimizeazd in sensul celor mai mici patrate eroarea dintre raspunsul
sistemului real si rdspunsul modelului.

Se presupune din nou ca #h,[n] este specificat pentru n>0. Se incepe cu cazul

simplu, 1n care filtrul numeric ce urmeaza a fi proiectat contine numai poli, adica:
b
0
— (7
-k
1+ Z a,z

k=1

H(z)=
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Fie conectarea in cascada a filtrului dorit H,(z) cu inversul , care este un filtru numai

Z
cu zerouri, ca In figura 1:
o[n] h,[n] 1 yln] o[n]
—> H,(2) > ><><
H(z) + _
A
Y
Minimizeaza
suma patratelor
erorilor

Figura 1 Proiectarea filtrului invers prin metoda celor mai mici patrate

Se presupune cd la intrarea cascadei din figura 1 se aplica excitatia d[n] astfel incat intrarea in

sistemul invers este /,[n] siiesirea y[n]. Ideal, y,[n]=J[n]. lesirea realda y[n] este:

&= (Z).ﬁ - biH" (Z)[l + Zakz"j
0 h (8)

V] =bifhd[n]+ﬁakhd [n—k]j

0
Conditia y,[0]=y[0]=1 este satisfacutd prin alegerea b, = h,[0]. Pentru n>0, y[n]
reprezintd eroarea dintre iesirea doritd y,[n]=0 si iesirea reald. Parametrii {ak} vor fi

selectati astfel Tncat sd minimizeze suma patratelor secventei de eroare:

o]

Z(hd[n]"‘ iakhd[n _k]J

T

©)

Minimul acestei marimi se obtine pentru coeficientii {ak} rezultati din egalarea cu zero a

derivatei lui € 1n raport cu {a ' }, de unde se obtine un set de ecuatii liniare de forma:

!

(i(h;[n] + Zhd[n]iakhd[n —k]+ iakhd[n —k]ia,hd[n —I]D
8’ _ n=l1 k=1 k=1 I=1 _ 0 —
hi10]

= i(ﬂzd[n]hd[n —k]+ ia,hd [n—klh,[n—1]+ ﬁ:akhd[n —klh,[n —Z]j =0

n=1

N
< rlkl1+ Y ar,[k-11=0, k=1,2,..,N

I=1
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N
Sar,lk—11=-r k], k=12,..,N (10)
=1

unde r,,[k] este secventa de autocorelatie a lui {h 4 [n]}, definita ca:

Faalk]= 2 hy () g+ ] (11)
n=0
Setul de ecuatii (10) poate fi scris matricial:

[Rdd][a]: [rdd] (12)
unde [R,, | este matricea de corelatie, cu elementele {r,[n]}, de dimensiune N x N, [a] este
vectorul de dimensiune Nx1 al coeficientilor filtrului si [r,] este un vector de
dimensiune N x 1 cu elementele {~r,,[n]}.

Setul de ecuatii (12) se rezolva usor cu ajutorul unui calculator ce efectueaza calcul

matriceal, solutia fiind exprimata ca:

-1
[a]:[Rdd] [rdd] (13)
Metoda descrisd se numeste metoda de proiectare a filtrului invers pe baza celor mai mici

patrate.
Pentru o problemd de proiectare particulara, raspunsul la impuls dorit 4,[n] este
specificat pentru un set finit de puncte; fie acesta 0 <n < L, cu L >> N . Intr-un astfel de caz,

secventa de corelatie r,,[k] se poate calcula din secventa finitd 4, [n]:

L k|

Falk=11= Y h [k n+k—=1], 0<k-I<N (14)

aceste valori putand fi folosite pentru a forma pe [R dd] si [rdd ] Astfel, setul de ecuatii liniare

(12) devine:

|2]la]=[7] (15)
la]= [&]"[F] (16)

O metoda alternativa de rezolvare a problemei de aproximare numai cu poli se bazeaza

pe conceptul de predictie liniara pe baza celor mai mici patrate. Dupa cum se arata in figura

2, iesirea filtrului numai cu poli la un impuls J[#] este:

y[n]= —ﬁ:akh[n—k]erOS[n] (17)

k=1

sau, echivalent,

h[n]:—ZN:akh[n—k]+b08[n], n=0,1,... (17

k=1
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Raspunsul dorit este 4,[n]. Deoarece h[0]=b,, se impune b, = h,[0]. Pentru n >1, relatia

(17) devine:

hn] = —ﬁ:akh[n —k] (18)

conditia initiald fiind A[n] =0 pentru n <O0.

o[n] b, h[n]= —ﬁ: a,h[n—k]+b,0[n]

H(z)=—=—
@=17 azt [

Y

h,[n]

A\ 4

Y

H,(2)

Figura 2: Proiectarea filtrului prin metoda celor mai mici

patrate, pe baza predictiei liniare
Daca H ,(z) este un filtru numai cu poli, atunci:

hd[n]:—ﬁ:akhd[n—k], n>1 (19)

dar aceasta nu se intdmpld de obicei. Combinatia liniard din membrul drept al relatiei (19)

poate fi consideratd ca un estimat al lui 4,[n], adica:

h,[n]= —ﬁ:akhd[n —k], n>1 (20)

hl,[n] se numeste valoarea predictiei liniare a lui 4,[n]. Suma patratelor erorii de predictie

dintre h,[n] si };d[n] este:

e =3 (b, Ln1 - h,[m)] = i[hd[n] > aghIn —k]] @

n=1 n=1

Expresia din relatia (21) este chiar aceeasi functie eroare rezultatd din setul de ecuatii (10),

ceea ce inseamna ca metoda de predictie liniara pe baza celor mai mici patrate conduce la

acelasi rezultat ca metoda de proiectare a filtrului invers pe baza celor mai mici patrate.
Metoda predictiei pe baza celor mai mici patrate poate fi extinsa la o aproximare a lui

H ,(z) care contine poli s1 zerouri. Daca filtrul H(z) care aproximeaza H ,(z) are atat poli

cat si zerouri, atunci raspunsul sau la un impuls d[n] este:
N M
hn]l=-> a,hln—k]+> b dn—k], n=0 (22)
k=1 k=0

86



PNS Lucrarea 9 Tehnici directe de proiectare a filtrelor IIR

sau, echivalent,

N
hnl==Y alln—kl+b,, 0<n<M (23)
k=1
iar pentru n > M relatia (22) se reduce la:
N
hnl==Y ahln—k], n>M (24)

k=1
Dacd H,(z) este un filtru cu poli si zerouri, raspunsul sau la o[n] ar trebui sa satisfaca

aceleasi ecuatii (22) — (24), lucru care, In general, nu se intdmpld. Pe baza relatiei (24) se

defineste valoarea de predictie liniard a lui /,[#], ca fiind

h,[n]= —zN: ahn—-kl, n>M (25)

Ca s1 1n cazul filtrului numai cu poli, suma patratelor erorii de predictie este:

0

&= Shtnl—iinlf = 3 (hd[nhZakhd [n—klj 26)

n=M+1 n=M+1

Minimizarea lui €, in raport cu coeficientii {a, } conduce la setul de ecuatii liniare:

N

> ar,lk,1==r,[k0], k=1,2,..,N (27)

=1

unde ry[k,l1= D h[n—klh,[n—1] (28)
n=M+1

Ecuatiile (27), care dau coeficientii {ak}, se reduc la aproximarea filtrului numai cu poli, cand

M se impune a fi zero.

Parametrii {bk} ce determind zerourile filtrului se obtin din relatia (23), unde

h[n]= h,[n], prin inlocuirea valorilor {&k} obtinute din (27).

N
b,=h,nl+> ah[n—k], 0<n<M (29)

k=1
In concluzie, parametrii {4, } ce determina polii se obtin prin metoda celor mai mici
patrate, in timp ce parametrii {bk}, care determind zerourile, se obtin ca In metoda de
aproximare Padé. Aceastd tehnicd pentru determinarea polilor si zerourilor lui H(z) se

numeste metoda Prony.
Metoda celor mai mici patrate furnizeaza estimati buni pentru parametrii polilor.

Metoda Prony poate sd nu fie eficace pentru estimarea parametrilor {bk}, in primul rand
deoarece calculul lui b, din (29) nu se bazeaza pe o metoda ce minimizeaza un criteriu de

croarc.
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O alta metoda, in care ambele seturi de parametri, {q,} si {b, }, se determina pe baza
celor mai mici patrate a fost propusa de Shanks (1967). Parametrii {ak} sunt calculati prin

aplicarea criteriului celor mai mici patrate ca in relatia (27), prezentatd anterior. Aceasta

produce estimatii {@, } ce permit sintetizarea filtrului numai cu poli:

1
H (z)=—: (30)
1+Z&kz_k
k=1
Raspunsul acestui filtru la o[#] este:
N
vnl==Y avn—k]+8[n], n=0 (31)
k=1
O[] Filtru numai cu | 7] .| Filtru numai cu hyln]
poli H,(z) | zerouri H,(z)

Figura 3: Metoda celor mai mici patrate pentru determinarea

polilor si zerourilor unui filtru

Daci secventa {1{n]} este folositd pentru a excita un filtru numai cu zerouri cu functia

de sistem

H,(z) = ibszk (32)

dupa cum se aratd in figura 3, raspunsul acestuia este

M

hy[n]=> bon—k] (33)

k=0

Se poate defini o secventd de eroare

e[n] = h,[n]—h,[n]=h,[n]- Zb v[n—k] (34)
si, In consecinta, parametrii {bk} pot fi de asemenea determinati cu ajutorul criteriului celor
mai mici patrate si anume, prin minimizarea relatiei

e, = Z[hd (=S bl —k]j (35)

n=0

Astfel, se obtine un set de ecuatii liniare pentru parametrii {bk }, in forma

Zbk r k=71, 1=0,1,....M (36)
unde, prin definitie
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v, [k,l] =§:v[n—k]v[n—l] (37)
1= Y by [0 =1 (38)

1.3 Metoda directa de sinteza a filtrelor IIR Yule-Walker

Exista 1nsa si tehnica de proiectare a filtrelor IIR 1n care optimizarea parametrilor
filtrului se face in domeniul frecventa prin metoda celor mai mici patrate. Pentru aceasta
metoda se va folosi functia:

[b,a]l=yulewalk(n,f,m); ce va returna coeficientii unui filtru recursiv de ordinul
n. Parametrii de intrare sunt:

-n ordinul filtrului IIR;

-F si m sunt vectorii ce contin frecventele respectiv raspunsurile in amplitudine la
frecventele specificate in f. Frecventele din vectorul f trebuie sa se incadreze in intervalul
[0.0 1.0]. Cu plot(F,m) se poate vizualiza raspunsul in frecventa dorit.

Exemplu:
%program P9 _0
f=[0 0.3 0.4 0.7 0.8 1];
m=[1 1 0.01 0.01 0.5 0.5];
[b,a]=yulewalk(10,f,m);
[h,w]=Freqz(b,a);
plot(w/pi, abs(h));

2. Desfasurarea lucrarii

Se introduc urmatoarele functii Matlab:
[b,a]=pademethod(hd,M,N); returneazd coeficientii unui filtru digital, [b,a],
sintetizat cu ajutorul metodei Padé. Functia are ca argumente de intrare raspunsul la impuls
dorit hd si numarul de zerouri, respectiv poli ai filtrului sintetizat, M, N;
a=lIsinv(hd,N); returneaza coeficientii de la numitor ai unui filtru doar cu poli sintetizat prin
metoda celor mai mici patrate. Parametrii de intrare sunt: raspunsul la impuls dorit, respectiv
numadrul de poli ai filtrului;
[b,a]=prony(hd,M,N); returneaza coeficientii unui filtru digital, sintetizat cu ajutorul
metodei Prony.
[b,a]=shanksmet(hd,M,N); returneaza coeficientii unui filtru digital, sintetizat cu
ajutorul metodei Prony.

Exemplul 1. Se considera filtrul Butterworth de ordin 4 cu functia sistem

0.0048(z +1)°
> _1.04862 +0.2962)(z> —1.3210z +0.6328)

H,(z)= (Z
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Avand raspunsul la impuls 4,[#n] al filtrului de mai sus, sa se utilizeze metoda de aproximare

Padeé pentru a proiecta filtrul IIR a carui raspuns la impuls /4[n] aproximeaza cel mai bine pe

h,[n].

Solutie:

Se observa ca filtrul dorit are M =4 zerouri si N =4 poli. Este interesant de determinat
coeficientii prin aproximarea Padé atunci cand numarul de zerouri si/sau poli nu este identic
cu numarul parametrilor filtrului dorit. Se scriu ecuatiile de determinare a coeficientilor {a k}
si {b, }. Folosind functia creati pademethod.m se rezolva sistemul de ecuatii, determinandu-
se coeficientii filtrului in patru cazuri: (M =3, N=5); (M =3, N=4); (M =4, N=4);
(M =4, N=5). Se observa ca pentru M =3, raspunsul in frecventd corespunzitor este o

aproximare slaba a raspunsului dorit. In acest caz, o crestere a lui N de la 4 la 5 nu

imbunatateste raspunsul in frecventa al sistemului. (se va utiliza scriptul P9_1.m).

Exemplul 2. Se considera acelasi filtru de la exemplul 1 si se aproximeaza filtrul cu
ajutorul metodei de proiectare a filtrului invers (numai cu poli) pe baza celor mai mici
patrate. Se ruleaza scriptul P9_2.m pentru mai multe valori ale ordinului filtrului. (N=4, N=9,
N=20). Ce se observa? De asemenea schimbati lungimea raspunsului la impuls (L=21,
L=100). Se observda vreo influentd a lungimii raspunsului la impuls asupra raspunsului

filtrului sintetizat?

Exemplul 3. Cu aceleasi cerinte de la exemplul 1, se proiecteaza un filtru IIR prin
metoda Prony. (P9_3.m). Ce se observa atunci cand modificati lungimea raspunsului la

impuls L?

Exemplul 4. Cu aceleasi cerinte de la exemplul 1, se proiecteaza un filtru IIR prin
metoda Shanks. (P9_4.m).

3. Aplicatii propuse

1. Fie filtrul trece-jos Chebyshev de tip II cu 3 poli si 3 zerouri ce are functia sistem:

0.0736+0.0762z"" +0.0762z> +0.0736z"°
1-1.3969z7" +0.8778z> —0.1812z"°

Utilizati metoda de aproximare Padé a lui H,(z) si comparati performantele metodei in

H,(z)=

cazul 1n care numarul de zerouri si poli ai filtrului proiectat variazd (M =2, N=3; M =2,
N=4, M=3, N=3; M=3, N=4).
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2. Aproximati FTJ Chebyshev de tip II din aplicatia propusa 1, folosind cele trei metode
bazate pe cele mai mici patrate (metoda de proiectare a filtrului pe baza celor mai mici

patrate, metoda Prony s1 metoda Shanks).

3. Sintetizati un filtru trece banda cu ajutorul metodei Yule-Walker care are banda de trecere

intre frecventele [0.4 0.7], iar frecventele 0.3 si 0.8 delimiteaza cele doud benzi de oprire.
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