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Lucrarea 14

Filtre Wiener pentru filtrare si predictie

In multe situatii practice semnalele utile sunt afectate de perturbatii cu caracter aditiv,
motiv pentru care se pune problema proiectdrii unui filtru care sd suprime componenta
nedoritd de zgomot, pastrand, in acelasi timp, caracteristicile semnalului dorit. Se impune ca
filtrul, caracterizat de raspunsul la impuls h[n], sd fie liniar, iar iesirea sa sd aproximeze un

semnal dorit. Situatia este ilustrata in figura 1.
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Figura 1

unde: s[n]-semnalul util

w[n]-zgomot aditiv

d[n]-semnal dorit

x[n] = s[n]+ w[n]-semnalul de intrare in filtru

y[n] -iegirea filtrului

e[n]=d[n]- y[n]-secventa de eroare
Se disting trei cazuri :
1) d[n]=s[n] situatie cunoscutd sub numele de filtrare;
2) d[n]=s[n+D]}D>0 situatie cunoscuta sub numele de predictie;
3) d[n]=s[n-D] situatie cunoscutd sub numele de netezire.

In continuare se va prezenta cazul filtrarii. Criteriul ales pentru optimizarea
raspunsului la impuls al filtrului este cel de minimizare a erorii patratice medii.
Secventele {s[n]}, {w[n]},{d[n]} se presupun a fi de medie zero si stationare in sens larg. Filtrul

liniar optimal care minimizeaza eroarea patraticd medie se numeste filtru Wiener si poate fi cu
raspuns finit la impuls (FIR) sau cu raspuns infinit la inpuls (IIR).

1. Filtru Wiener cu raspuns finit la impuls

Se presupune ca filtrul cu raspus finit la impuls are lungimea M si coeficientii
{h[k]0 <k <M —1}, caz in care iesirea sa este:

M-

1= > hlk]x[n—k] (1)

Valoarea patratica medie a erorii dintre iesirea dorita d [n] si iesirea filtrului este:
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& = ] )= Eﬂd[n]— Sl - k” @

unde ydd[0]=E{d2[n]}=G§, de[n]ZE{d[nJrk]X[k]} - functia de corelatie dintre
secventa doritd si cea de intrare §i y,, [n]: E{X[n+k]x[k]} - functia de autocorelatie a
semnalului de intrare.

Coeficientii filtrului optimal FIR care minimizeazd eroarea medie patraticd si care
reprezinta raspunsul la impuls al filtrului se calculeaza din ecuatiile Wiener-Hopf.

M-1
> Vulm=klhy[k]= 74 [mfo<m<™ -1, 3)
k=0

cunoscute si sub numele de ecuatii normale. Ecuatia (3) poate fi exprimata si in forma

matriciala:
[Cw Ihu 1=0n] 4)

unde [r],, €ste matricea de autocorelatie, cu elementele Iy =y, [1-k] si [va],,, €ste un

vector cu elementele y,,[I]1 =0,1,...,M —1. Solutia pentru coeficientii filtrului optimal este:

[y J=[ 1" [74] )

iar erorea patratica medie minima (EPMM) rezultata cu filtrul Wiener este:

M -1
EPMM,, =min, = 0§ = > 7o [k K] (6)
k=0
sau, matriceal :
EPMM,, =min, = o =[5 ] [rd] (7)

In continuare, se considerd cateva cazuri particulare pentru ecuatiile Wiener-Hopf.
Semnalul dorit a fi estimat se considera de forma:

d[n]=s[n+ D] D(fixat) e Z (8)
Filtrul liniar optimal opereaza asupra semnalului observat afectat de zgomot aditiv:
X[n]=s[n]+wn] ©)

pentru a elimina zgomotul, producand un raspuns y[n] care sd aproximeze s[n + D]. Natura
filtrului optimal este legata de alegerea lui D.

Pentru D =0, se obtine cazul filtrdrii clasice care are rolul de a inldtura zgomotul
aditiv, lasand nedistorsionat semnalul s[n].

Pentru D < 0, filtrul de netezire optimal va produce o versiune intarziatd cu D unitati
a semnalului de informatie.

Pentru D >0, filtrul predictor optimal va produce la iesire o versiune anticipatd a
semnalului de informatie.

Daci semnalul s[n] si zgomotul w[n] sunt necorelate, cum este de obicei cazul in
practica, atunci:
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V=7 K]+ 7lK]

(10)
J/ds[k]zyss[k+ D]
iar ecuatiile normale devin:
M -1
> hlk]y[m =K+ 7y, [m - k]| =y, [m+D]
k=0 (11)

m=0,.,M-1

Matricele de corelatie sunt Toeplitz si se poate folosi algoritmul Levison-Durbin generalizat
pentru aflarea coeficientilor filtrului optimal.

Exemplul 1 Functia ‘wienerfir" determind coeficientii filtrului FIR Wiener si eroarea
patratica medie minimd (EPMM)y) avand ca argumente de intrare secventa X[n] si semnalul

dorit s[n] precum si ordinul filtrului M:

function [h,mmse]=wienerfir(x,s,M);

%calculeaza coeficientii filtrului optimal FIR rezolvind ecuatiile %Wiener-
Hopf

%[h,mmse]=wienerfir(x,s,M);

%h=vector coloana ce contine coeficientii Filtrului optimal

%mmse eroarea medie patratica minima corespunzatoare filtrului %optimal
%x[n]=s[n]+w[n] semnalul afectat de zgomotul de tip alb w[n]

%s semnalul util ce trebuie estimat cu ajutorul filtrului optimal
L=length(x);

rxx=xcorr(Xx, "biased");

rsx=xcorr(s,x, "biased");

rsxM=rsx(L:L+M-1)";

Rxx=toeplitz(rxx(L:L+M-1)");

h=(Rxx"-1)*rsxM;

mmse=var(s)-h"*rsxMm;

a)scrieti un program Matlab (vezi p14_1) in care generati o secventa de tip zgomot alb
v[n] cu varianta o, =0.64 (vezi randn), pe care o filtrati printr-un filtru IIR cu un pol. Peste
secventa obtinutd S[n] suprapuneti o secventd de tip zgomot alb W[n] cu varianta o, =1
rezultdnd secventa x[n].

b)filtrati secventa X[n] cu filtrul cu coeficientii b=[0.451 0.165]; a=[1]. Calculati
EPMM cu ajutorul relatiei (2).

c¢) determinati coeficientii filtrului FIR pentru M=2 folosind functia prezentatd mai
sus. Filtrati acum secventa X[n] cu filtrul rezultat. Cat este EPMM 1n acest caz? Comentati.

d) filtrati secventa X[n] cu un filtru FIR de ordinul 2 cu coeficientii alesi la intamplare.

Calculati EPMM cu ajutorul relatiei (2). Ce observati?
e) refaceti subpunctul ¢) pentru M=6,10,40,100,200. Ce observati? Comentati.

%Program pl4_1

%Exemplul 1

clc

L=1000;

sigmav=0.8;
sigmaw=1;

a=0.6;
v=randn(l,L)*sigmav;
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s=filter(4,[1 -a],v); %semnalul util
x=s+sigmaw*randn(1,L); %semnalul afectat de zgomot
M=2;

%determinarea coeficientilor filtrului Wiener FIR
[h,mmse]=wienerfir(x,s,M); %

fprintF("Exemplul 1\n Filtru WIENER FIR\n\n",e0)

%Filtrare cu Ffiltrul FIR dedus teoretic (pct. b)
sO=Filter([0.-451 0.165],1,%x);
e0=sum((s0-s).72)/L;

fprintfF("Ex.1 pct. b : EPMM = %Ff\n",e0)

%Filtrare cu Filtrul FIR calculat cu "wienerfir” (pct. c)
sl=Filter(h,1,x);

el=sum((sl-s)."2)/L;

fprintfF("Ex.1 pct. c : EPMM = %Ff\n",el)

%Filtrare cu un Filtru FIR oarecare (pct. d)
s2=Filter([0.2, 0.16],1,%X);

e2=sum((s2-s).7"2)/L;
fprintfF("Ex.1 pct. d : EPMM = %f\n\n",e2)

2. Filtru Wiener cu raspuns infinit la impuls

In cazul filtrelor IIR, iesirea acestora este:

> hlk]x[n-k] (12)

0
k=0

yln]
Coeficientii filtrului rezultd din minimizarea erorii patratice medii dintre semnalul de iesire
dorit d[n] si y[n], adica:
. 2
& = Efeln] )= E‘d[n]—Zh[k]x[n - q (13)
k=0

Filtrul cauzal optimal Wiener are functia de sistem:

o)ty )| 0

o2G(z2)

unde
r,(2)=026(2)6(z") (@)= S py (k) 2" (15)
k=—o0

iar +[ ] reprezinta doar partea cauzala a functiei in Z din interiorul parantezelor.
Eroarea patraticd medie minima se poate calcula cu relatia:

EPMM , = ii [y (2)-Hop (2)0, (27 bz (16)
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Exemplul 2. Cu aceleasi secvente generate anterior filtrati secventa X[n] cu un filtru IIR cu
coeficientii b=[9/4]; a=[1 —1/3]. Calculati EPMM _ folosind relatia (13). Ce observati?
Comentati.

%Exemplul 2 (Continuare la pl4_ 1)

%Filtrare cu Filtrul Wiener 1IR

bo=4/9;

ao=[1 -1/3];

s4=Filter(bo,ao0,x);

ed=sum((s4-s)."2)/L;

fprintf("Exemplul 2\nFiltru WIENER 1IR : EPMM = %F\n",e4)

3. Aplicatie propusa:
Fie semnalul de mai jos:
s[n] = sin(27f,n) +sin(27f,n)  f, =0.013 f,=0.051 n=0:999

Peste semnalul s[n] se suprapune o secventd de tip zgomot alb cu varianta
o, =025,x[n]=s[n]+wn].

a) cu ajutorul functiei wienerfir determinati coeficientii filtrului Wiener FIR
optimal cu M=20 si filtrati secventa X[n] cu acest filtru. Reprezentati pe aceeasi figura cele
trei secvente S[N], X[Nn] si sl[n] rezultat in urma filtrarii lui X[n] in culori diferite. (Vezi

pl4_2). De asemenea, calculati eroarea medie patratici EPMM rezultata.
b) repetati punctual a) pentru diverse valori ale ordinului filtrului FIR M=40, 100. Ce
observati? Comentati.
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