CAPITOLUL 3

PREDICTIE LINIARA SI FILTRARE LINIARA
OPTIMALA

Proiectarea filtrelor pentru estimarea semnalelor este o
problema ce apare frecvent in proiectarea sistemelor de comunicatii,
de control si alte aplicatii.

In acest capitol problema proiectirii filtrelor optimale va fi
abordatd din punct de vedere statistic. Pentru simplitatea tratarii,
filtrele se impun a fi liniare iar criteriul de optimizare se bazeaza pe
minimizarea erorii pdtratice medii. Drept consecinta, in
determinarea filtrelor optimale este necesard numai statistica de
ordinul doi (functiile de autocorelatie si corelatie) ale procesului
presupus stationar. De asemenea, se va urmari proiectarea filtrelor
optimale pentru predictia liniard care este un domeniu important in
procesarea de semnal cu aplicatii in domenii diverse ca:

-procesarea semnalului vocal,
-procesarea de imagini;
-suprimarea zgomotului in sistemele de comunicatii etc.

3.1. Predictie inainte (forward)

Fie x[n] un proces aleator stationar. Se doreste estimarea

valorii procesului la un moment dat, pe baza unui numar finit p de
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observatii (esantioane) consecutive anterioare.

In cazul general, valoarea estimatd se noteaza x[n]

Mjn-r]’
unde M [n—r]={x[n—r—p+l],..x[n—r]}, r>1, reprezinta
vectorul format din p esantioane consecutive anterioare momentului
n-r, inclusiv. In acest caz, se spune ca s-a realizat predictia inainte
cu r pasi de ordinul p a esantionului x[#].

Un interes special prezintd predictorul liniar inainte cu un

pas (r=1), care determind valoarea estimata i[n] ca o combinatie
liniard ponderata a ultimelor p valori:x[n—1],x[n—2],...x[n—p].

Valoarea estimata se determinad cu relatia
p
fc[n]z—Zap[k]x[n—k] 3.1
k=1

unde {—ap [k]} reprezintd ponderile combinatiei liniare, numite

coeficienti de predictie ai predictorului inainte cu un pas, de ordin
p.

Conform relatiei (3.1), schema predictorului liniar cu un pas,
de ordinul p este data in figura 3.1.

z[n] J x[n—llb N #[n-p]
a1l |-a 2] -ag[p]
(P - P> 4

Fig. 3.1. Predictor liniar cu un pas, de ordin p

Diferenta dintre valoarea x[n]| si cea predictatd [n] se

numeste eroare de predicie inainte si se noteaza f,[n].

f,,[n]=x[n]—fc[n]=x[n]+kZ:ap[k]x[n—k] (3.2)
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Pe baza relatiei (3.2), eroarea de predictie rezultd conform
schemei din figura 3.2.

x[n] + EP (]
ST
FL i e
&
predictor linar
» o x[n-1] fhaitite, cuun pas,
de ordin p

Fig. 3.2. Legatura dintre predictorul liniar Tnainte si filtrul erorii de predictie

Structura din figura 3.2 se mai numeste filtrul erorii de
predictie, cu intrarea x[n] si iesirea f,[n]. O realizare echivalenta

pentru filtrul erorii de predictie este prezentatd in figura 3.3, care

reprezintd o realizare in forma directd a unui filtru FIR cu functia
de sistem:

A, (z)=) a,[k]z" (3.3)
k=0
unde a,[0]=1.
z[n] = —
= > =
1 a, 1]
SRV &

Figura 3.3. Filtrul erorii de predictie
Eoarea patraticd medie de predictie liniard inainte este
P P
f; = E[fp2 [nl]] = E{;ap [k]x[n, —k];ap [[)x[n,—1]|=

= E[x[ni]+...+ap [p]x[nl. —pﬂ[x[ni]+...+ap [p]x[n,. —p]] =
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=E{x2[nl +2Za 1x[n —k]+

+kz:‘lZ::ap[k]ap[l]x[ni—k]x[nl.—l] _ (3.4)
:7H[O]+2kzli;ap[k] ’ ZZa a [l [1-K]

Eroarea patratica medie este o functie patratica de
coeficientii filtrului predictor si prezintd un extrem pentru valorile
coeficientilor pentru care

!
28! (0,4 .
da,[k]
Inlocuind (3.4) in (3.5), rezulta
¢ (a,[K1) _
da,lk]
N 8aa[k] (7 [0+ 2;: a,[k]y.[k]+ kZp;IZpljap [K]a, [} [1- k]) _

a P
- 0 ] (7.[0]+ 2; a,[k]y.[k]+

a,Ma,1y,[0]+..+a,[a,kly [k =1]+..+a,l]a,[ply.[p—1]+

a,[kla, My [=k]+..+a,lkla,[k]y [0]+..+a,lkla,[ply.[p— K]+

a,lpla,lly [1-pl+..+a,lpla,lkly [k—pl+..+a,lpla,lply. [0])

=2y, [k]+22a [V lk—1]=

(3.6)
sau, echivalent,
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v [4] =—iap [y [k—1] k=1 p (3.7)

Extremul erorii patratice medii care se atinge pentru valorile
coeficientilor care rezultd din relatia (3.7), este un minim, deoarece

0’¢) (a,1%])
o(a, k)

Relatiile (3.7) se numesc ecuatiile normale si stabilesc

=y.[0]>0.

legatura intre coeficientii predictorului liniar i valorile functiei de
autocorelatie. Inlocuind (3.7) in (3.4) se obtine eroarea pitratica
medie minima de predictie, de forma

min[gg']"Z'E,{ = 7.[0]+ iap [k]7.[*] (3.8)

3.2. Predictie liniara inapoi (backward)

Estimarea esantionului x[n— p—r+1] pe baza observatiilor
M [n] se numeste predictie inapoi cu r pasi, de ordin p. in

continuare se trateaza predictia napoi de ordinul p, cu un pas (r=1),
cand se presupune ca se cunoaste secventa de date

x[n],x[n—1],...x[n—p+1] si se doreste a se estima valoarea

x[n— p], adica

f[n— p]:—:z_;bp (K] x[n-k] (3.9)

Predictorul descris de relatia (3.9) este reprezentat in figura
3.4.

Diferenta dintre valoarea x[n—p] si estimatul %[n—p] se

numeste eroare de predicie inapoli, si este notatd cu g, [n].
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R T o -1 2[n-p] .
-by[0] b l1] 1 by [p-1]
X b S 7%S
™17 - -

Fig. 3.4. Predictor inapoi cu un pas, de ordinul p

&, 1] =x{n=p}+ 2, (k][] -

= gbp [k]x[n—k].b,[p]=1

Implementarea filtrului erorii de predictie inapoi de ordinul p

(3.10)

este prezentatd in figura 3.5, care reprezintd o realizare in forma
directa a unui filtru FIR cu functia de sistem:

BAﬂ=i%Mk% (3.11)
unde b, [p]=1.
S e o Ry R g ECT )
bel0] g1 [Eple-1] - [pplel=t
MDD - +H Dyl

Fig. 3.5. Filtrul erorii de predictie inapoi
Eroarea de predictie inapoi este

p-1
g,[n]=x[n=p]+ 2 b, [k]x[n—k]=
; =0 (3.12)
:x[n—p]+2bp [p—m]x[n—p+m]
m=1
Valoarea sa patraticad medie este
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not

Elg[nl}=¢ (3.13)

& = E{ <l ~ pl+ 220~ pI3 b, [p—m]x[n — p+m] +

+iibp p m l}x[n —p+m]x[n —p+l]}

(3.14)
= 7. [0]+235, [p~m]y [m]+

m=1

p P

+2.2.b,[p=mlb, [P~} [1-m]

m=1 =1

La fel ca in cazul predictiei inainte, eroarea patraticd medie
de predictie inapoi este o functie patratica de coeficientii filtrului
predictor. Valorile coeficientilor pentru care aceasta prezintd un
extrem, se obtin prin egalarea cu zero a derivatei sale in raport cu
coeficientii filtrului, adica

0%, (b,Lp—m)
ob,[p—m]

Inlocuind (3.14) in (3.15), dupa prelucriri similare celor din

=0 (3.15)

cazul predictiei inainte, rezulta sistemul de ecuatii
p
Vo m]==2b,[p—1]r.[l-m].m=1,...p (3.16)
=1
Extremul obtinut este un minim, deoarece
o’ (b,Lp—m))
2
o(b,[p-m)

Inlocuind (3.16) in (3.14) se obtine acelasi minim ca in cazul

=y.[0]>0

predictiei inainte, adica
mm[f } E, "=E Z .
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3.3. Structuri lattice pentru implementarea filtrelor
FIR de eroare a predictiei

Din cele prezentate pand aici, s-a observat cad erorile de
predictie inainte si napoi se obtin ca iesiri ale unor filtre FIR cu
functiile de sistem A4, (z), respectiv B, (z), date de (3.3), respectiv

(3.11). Cum un filtru FIR implementat in forma directa este
echivalent cu un filtru FIR Ilattice, filtrele erorii de predictie in
forma directa, reprezentate in figurile 3.3 si 3.5, pot fi implementate
in forma lattice. Pentru a stabili legatura dintre coeficientii filtrului
de predictie si coeficientii structurii lattice, se considera o familie de
filtre FIR cu functiile de transfer

H (z)=4,(z) m=0,1,2,.,p (3.17)

unde 4, (z) este un polinom de forma
A,(2) =1+ a,[k]z™* m>1, (3.18)
k=1

si 4,(z)=1. Raspunsul la impuls al filtrului de ordin m este
h,[0]1=1 s1 h [k]l=a,lk], k=1,2,...,m. Se defineste a, [0]=1.
Daca x[n] este secventa de intrare in filtrul cu functia de

sistem A, (z) s1y[n], secventa de iesire, se poate scrie

y[n]=x[n]+ iam[k]x[n —k] (3.19)
Tinand cont ca
xX[n]= —i a,[klx[n—k] (3.20)

este valoarea estimata a lui x[n] pe baza a m intrari anterioare,
x[n-1], x[n-2], ..., x[n-m], din (3.19) si (3.20) rezultd ca y[n]
reprezintd eroarea de predictie. Astfel, iesirea filtrului FIR data de
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relatia (3.19) poate fi vazuta ca eroarea intre valoarea adevarata a
semnalului x[7] si valoarea estimata x[n].

Pentru a stabili legatura intre un filtru FIR in forma directa si
un filtru lattice, se considera un filtru de ordinul m = 1. Iesirea unui
astfel de filtru este

y[n] = x[n]+a,[1]x[n —1] (3.21)

In figura 3.6 se prezintd un filtru lattice de ordinul inti sau

un filtru lattice cu o singura treapta.

folr] n .

=
Fa

%, Fy[ri] = y{r]

#[n]
=—acl %,

gi[n]

i A ) 8. >

Figura 3.6. Filtru lattice cu o treapta

Daca 1n aceasta structura se aplica la ambele intrari x[n] si se
selecteaza iesirea de pe ramura de sus, se obtine exact semnalul dat
de relatia (3.21), daca se alege K;=a;[1]. Parametrul K, din structura
lattice este denumit coeficient de reflexie.

Pentru aceasta structurd se pot scrie relatiile:

foln]= goln]=x{n]
Nln]= foln]+ K g [n—1]= x{n]+ K x[n—1] (3.22)
g[n]=K, foln]+ g,[n—1]= Kx[n]+x[n—1]

In continuare, se considera filtrul FIR care se obtine pentru
m = 2. In acest caz iesirea structurii in forma directi este

y[n] = x[n]+ a,[1]x[n —1]+ a,[2]x[n — 2] (3.23)

Conectand in cascada doua trepte de structuri lattice ca in

figura 3.7, este posibil a se obtine iesirea ca in relatia (3.23).
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fo[r] (1) f,[1] N fo[n] = y[n]

z[n] % K2><
Kz
I P AR R oy B Al

7l > w 1
glnl] e e

Figura 3.7. Filtru lattice cu doua trepte

Intr-adevir, iesirea din prima treapti este dati de relatiile
(3.22), iar iesirea din treapta a doua este
foln]l= filn]+ K, g, [n—1]
g,[n]=K, fi[n]+ g[n—1]
Inlocuind f;[n] si g1[#] din (3.22) in relatia (3.24), se obtine
Ln]=x[n]+ K x[n-1]+K, [le[n —1]+x[n— 2]]
=x[n]+K,(1+ K,)x[n—1]+ K,x[n—-2]

Relatia (3.25) este identica cu iesirea filtrului FIR in forma

(3.24)

(3.25)

directa data de (3.23), daca intre coeficienti exista relatiile:

a,[2]=K, a,[1]1=K,(1+K,) (3.26)
sau, echivalent
K, =ap K =2 (3.27)
1+a,[2]

Astfel, coeficientii de reflexie ai structurii lattice, K; si K;,
pot fi obtinuti din coeficientii {a,[k]} ai formei directe de

implementare.

Continuand procedeul de cascadare a structurilor lattice, se
poate demonstra prin inductie echivalenta dintre filtrul FIR de ordin
m implementat In forma directa si filtrul lattice de ordin m sau cu m
trepte. Filtrul lattice este descris, In general, de urmatorul sistem de
ecuatii recursive:

Joln]= golnl = x{n] (3.28)
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fnl=f,n]+K, g, [n—1] m=12,...p (3.29)
g,n1=K,f, . [nl+g,,[n-1] m=12,.,p (3.30)
Iesirea filtrului cu p trepte corespunde iesirii filtrului FIR de
ordin p. Prin urmare
yin]= f,[n] (3.31)
Tinand cont de relatiile (3.28) + (3.30), in figura 3.8 s-a
reprezentat un filtru lattice cu p trepte intr-o diagrama bloc,
impreund cu structura unei trepte.

fole) i, EADNESID £ pli] = ¥[a]
z[n] Treapta Treapta Treapta
o inta a doua de ordin
gqln] gyln]. gfn]_Ep-1ln] e ordinpl g [n] (a)
fyoif8] E——>f,[n]
le
(b)
>
lp] ——{e—— P—> g,

Figura 3.8. (a) Filtru lattice cu p trepte, (b) Structura treptei “m”

Ca urmare a echivalentei intre un filtru FIR in forma directa
si un filtru lattice, iesirea f,,[n] a unui filtru lattice de ordin m poate

fi exprimata sub forma
£n1=>"a,[klx{n—k] a [0]=1 (3.32)
k=0

Deoarece relatia (3.32) este o sumd de convolutie,
transformata sa Z este
F,(2) = 4,()X(2) (333)

sau, echivalent
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F,(2) _F,()
X(2)  F2)

unde A4 (z) reprezintd functia de sistem a filtrului FIR cu

A (2)= (3.33)

coeficientii {a,[k]} .

Cealaltd iesire a structurii lattice, g, [n], ar putea fi, de
asemenea, exprimata sub forma unei sume de convolutie, utilizdnd
un alt set de coeficienti, notati {bm[k]}. Din relatia (3.22) se observa
cum coeficientii filtrului care produce 1iesirea f[n] sunt
{LK,}={1,4/[1]}, in timp ce coeficientii filtrului cu iesirea g [n],
sunt {K,1} ={q[1],1}. Se observa cid aceste doua seturi de

coeficienti sunt in ordine inversa. Daca se considera filtrul cu doua
trepte, cu iesirea datd de relatia (3.25), atunci g,[n] se determina cu

relatia
g [n]=K, fi[n]+ g [n—1]
=K, [x[n] + K x[n— l]] + K x[n—1]+ x[n—2]
=K, x[n]+K,(1+ K,)x[n—1]+ x[n - 2]
= a,[2]x[n]+ a,[1]x[n —1]+ x[n - 2]

(3.34)

In consecintd, coeficientii filtrului sunt {a,[2], a,[1],1}, in
timp ce pentru filtrul ce produce iesirea f,[n] sunt {1, a,[1], a,[2]} .
Rationand in mod analog, se poate conchide ca iesirea g, [n]

a filtrului lattice de ordin m poate fi exprimata cu ajutorul sumei de
convolutie

g, [n]= b, [kIx{n— k] (3.35)

unde coeficientii filtrului, {b,[k]}, sunt asociati cu cei ai filtrului
care produce iesirea f, [n] = y[n], dar care opereaza in ordine
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inversa.

Daca valorile x[n], x[n-1], . . . x[n-m+1], sunt utilizate pentru
predictia liniard a esantionului de semnal x[n-m], valoarea estimata
X[n—m] se determina cu relatia

L

b [k]x[n—k] (3.36)

m

m
X[n—m]=-
k=0

unde coeficientii b, [k] a1 filtrului predictor sunt chiar coeficientii

{a,[k]} luati in ordine inversd, prin urmare

b lkl=a,l[m—k] k=0,1,...,m (3.37)
In domeniul Z, relatia (3.35) devine
G,(2)=B,(2)X(2) (3.38)
Rezulta atunci
B (2) :G’"—(Z) (3.39)
X(2)

unde B, (z) reprezintd functia de sistem a filtrului FIR cu

coeficientii {5, [k]}, care se poate scrie sub forma

B,(z)=> b,[k]z"™" (3.40)
k=0
Inlocuind (3.37) in (3.40) se obtine

B (z)= iam[m —klz* =
k=0 (3.41)

a [z = z_mZam[l]Zl =z"4 (z7")
1=0 1=0
Din relatia (3.41) rezulta ca zerourile filtrului FIR cu functia
de transfer B (z) sunt reciprocele zerourilor lui 4 (z). Din acest

motiv B, (z)este numit polinom reciproc sau invers al lui 4, (z).
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Aplicand transformata Z relatiilor recursive (3.28) + (3.30), se
obtine
Fy(2)=Gy(2) = X(2) (3.42)

F(z2)=F, (2)+K,z'G, (z) m=1,2,...,p (3.43)
G (2)=K,F, (2)+z'G, _(z) m=1,2,....,p (3.44)

Impartind fiecare ecuatie prin X(z), se obtin urmatoarele

relatii:
A,(z)=B,(z)=1 (3.45)
A (z)=4, ,(z)+K,z'B,_(z) m=1,2,.. ,p (3.46)
B (z)=K,A, (z)+z'B, (z) m=1,2,...,p (3.47)

Astfel, o treapta lattice, este descrisd in domeniul Z de o
ecuatie matriceala de forma

s e
B (2) K, 1|z B, (2

3.3.1. Conversia coeficientilor structurii lattice in
coeficienti ai filtrului FIR in forma directa

Coeficientii filtrului FIR realizat in forma directd {a,[k]} pot

fi obtinuti din coeficientii {K,} ai structurii lattice, folosind

urmatoarele relatii:

A4,(z)=B,(z) =1 (3.49)
A (z2)=4, ,(z)+K,z'B,_(z), m=1,2,...,p (3.50)
B (z)=z"4,(z"), m=1,2,...,p (3.51)

Solutia se obtine recursiv, incepand cu rangul m = 1. Astfel se
obtine o familie de (p) filtre FIR, fiecare din ele pentru o valoare a

lui m.
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Pentru fixarea ideilor, se considera urmatorul exemplu.

Se da un filtru lattice cu trei trepte avand coeficientii
Ky =% K,="%, K, =}4.
Sa se determine coeficientii filtrului FIR 1n forma directa.

Solutie. Problema se rezolva recursiv, utilizand relatia (3.50)
incepand cum = 1.

Astfel, 4 (z) = 4,)(z) + K,z 'B,(z) =1+ Kz =1+ %Z_l :

Prin urmare, coeficientii filtrului FIR corespunzétori structurii
lattice cu o singura treaptd, sunt ¢,[0]=1,4/[1]=K, =1/4.

Deoarece B, (z) este reciprocul lui A4 (z), rezulta
B,(2) =%+ z .
Pentru m=2, din (3.50) rezulta
A4, (z2)=A(z)+ K,z 'B/(z) =1+ %Z_l + %Z_z

Parametrii filtrului FIR corespunzétori structurii lattice cu
doua trepte sunt a,[0]=1,4,[1]=3/8,a,[2]=1/2. Din (3.51) rezulta

atunci
1 3 ., 5
B(z)==—4+—-z +z
,(2) >3

In final, prin adiugarea celei de-a treia trepte in structura
lattice, rezulta polinomul
A,(2)=A,(2)+ K.z 'B,(z) =1+ 2271 + 2272 + l273
24 8 3
si, ca urmare, filtrul FIR in forma directd este caracterizat de
coeficientii
a,[0] =1, a,[1] = ;—i, a,[2] = %, a,[3]= %
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in general, structura lattice cu parametriiXK, ,X,,...,K o

corespunde unei clase de p filtre FIR in forma directa cu functiile de
sistem 4,(z), 4,(2),...,4,(z). Este interesant de observat ca o
caracterizare a acestei clase de filtre FIR in forma directa necesita
p(p+1)/2 coeficienti, in timp ce o caracterizare lattice necesitd doar p
coeficienti de reflexie {K,}. Motivul pentru care structura lattice
produce o reprezentare mult mai compactd pentru clasa de filtre FIR
de ordin p se datoreza faptului cd adaugarea treptelor la structura
lattice nu modificd parametrii treptelor anterioare, in timp ce
coeficientii functiei de sistem A4, (z) sunt total diferiti de coeficientii
filtrului FIR de ordin inferior, cu functia de sistem 4, ,(z).

O relatie pentru determinarea recursiva a coeficientilor
{a,[k]} aifiltrului poate fi obtinutd din polinoamele date in relatiile
(4.49)=(4.51). Din relatia (4.50) se obtine

A (z)=4, ,(2)+K, z'B (2)

3 Z’”“ = 3.52
Zam[k]z_k = amfl[k]z_k +Km E amil[m_l_k]z—(k*'l) ( )
k=0 k=0 k=0

Prin egalarea coeficientilor puterilor egale ale lui z™' si tinAnd
cont cd a,[0]=1, rezultd ecuatiile recursive pentru coeficientii
filtrulu1 FIR, sub forma:

a, [0]=1 (3.53)

a, [m]l=K, (3.54)

alkl=a, [k]+K, a, [m—k]l=a, [k]+a,K lmla, [m—k] (3.55)
1<k<m-1,m=12,..,p.
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3.3.2. Conversia coeficientilor filtrului FIR din forma
directa in coeficienti ai structurii lattice

Daca se cunosc coeficientii filtrului FIR  pentru
implementarea in formd directd sau, echivalent, polinomul 4 (z) si

se doreste determinarea coeficientilor corespunzdtori structurii
lattice, de ordin m, atunci K, =a, [m]. Pentru a obtine coeficientul

K, , sunt necesare polinoamele A4

m—1

(z) deoarece, in general, K
este obtinut din polinomul A4, (z) pentru m=p, p-1,..,1. Prin urmare,
trebuie calculate succesiv polinoamele 4 (z), Incepand de la
m=ppanalam=1.

Relatia recursiva doritad pentru polinoame se determina usor
din (3.46) si (3.47).

A (z)=A4, (z)+K, z'B, _(2)
=4, ,(2)+K, [Bm (2)-K, 4, , (Z)]
de unde rezulta
4,(2)-K,B,(2)
1-K:

Astfel se calculeaza toate polinoamele de grad inferior 4 (z)

A (2)=

, m=p,p—1,.,1. (3.56)

incepand cu A4,(z) si se obtin coeficientii doriti ai structurii lattice
din relatia K, =a,[m]. Se observa ca procedura prezentatd este
operationald atat timp cit | K, |[#1 pentrum =1, 2, ...,p.

Din ecuatia recursiva (3.56), se poate obtine o relatie pentru
calculul recursiv al coeficientilor K , Incepand cu m = p pana la

m=1. Pentru m = p, p-1,...,1 se obtine
K, =a,lm] a, [0]=1 (3.57)

187



a,lk]-K,b,[k] a,lk]l-a,[m]a,[m—k]
1-K? - 1-a.[m]

a, [k]= Jd<k<m-1

(3.58)
Ecuatia recursiva (3.58) nu poate fi folosita daca ‘Km‘ =1.

Pentru fixarea ideilor, se considera urmatorul exemplu.
Sa se determine coeficientii structurii lattice corespunzatoare
filtrului FIR cu functia de sistem

H(z)=4,(z) =1+£Zl +§Z2 +lzf3

Solufie. Mai intai se observa ca K3:a3[3]:%. Apoi se

construieste polinomul
B,(z)= l +§Z_1 +£z‘2 +z7
3 8 24

Relatia de decrementare din (3.56), cu m =3, conduce la

A, (z)= A3(Z)1:I[§3ZB3(Z) =1+ %zl + lzf2
3

Prin urmare, K,=a,[2]=1/2 si B,(z2)=1/2+(3/8)z"'+z".
Repetand decrementarea recursiva, se obtine
4,(2)-K,B,(2) _ |

1+—z

A(z)=
(%) 1-K; 4

Astfel, K, =q,[1] = %

3.4. Coeficientii de reflexie optimi ai predictorului
lattice inainte si inapoi

In paragrafele anterioare s-a obtinut un set de ecuatii din care

se pot obtine coeficientii predictorului care minimizeaza valoarea
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patratica medie a erorii de predictie. In continuare se va considera
problema optimizarii coeficientilor de reflexie ai predictorului
lattice si exprimarea lor in functie de erorile de predictie inainte si
inapoi.

Conform figurii 3.8, eroarea de predictie inainte 1n treapta m
a predictorului este

£ ln]=fan]+ K8 [n—1] (3.59)
Minimizarea erorii pétratice medii {E [ f,f[n,ﬂ} in raport cu

coeficientii de reflexie impune calculul derivatei

olE[£:[n]])

oK,
a{E[fmz—l [nz] + 2Kmfm—l [ni ] 8 [ni - 1] + Krigri—l [ni - 1]]}
= (3.60)
oK
E{zﬁn—l [ni]gm—l [ni - 1] + 2ngri—l [ni - 1]}
Prin egalarea cu zero a acesteia, rezulta
Km _ _EI:fmfl [:lz]gml [ni _1]:| _ _EI:A](mfl [ni]gmfl [ni - 1]:| (361)
E|:gm—l [ni - 1]i| \/EI")f;flElifl
unde
E)Z—l = E::—l :E[grzn—l [ni - 1]} = E[fmz—l [nz]] (3.62)

Se observa ca valorile optime ale coeficientilor de reflexie ai
predictorului lattice sunt egale cu coeficientii de corelatie
normalizati dintre erorile Tnainte si inapoi din lattice, cu semnul
minus. Din acest motiv, coeficientii —K, se mai numesc coeficienti

de corelatie partiala (PARCOR).
Valoarea patratici medie a erorii de predictie poate fi
exprimatd in forma
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E[fnf [”z]] - E[fnil [ ]+ 2K, /s (7] @i [ —1]+ Ko [ - 1]] -

E|:fmz_1 [ntn + 2KmE|:fm—1 [ni]gm—l [ni - 1]] + KriE[gri—l [”i - 1]:'

(3.63)
Inlocuind (3.61) si (3.62) in (3.63), se obtine eroarea patratici medie
minima in forma recursiva

E}=(1-K,)E]

m—1

(3.64)

Deoarece din relatia (3.61) rezulta ca ‘KM‘SI, eroarea

patratica medie minimd datd de relatia (3.64) este o secventd
monoton descrescatoare.

3.5. Relatia dintre un proces AR si predictia liniara

Parametrii unui proces AR de ordin p sunt strans legati de
parametrii unui predictor de ordin p pentru acelasi proces. Se

reaminteste cd pentru un proces AR( p) secventa de autocorelatie

7. [m] este legatd de parametrii {a,} ai procesului prin ecuatiile

Yule-Walker.

—Zp:ak;/m[m—k],m >0
k=1

rolm]=1-3 ay.[m—k]+o2m=0 (3.65)
k=1

y.[-m]l,m<0

Ecuatiile corespunzitoare predictorului de ordin p sunt date
in relatiile (3.7).

yxx[l]:—:zoap[k]yxx[l—k],l:1...p

190



Comparand aceste relatii se observd o relatie de egalitate

intre parametrii {a,} ai procesului AR(p) si coeficientii
predictorului {ap [k]} de ordin p. Mai mult, comparand (3.65) cu

(3.8), se observa ca eroarea patraticd medie minima a predictorului

. f - 2 . . .
de ordinul p, E;, este egala cu o,, dispersia zgomotului alb, caz

in care filtrul erorii de predictie este un filtru de albire, care produce

secventa de zgomot alb w[n].

3.6. Solutia ecuatiilor normale

Anterior s-a ardtat cd minimizarea valorii patratice medii a
erorii de predictie inainte conduce la un sistem de ecuatii numite
ecuatiile normale (3.7). Acestea pot fi scrise compact in forma

p
> a,[kly.[l-k]=0,l=1.p,a,[0]=1 (3.66)
k=0
Eroarea patratica medie minima (EPMM) este data de relatia
(3.8). Adaugand (3.8) la (3.66) se obtin ecuatiile normale extinse

gap[k]m[l—k]:[’fﬁaﬁo

(3.67)
0,/=1,...,p

Pentru un proces aleator AR(p), EPMM, E/ =0, . Exista

doi algoritmi eficienti de calcul pentru ecuatiile normale. Unul se
datoreaza lui Levison [29] modificat ulterior de Durbin [62], numit
algoritmul Levison-Durbin, care este potrivit prelucrarii seriale. Al
doilea algoritm, datorat lui Schur [61] calculeaza, de asemenea,
coeficientii de reflexie si se preteazd prelucrdrii paralele. Cei doi
algoritmi folosesc proprietatile de simetrie Toeplitz ale matricei de
autocorelatie.
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3.6.1. Algoritmul Levison-Durbin

Algoritmul Levison Durbin este un algoritm eficient pentru
rezolvarea ecuatiilor normale (3.66) in raport cu coeficientii
predictorului. Acestea pot fi scrise matriceal, sub forma

[T,1[4,]1=-7,] (3.66")
unde
v 0] L[] Vel p—1]
vulp=1] ralp-2] o pa[0]

oo . . . T
este numitd matricea de autocorelatie, iar [Ap]z[ap[l]...ap[ p]]
este un vector coloand ale cdrui elemente sunt coeficientii
predictorului, a,[k],1<k<p, iar [;/p]z[;/m[l]...yxx[p]]T este un

vector coloand ale carui elemente sunt valorile functiei de
autocorelatie y [/],1</<p.

Sistemul (3.67) poate fi scrise matriceal, sub forma

[FPH][APH] =1. (367’)

unde [APH]:[Iap[l]...ap[p]]T, iar [["),,] este matricea de

autocorelatie de ordinul p+1.
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Daca semnalul de intrare este real, operatia de cojugare (*)
dispare din y,,. Se observa cd elementele I' (z', Jj ) ale matricei [I", ]
au proprietatea ¢ T (i,j)=y.[i—j]. Daca T (i,j)=T (/j.i)
matricea este §i hermitica. Metoda de obtinere a solutiei prin
algoritmul Levison-Durbin utilizeaza proprietatile matricei Toeplitz
si se aplica recursiv incepand cu un predictor de ordinul m =1.

Solutia predictorului de ordinul intai se obtine din (3.66),
pentru p =1, adica

2] _
a[1]= [0k a,[0]=1 (3.69)
EPMM este
£ =y [0+a [ [-]=r[0)(1-l[]) @70

Se reaminteste c¢d a,[1]=K| este primul coeficient de reflexie
al filtrului lattice.
Al doilea pas constd in obtinerea coeficientilor {a2 [1].4, [2]}

ai predictorului de ordinul al doilea si exprimarea solutiei in functie

de a,[1]. Cele doua ecuatii obtinute din relatia (3.66) sunt
a,[1]7.[0]+ & [2]7.[1]= 7. [1]
a,[1]7.[1]+a[2]7.[0] = =7.[2]
unde 7, [1]=7.[-1].
Tinand cont de (3.69) solutia sistemului de ecuatii (3.71) devine
a2[2]:_}/xX[z]-’_al[l]}/xx[l] 7“[2]4_“1[1]7/”[1]

(3.71)

ralol(1-Ja 1) Ef

a,[1]=a[1]+a,[2]a/[1] (3.72)
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expresii care reprezintd coeficientii predictorului de ordinul al

doilea. Se reaminteste cd a,[2] = K, este cel de-al doilea coeficient

de reflexie al filtrului lattice.

Procedand in acelasi mod se pot exprima coeficientii
predictorului de ordin m in functie de coeficientii predictorului de
ordin (m — 1).

Vectorul coeficientilor, notat cu [a, |, poate fi scris ca suma

a doi vectori
_ o 1] _
[a,]= a’".m :{[am-‘]}{[dml]} (3.73)

(4 [m]]

unde [a,_, | reprezinta vectorul coeficientilor predictorului de ordin

(m—1), iar vectorul [d, ] si scalarul K, urmeaza a fi determinati.

Matricea de autocorelatie I' de ordin mxm se partitioneaza in
r o
r,]=| b el (3.74)
[]/nkl] 7xx [O]

unde [72,1=[r.[m=1] r.[m-2] .. r.[0]=[7].

In relatia (3.74), (+)" - inseamna conjugarea complexi, (+)’ -

forma

inseamna transpunere, iar indicele b al vectorului [y, ,] semnifica

faptul ca elementele vectorului se considera in ordine inversa.
Cu ajutorul relatiilor (3.73) si (3.74), solutia ecuatiei

[T, 1[a,]=—-[7.] poate fi exprimati astfel:
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o0 0 {[aml]} {[dml]}} { ml]} 375
Lyﬁ,’:l] nx[O]H 0 LK, ] O

Din (3.75) rezultd doud ecuatii

[ In1][am 1]+[Fm1][ ml]+K |: ]Z [ml] (3.76)

[ymt—l :|[am—1 ] + |:7/mt—1 :' [dm—l ] + Kmyxx [0] = _7xx [m] (377)
Deoarece [T, |[4,.,]1=—{7,.,], din relatia (3.76) rezulta
[d,.]=K,[T,.]" | 7] (3.78)

dar [;/f;_l} este chiar [ym_l} cu elementele scrise in ordine

inversa si conjugate, ceea ce permite obtinerea solutiei ecuatiei

(3.78) sub forma

_a;_l [m—l]_
. a [m-2

[d,.]=K,| @ |=K, =21 (3.79)

a;—l [1] |

Inlocuind relatia (3.79) in (3.77), se poate obtine coeficientul
de reflexie K, .

[ Jla )+ K| a0+ [ ][ i ] [=7alm] - 3.80)

de unde

‘ _mm Ja)
ARCALA

Inlocuind solutiile pentru [dmfl] si K, 1n relatia (3.73) se obtin

(3.80")

relatiile recursive pentru coeficientii predictorului
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o [m]-K :_nx[m]{y,’;i 1][a,,,,1]:_ yo[m]+[ 72 e,
' E)

" m[0]+[75111}[a211

L 1

(3.81)
a, [k] =a, [k] + Kmat:;_1 [m —k] =a, [k] +a, [m]a;_l [m - k] (3.82)
k=1...m-1m=1,..,p

Se observa ca relatiile recursive (3.82) sunt identice cu cele
care dau coeficientii predictorului pe baza polinoamelor 4, (z) si

B, (z) ca in relatiile (3.53) + (3.55). Mai mult, K, este coeficientul

de reflexie pentru a m—a treaptd a predictorului lattice, deci
algoritmul Levison-Durbin calculeaza coeficientii de reflexie pentru
predictia lattice optimalda, precum si coeficientii predictorului
optimal FIR in forma directa.

Pentru predictorul de ordinul m, EPMM este

£ =7, 0]+ X [k [ 4=

= 7.[0]+ D (a, [k]+a, [m]a, [m-K]p. [-k]=  (3.83)

k=1
2 2
= E)Z—l |:1—‘(1m [m]‘ :| = Eh];—l (1—|Km| ),m = 19---,]7
unde Ej =y,[0]. Deoarece coeficientii de reflexie satisfac
proprietatea ca ‘Km‘ <1, EPMM satisface conditia
Ef2E/ 2E] 2.2 E] (3.84)

In scopul aprecierii eficientei sau complexititii unui
algoritm, se foloseste simbolismul din teoria complexitatii
calculelor. Notatia O(®) se foloseste in analiza eficientei algoritmilor
si defineste limita superioard a unei functii, reflectand efortul de
calcul necesar obtinerii rezultatului, in functie de marimea intrarii,
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de obicei, numarul de biti. Complexitatea (temporald) a unei
probleme (sau a unui algoritm) reprezintd numarul de pasi (sau
echivalentul lor temporal) ce trebuie parcursi pentru a o rezolva,
exprimat, in general, in functie de marimea intrarii. De exemplu, se
presupune ca timpul (sau numarul de pasi) necesari rezolvarii unei
probleme a carei intrare are dimensiunea n este de forma

N
T(n)= Zaln’ , unde coeficientii a, sunt constante independente de
i=0

intrare. Cu cresterea lui n, termenul dominant este n", ceilalti
putandu-se neglija. Coeficientii a, depind de detaliile

implementirii. Notatia O(n") reflecta factorul dominant, evidentiind
o complexitate de n".

Ecuatia recursiva (3.82) a algoritmului Levison Durbin
necesitd O(m) operatii de multiplicare si sumare pentru a trece de la
treapta m la treapta m+1. Prin urmare, pentru p trepte sunt necesare
1+2-+3+...+p=p(p+1)/2 operatii pentru a determina coeficientii
filtrului predictor sau coeficientii de reflexie, adica o complexitate
O(p?). Daci nu s-ar fi folosit proprietatile matricei de corelatie si
sistemul (3.66) s-ar fi rezolvat prin metoda eliminarilor a lui Gauss,
gradul de complexitate ar fi O(p’). Prin folosirea procesarii
paralele, complexitatea algoritmului poate fi scazuta suplimentar.

3.6.2. Algoritmul Schur

Algoritmul Schur este strans legat de un test recursiv pentru a
determina faptul ci matricea de corelatie este pozitiv definita. in
particular, fie matricea de autocorelatie I’ asociata cu ecuatiile

normale extinse date de relatia (3.67°). Din elementele acestei
matrice se formeaza functia
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voll)z" +ra[2]z + et v [p]2

R = 3.85
e o 1 P 1 Py o
si familia de functii R, (z) definita recursiv prin
R (5) = Bua(DRoa(2) (3.86)

z" [1 —R, ()R, (Z):| ’

Conform teoremei lui Schur [56], o conditie necesard si
suficientd pentru ca matricea de corelatie s fie pozitiv definita este
ca ‘Rm (oo)‘<1 pentru m=1,...,p. Se demonstreaza mai intdi ca
matricea de autocorelatie este pozitiv definitd daca coeficientii de

reflexie ai filtrului lattice corespunzator sunt subunitari, adica
Kﬂ‘l

<lm=1,.,p.
Din (3.85) rezultd cd R,(%)=0. Inseamnd atunci, conform
relatiei (3.86), ca
- [1]+7xx [2]2_1 oty [p]z_"+1
R1 (Z) = -1 -2 -p
Ve [0]+7/xx [l]z +7. [2]2 +..ty. [p]z

(3.87)

si, deci R (oo):yxx—[[lo]]. Comparand cu (3.69), se observa ca
]/xx

R () =-K,,adica y_[1]=-Ky.[0].
In mod analog, rezulta
R, (z)=— R, (Z)*_ R, () _
z (I—R1 (oo)Rl(Z))
v+ 7. [2]27 + v [ ]2  Va [1]
Y [O] +7. [l]z_l +7. [2]2_2 +oty [p]z_p Y [O]

+1

21— VM[I]' 7/xx[1]+7/xx[2]2_1+...+7/xx[p]z_p
7al0] 7 [0]+ 7 1] + 7 [2]27 + o+ [ ] 27
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R ) (0 (7 ) e 2 - - o 8 R (08 L) Sy 8 ) B
L (R R E AN D En BN 1) [N | SR AN P )
si, deci

R():mmyAﬂﬂéM:mPthU]
: ralo]-7200 . fo]a-l& )

adica R,()=-K,. In general, rezultd R, ()=-K,,m=1,.,p.

(3.88)

Inseamnd, deci, ca daca |R, (oo)‘ <l,m=1,..,p, atunci
‘Km‘ <lLm=1,..,p, ceea ce asigurd ca matricea I, este pozitiv

definitd. Deoarece coeficientii de reflexie pot fi obtinuti din familia
de functii R, (z),m=1,..,p, rezultd o metoda alternativd pentru

rezolvarea ecuatiilor normale, cunoscutda sub denumirea de
algoritmul lui Schur.

Fie R, (z) exprimat sub forma
F.(2)
R (z)=—"-%5,m=0,..,p (3.89)
unde
B(z)=y. [z +r.[2]z7 +..+7.[p]z”

0, (z) =7, [0] +7.. [1]271 +7. [2]272 +.ty [p]zfp (3.90)
Deoarece  K,=0 si K, =-R, (w),m=1..p ecuatia
recursivd (3.86) implica urmadtoarele ecuatii recursive pentru

polinoamele P, (z) si O, (z).

P,,,(Z) _ 1 K, mel(z) -
{Qm(z)}{]{rzlzl o }{le(z)} =L..,p (3.91)

Astfel, se poate scrie
R(z)=PR(z)=7r. [1]271 +7.. [2]272 +..+7.[plz”
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0(z)=z Qlo(z)%x[ﬂ]z 7] e ra _I]Zp+(3.92)
+7uPlz"
si
P](z) 7xx[1]
K~ __Yull] 3.93
(Ql(z)lw 7.[0] o

Analog, rezulta

P, <Z> - R(Z)"'KlQl (Z) =V [1]2_1 +7. [2]2_2 +oty, [p]z_p —
- ralll? rallra[22”  ralllralplz"" _
" 7u[0] 7u[0] 7.10]

=(ru 2l K [1) 77+t (ra [P+ K [p=1]) 27 +

+K17/xx [p] Zﬁpil
(3.94)

0.(z)=2"KR(2)+2"Q(2) =" (Q(2) + K[ (7)) =

= z“[(y/xx [0]z" +y. [1]z27 + 47 [p-1]z" + 7. [p]z""])+
+(K1*7/xx [z + Ky, [2]z27 +..+ Ky, [p]z” )] =

(7xx [0]+K 7., [1])2‘2 + (7/xx [1]+K 7. [2])2‘3 +....

+(r.lp-1+ Ky [p])z " +r[p]2"
(3.95)
k,=-2@ __rul2r Ky (] (3.96)
0,(2)|_,  7.[0]1+K y.[l]

Pe baza acestor relatii, algoritmul Schur este descris de

urmatoarea procedura recursiva:
1. Se formeaza matricea generatoare cu doud linii si p+1
coloane, de forma:
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B U | | 7 ) R )
[6]= 7.[0] 7u[1] 7.[2] - 7.[P]

unde elementele primet linii sunt coeficientii lui F, (z) , 1ar cele de

(3.97)

pe a doua linie, coeficientii lui 0, (z) .

2. Se deplaseaza a doua linie a matricei generatoare spre
dreapta cu o pozitie si se renuntd la ultimul element al liniei. In
locul rdmas liber se plaseazd un zero. Astfel se obtine o noud
matrice generatoare

R L ) A )
[GJ_& 7101 7. [1] ~-7nb—ﬂ} (329

Raportul, cu semnul minus, al elementelor din a doua coloana

reprezintd coeficientul de reflexie K, =— - [1] :
7. [0]
3. Se inmulteste la stanga matricea generatoare [Gl] cu
matricea
[Vl]{;]* ﬂ (3.99)
obtinandu-se
[Vl][Gl]:
:[0 0 vel2+ Ky 1] - ralpl+ Ky [p—l]}
0 7. [2]+ Ky [1] v Vulp=1+ Ky [P]
(3.100)

4. Se deplaseazd a doua linie a matricei [V;][G,] cu o pozitie

spre dreapta, obtindndu-se o noud matrice generatoare

100 y2]+Kr ] - vulp]+Krulp-]
[GJ‘L 0 7 [0]+K 7 [1] - KJp-ﬂ+Kymp-q}“”
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Raportul, cu semnul “-*, al elementelor din coloana a treia
reprezintd coeficientul de reflexie K,. Pasii 3 s1 4 se repetd pana se

obtin toti cei p coeficienti de reflexie. In general, matricea [Vm]

1 K
[Vm]{K* 1’”} (3.102)

este de forma

Multiplicarea lui [V, ] cu [G,] are ca rezultat o matrice din care,
prin deplasarea celei de-a doua linii cu o pozitie rezultd noua
matrice generatoare [G,,,]. Se observa ca operatia de deplasare a
celei de-a doua linii la fiecare iteratie echivaleaza cu inmultirea cu
z~' din a doua ecuatie recursivi (3.91). De asemenea, se observi ci
impdartirea polinomului P,(z) la Q, (z) si evaluarea ctului la
z =00 echivaleazd cu Tmpartirea elementelor din coloana (m+1) a
matricei [G,].

Pentru a demonstra legatura dintre algoritmul Schur,
algoritmul Levison Durbin si predictorul lattice corespunzitor, se

determind iesirea filtrului lattice cand secventa de intrare este
secventa de autocorelatie y_[m], m=0,l,... , adicd prima intrare in

lattice este y _[0], a doua, y_[1] s1 asa mai departe. Corespunzator
figurii 3.8, f,[n]=py_.[n]. Dupd Intarzierca din prima treapta,
gln-1]=y_[n-1], adica, pentru n=1, raportul
folll/ g,[0] =y _[11/7.[0], care este coeficientul de reflexie K,, cu
semnul “-”. Aceastad expresie se poate exprima si in forma
Solll+ Kig,[0]= 7, [1]+ K,7,,[0] =0 (3.103)
Mai mult, g,[0]=y_[0]=E].
La momentul n=2, conform relatiei (3.43), intrarea in a

doua treapta este
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A2]= fo[2]+ Kigo[1] = 7. [2]+ Ky, [1] (3.104)
si, dupa intarzierea din a doua treapta,
gi[1= K, f,[1]+ g,[0]= Ky .. [1]+ 7,.[0] (3.105)
Raportul f,[2]/g,[1] este

21y 21+ Ky Q0 pG 21+ Ky [ 6106
gl 7.[0]+ Ky, [1] E/ 2

deci,
21+ Kog1]1=0, g[l]=E/ (3.107)
Continuand in acelasi mod, rezulta
foalml/ g, Im=11=-K, sig, [m-11=E},  (3.108)
In consecintd, coeficientii filtrului lattice obtinuti cu

algoritmul Levison Durbin sunt identici cu coeficientii obtinuti cu
algoritmul Schur.

3.7. Proprietati ale filtrelor erorii de predictie

3.7.1. Proprietatea de faza minima a filtrului erorii de
predictie Tnainte

Se reaminteste cd un filtru are fazd minima, daca zerourile
functiei sale de sistem sunt in interiorul cercului unitate sau pe
acesta. S-a aratat anterior ca in cazul implementarii lattice a filtrului
erorii de predictie, ‘Km‘ <1 pentru toti m. Aceastd conditie

impreuna cu relatia: £/ :(1—|Km|2)E,£ _, poate fi folositd pentru a

ardta cd zerourile functiei de sistem a filtrului erorii de predictie sunt
fie toate 1n interiorul cercului unitate, fie pe cerc.
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Se va arata ca, daca E ;: >0, zerourile ‘Z,-‘ <1 pentru orice i,
unde z, sunt zerourile functiei de sistem.

Intr-adevir, pentru p =1 functia de sistem filtrului erorii de
predictie este
Al(z) =1+K,z" (3.109)

ceea ce inseamnd z, =K, si E/ = (1—|K1|2)E({' >0.
Se presupune ipoteza adevarata pentru p—1, adica £ [f ,>0.
Dacd z, este o radacind a lui 4, (z) , din relatiile (3.41) si (3.46) se

obtine
Ap (Zl.) = qu (Zl. ) + szl._prfl (Zl.) =

(1 (3.110)
=4,, (Zl.)+Kle. 4,, ol 0
Din relatia precedenta se poate scrie expresia
z 7 A*f1 [IJ
1 P g
=— ~=0(z,) (3.111)

K Ap_l (Z,-)

p
care este de tip trece tot.

Pe de alta parte, se stie ca o functie trece tot, de forma
N

P(Z)ZHZZk+1,

o Zt+Z,

z,|<1 (3.112)
se bucura de proprietatile:

‘P(z)‘ >1 pentru || <1,

‘P(z)‘ =1 pentru |z| =1 si

‘P(z)‘ <1 pentru |z|>1.

Prelucrand relatia (3.112), rezulta
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N -1 « LN (Z—l)
P(z)=T[E2 5 2 W 3.113
(Z) z 1,:!1+Zkz1 AN(Z) ( )

j2
Din relatiile (3.111) si (3.113) rezultd ca O(z)=— (2)
Z

pentru N=p-1. Cum E/ >0 si £/, >0 din E/ :(1—\KP\Z)E;’1 >0

O(z )‘ ~ L 1 Conform proprietatilor

|

functiei de tip trece tot, rezulta |Z,-| <1.

rezulta ‘K p‘ <1s1, deci,

Daca se presupune ca E;{—l >0 si E[f =0, atunci ‘Kp‘ =1 si
‘Q(zl.)‘zl. Procesul aleator x[n] pentru care EPMM este zero

(E ;: = 0) se numeste predictibil sau determinist.

Fie, de exemplu, procesul aleator sinusoidal de forma

M
x[n] = a et (3.114)
k=1

unde fazele {6, } sunt statistic independente si distribuite uniform in

intervalul (0,27). Functia de autocorelatie este atunci

M
Vo m]=D aie™ (3.115)
k=1
iar densitatea spectrala de putere
M
)
Lo (f)=2a(f =) fi =55 (3.116)
k=1 27
Se poate ardta ca acest proces este predictibil cu un predictor

de ordin p>M . Intr-adevar, fie x[n] de forma (3.114) care se

aplicd la intrarea unui filtru al erorii de predictie de ordin p > M .
Eroarea patratica medie la iesirea acestui filtru este
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Saio(r-)|a (o

(3.117)
=Y a4, (f,)

M
k=

—_

Alegand M din cele p zerouri ale filtrului erorii de predictie
sa coincidd cu frecventele {fk} , eroarea patratica medie poate fi

fortata sa fie zero. Celelalte p—M zerouri pot fi plasate arbitrar,

oriunde 1n interiorul cercului unitate.

3.7.2. Proprietatea de faza maxima a filtrului erorii de

predictie inapoi

Un filtru se spune ca este de faza maxima, daca zerourile
functiei sale de sistem sunt in exteriorul cercului unitate sau pe
acesta. Functia de sistem pentru filtrul erorii de predictie inapoi de
ordin p este

B,(z)=z7"4,(z") (3.118)
In consecintd, radicinile lui B,(z) sunt inversele radacinilor
filtrului erorii de predictie inainte cu functia de sistem A (z).
Aceasta inseamna ca, daca Ap (z) este de faza minima atunci
B,(z) este de fazd maxima. Daca procesul x[n] este predictibil

atunci toate radacinile lui B, (z) sunt pe cercul unitate.

3.7.3. Proprietatea de albire

Se presupune cd procesul aleator x[n] este de tip AR(p),

adicd este generat prin trecerea zgomotului alb, stationar, de
206



dispersie o printr-un filtru numai cu poli, care are functia de

sistem

H(z)=—— (3.119)

Pe de alta parte, filtrul erorii de predictie inainte de ordin p

are functia de sistem:

1
4,(z)=1 Kz = 3.120
+Za [k]z “HG (3.120)

daca coeficientii predictorului sunt a,[k]=a,. Réaspunsul acestui
filtru la semnalul x[n] este, evident, zgomot alb de dispersie o .
Din acest motiv, acest filtru al erorii de predictie se numeste filtru
de albire.

3.7.4. Proprietatea de ortogonalitate

Erorile de predictie inapoi { g, [k]} in diferite trepte ale
filtrului FIR lattice sunt ortogonale, adica

. O,pentrul <m< p;1<I< p;im#1
#le.lnleln]]-

= 3.121
E’,l=m ( )

Intr-adevar,

[gm[n lg/[n } Z [k]jZ:;b;E[x[ni—k]x*[ni—j]]:

=Zb [J]ib Ky [J—k] (3.122)

Ecuatiile normale ale predictorului liniar Tnapoi sunt
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0,j=12,.,m-1
(3.123)

gbm[kw—k]:{

care, inlocuite in (3.122) conduc la (3.121).

E',j=m

3.8. Filtre lattice pentru procese AR si ARMA

In paragraful 3.3 s-a aritat relatia dintre un filtru lattice FIR
si predictia liniara. Predictorul liniar cu functia de sistem

Ap(z):1+iap[k]z_k, (3.124)

cand este excitat cu procesul aleator x[n], produce o iesire care
aproximeaza zgomotul alb cand p — . Pe de altd parte, daca
procesul de intrare este autoregresiv de ordin p, iesirea
predictorului cu functia de sistem A, (z) este un zgomot alb.
Deoarece predictorul cu functia de sistem 4, (z) genereaza un
proces MA( p) cand este excitat cu o secventd de zgomot alb,

structurile lattice numai cu zerouri se mai numesc lattice cu medie
alunecatoare sau mobild. In continuare se prezinta structurile lattice
pentru filtrul invers, numai cu poli, 1/ 4, (z), numite structuri

lattice AR si structurile lattice cu poli si zerouri pentru un proces
ARMA.

3.8.1. Structura lattice AR

Fie un sistem numai cu poli, cu functia de sistem

H(z)= ! (3.125)

1+ Zp:ap [k]sz
k=1
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Ecuatia cu diferente corespunzatoare este:
p
y[n]:—Zap[k]y[n—k]+x[n] (3.126)
k=1

Schimband rolul intrdrii cu iesirea, adicd nlocuind in relatia
(3.126) x[n] cu y[n], si invers, se obtine ecuatia cu diferente:

Za [n—k]+y[n] (3.127)

sau, echivalent
p
y[n]zx[n]+2ap [k]x[n—k] (3.128)
k=1
care reprezinta ecuatia cu diferente pentru un sistem FIR cu functia

de sistem A4,(z). Asadar, un sistem IIR numai cu poli poate fi

transformat in unul FIR prin interschimbarea rolului intrdrii cu
iesirea. Pe baza acestei observatii se poate obtine structura unei
lattice AR( p) dintr-o lattice MA(p) prin interschimbarea semnalata

anterior. Daca structura lattice MA(p) are iesirea y[n]= f,[n], si
intrarea x[n]= f,[n], se va impune

{x[n] = /,[n]

y[n]=filn]

Aceste definitii impun calculul marimilor { . [n]} in ordine inversa,

(3.129)

lucru care poate fi efectuat prin rearanjarea ecuatiei recursive (3.29)
pentru f, [n] siaflarea lui £,  [n] in functie de f, [n]. Astfel

fmfl[n]=fm[n]—ngm[n—1],m=p,p—1,...,1. (3.130)
Ecuatia pentru g,[n] riméne neschimbati. Se obtin in final

relatiile:
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x[n]= £, [n]

foaln]= 1, [n]-K,g,.[n-1]
g.n]=K,fou[n]+ g, [n-1]
y[n]= £ [n]=g[n]

Implementarea corespunzitoare pentru structura lattice

(3.131)

AR(p) este prezentata in figura 3.9.

x[}z] = fp ["g] fp-l[”] Az Jul]= e
intrare T _.Q} [ l&B‘ [ ]e;if;[i
_Kp —f% _Kl
K, Ky £

S e

g,l]

Figura 3.9. Structura corespunzatoare pentru lattice AR( p)

[]

Se observa ca structura lattice numai cu poli are o cale

numai cu zerouri cu intrarea g,[n| si iesirea g,[n], care este
identica cu calea numai cu zerouri din structura lattice MA( p). Se
observa, de asemenea, ca cele doua structuri lattice AR( p) si
MA( p) sunt caracterizate de aceiasi parametri, $i anume,
coeficientii de reflexie {Ki}, fapt ce permite aplicarea acelorasi
relatii de conversie (3.53) + (3.55) si (3.57), (3.58) a parametrilor
{a ) [k]} ai realizdrii in forma directd a sistemului numai cu
zerouri4,(z) in parametrii lattice {K,} ai structurii MA(p) si

pentru structurile numai cu poli.
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3.8.2. Procese ARMA si filtre lattice cu poli si zerouri

O structurd lattice numai cu poli furnizeaza blocul
constructiv. de bazd pentru structurile de tip lattice care
implementeaza sisteme IIR ce contin atat poli cat si zerouri. Fie un
sistem IIR cu functia de sistem

H(z)=—* < (3.132)

Fara a se pierde din generahtate, se presupune p >¢q. Acest

sistem este caracterizat de ecuatiile cu diferente

Za n k]+x[ ]
=;cq[k]v[n—k]

obtinute prin considerarea sistemului IR ca o cascadd formata dintr-

(3.133)

un sistem numai cu poli care precede un sistem numai cu zerouri.
Iesirea y[n] este 0 combinatie liniard a iesirilor Intirziate din

sistemul numai cu poli.
Functia de sistem

m,(z)=2=) _p () (3.134)

r(z)
unde G, (z) este transformata Z a iesirii g, [n] din treapta a m-a,
iar Y(z), intrarea in calea numai cu zerouri, caracterizeaza un

sistem numai cu zerouri. Prin urmare, orice combinatie de { g, [n]}

este, de asemenea, un filtru numai cu zerouri.
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Fie un filtru lattice numai cu poli, cu coeficientii K , caruia i

m?2

se adauga o structurd, numitd scara, prin considerarea iesirii ca o

combinatie liniard de { g, [n]} Se obtine un filtru lattice cu poli si

zerouri ca in figura 3.10, a carui iesire este

q
y[n]:ZIBkgk [”] (3.135)
k=0
unde { ,b’k} sunt parametrii care caracterizeaza sistemul numai cu
Zerourt.
Aln] = £, [] Syal] Jyeal?] Al il
——*ltreapta[ "|treaptal”  * "|treapta
el | P lgal] P oleall gl 1| sl
« - - — -— a)
By Bn By # By
v

£y

=3m[’3] 69 Elz_l Em-1 M]

Figura 3.10. a) Structura lattice pentru un sistem cu poli si zerouri, b) treapta
m a latticei

Cu ajutorul relatiei (3.135), functia de sistem
corespunzdtoare sistemului cu poli §i zerouri este

H(z):%:gﬂk% (3.136)

Deoarece X (z)=F,(z) si Fy(z)=G,(z), relatia (3.136) se poate

scrie
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b, G2 R(z) 1
H(z)= ;ﬂk ABIACE Ap(z)kzz(‘;ﬂkBk(z) (3.137)

Prin identificarea cu relatia (3.132), rezulta
q
C,(z)=>.BB.(z) (3.138)
k=0

Aceasta relatie poate fi folositd pentru determinarea
coeficientilor {£,}. Fiind date polinoamele C,(z) si 4,(z) cu
p>q, se determind intdi coeficientii de reflexie {K,} din
coeficientii a,[k]. Cu ajutorul relatiilor recursive date de (3.56) se
obtin polinoamele B, (z),k =1,..., p. Parametrii scarii se pot obtine

din relatia (3.138), care se mai scrie sub forma
m—1
C,(z)=Y.B8B.(z)+B,B,(z)=C,.(z)+B,B,(z) (3.139)
k=0

sau, echivalent

C,.(z)=C,(z)-8,B,(z),m=p,p—1,..,1 (3.140)
ceea ce permite determinarea polinoamelor de ordin inferior.
Deoarece b, [m]=1, parametrul S, se determina din relatia (3.140)
impunand S, =c, [m],m=p,...,1.

Daca o structurd lattice cu poli si zerouri este excitatd cu o
secventd de zgomot alb, se genereaza un proces ARMA(p,q), a
carui densitate spectrald de putere este

2
. ()=: UL
, (/)

unde o este dispersia secventei de zgomot alb de la intrare.

(11.141)
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3.9. Filtre Wiener pentru filtrare si predictie

In multe situatii practice semnalele utile sunt afectate de
perturbatii cu caracter aditiv, motiv pentru care se pune problema
proiectarii unui filtru care sda suprime componenta nedoritd de
zgomot, pastrand, Tn acelasi timp, caracteristicile semnalului dorit.

Se impune ca filtrul, caracterizat de raspunsul la impuls £ [n] , sa fie

liniar, iar iesirea sa sd aproximeze un semnal dorit. Situatia este
ilustrata 1n figura 3.11.

Figura 3.11. Model pentru estimarea liniard a unui semnal

unde s[n]-semnalul util

]
w[n]-zgomot aditiv
d[n]-semnal dorit
x[n]=s[n]+w[n]-semnalul de intrare in filtru
y[n] -iesirea filtrului
e[n]=d[n]- y[n]-secventa de eroare
Se disting trei cazuri
1) d[n] = s[n], situatie cunoscutd sub numele de filtrare;
2) d[n]=s[n+D],D>0, situatic cunoscutd sub numele de

predictie, filtrare cu anticipare sau extrapolare;
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3) d[n]=s[n—D],D >0, situatie cunoscutd sub numele de

netezire, filtrare cu Intarziere sau interpolare.
Criteriul ales pentru optimizarea raspunsului la impuls al
filtrului este cel de minimizare a erorii patratice medii. Secventele

{s[n]},{w[n]},{d[n]} se presupun de medie zero si stationare in

sens larg. Filtrul liniar optimal care minimizeaza eroarea patratica
medie se numeste filtru Wiener si poate fi cu raspuns finit sau
infinit la impuls.

3.9.1. Filtru Wiener cu raspuns finit la impuls

Se presupune ca filtrul cu raspuns finit la impuls are
lungimea M si coeficientii {h[k],O k<M —1} , caz in care iesirea

sa este

g

y[n]z h[k]x[n—k] (3.142)

0

bl
Il

Valoarea patratica medie a erorii dintre iesirea doritd d [n] si
iesirea filtrului, y[n], este
-1 2
&y = E{(e[ni]y} = E{(d[ni]— Zh[k]x[ni —k]j } (3.143)
k=0

Conditia necesara din care se obtine valoarea de extrem a
erorii este:

M:O)ngﬁM—l (3.144)
8h[k]

Inlocuind (3.143) in (3.144), rezulta
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aE{a(Z{:]DZ} 0 E{"[”f]‘ 2 _k]f} ]

:E{@hi[k](d[ni]— k;h[k]x[n,. -k]ﬂ:
- —2E{(d[n,-]—gh[k]x[”i —k]j(x[ni —m])} = (3.145)

:—Z(yxd[m]—l‘fh[k]yxx[k—m]j=0,0£m£M—l

sau, echivalent

M-1
Y b [k]y.[k—m]=y,[m]l,0<m<M -1 (3.146)
k=0

Relatiile (3.146) pentru 0<m <M —1 sunt cunoscute ca
ecuatiile Wiener Hopf din care se deduc coeficientii filtrului optimal
FIR care asigurd o eroare patraticd minima.

Extremul erorii patratice medii este un minim, deoarece

82E{(e[ni])2} ~ _
8h[m]8h[k] =0,pentru m # k si
azE{(e[ni])z} ~
o [m] =7.[0]>0,0<m<M -1 (3.147)

Ecuatiile (3.146) poate fi exprimate in formd matricealda
astfel:

[T J[7]=17] (3.148)
unde
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I 7xx[0] 7/,“[1] Ve [M—l]_
Tyl =| «[1] 7al0] o 7a[M 2]
ke W -1] 7. [A} -2] nx“[O] |

este matricea de autocorelatie, cu elementele I', =y, [/-k],

(741, =701 7,0 oy M- 1]]" este un vector coloana cu
elementele y,[/],/=0,1,...,.M —1, iar
[h,],,., =[Al0] A1 .. A[M —1]]T este un vector coloand ale

carui componente sunt valorile raspunsului la impuls al filtrului
optimal.
Solutia pentru coeficientii filtrului optimal este
(7 1= ] [7.]- (3.149)
Deoarece matricea de corelatie [FM] este de tip Toplitz, se poate
folosi algoritmul Levison Durbin pentru aflarea coeficientilor
filtrului optimal (vezi paragraful 3.6.1).

Eroarea patraticd medie minima a filtrului Wiener se obtine
inlocuind relatiile (3.146) 1n (3.143), adica

miné,, = E{(d[n,-]—ilz;ho [k]x[n, ‘k]ﬂ =
E{(d[”i]_i;ho [k]x[n ‘k]j[d["f]_j‘:z;h” [l _m]} i

M 1

M-1
¥aal01- zzh 17 [m]+ D, [m]D b, [k]y.[m—k]=

m=0 m=0 k:0
M-1
ydd[o]_ Zho [m]yxd [m]
m=0

(3.150)
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Tindnd cont de (3.149), relatia (3.150) se scrie, echivalent,
sub forma

min&,, = 7, [0]1-[7,1' [T, 1" [7,] (3.151)

Se considera in continuare cazul cand semnalul dorit a fi
estimat este de forma

d[n] = S[n + D],cu D intreg, fixat (3.152)

Filtrul liniar optimal opereaza asupra semnalului observat
afectat de zgomot aditiv

x[n]zs[n]+w[n] (3.153)

pentru a elimina zgomotul, producand un raspuns y[n] care sa

aproximeze s[n+ D). Filtrul optimal va fi de intrziere, daca D <0

st de anticipare, dacd D > 0.

Dacid semnalul s[n] si zgomotul w[n] sunt necorelate, cum
este de obicei cazul in practica, atunci
VulK1= 1, [K]+ 7, [ ]
Vi [m]=7,[m+D]

iar ecuatiile Wiener Hopf sunt de forma
M-1

2 h (][ 7 [m=K]+ 7, [m—k] ] = 5155)

=y,[m+D],m=0,..M -1

(3.154)

3.9.2. Proprietatea de ortogonalitate a filtrului optimal
Filtrul liniar optimal ce satisface ecuatia Wiener-Hopf

(3.146) are o proprietate statisticd importantd, si anume, aceea ca
eroarea patraticd medie este minimd, dacd coeficientii filtrului
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{h[n]}au fost alesi astfel incat eroarea de estimare si datele x[n]

sunt ortogonale, adica:
E{x[n,—m]e[n]}=0,0sm<M-1  (3.156)
unde

e[n]=d[n]-y[n]=d[n]- > h{mp[n-m]  (3.157)

m=0
Intr-adevar, egaland cu zero derivata erorii patratice medii in

raport cu h[m], rezultd

OE| e*[n,

[e [nzﬂ _ {8@[” ]e[ ]} (3.158)
Oh[m] Oh[m]

In (3.158) ordinea operatiilor de mediere si derivare a fost

interschimbata.
Din (3.157) se observa ca

SZ[[;]] ah Zh m]x[” m —x[n—m] (3.159)

fnlocuind  (3.159) in (3.158) rezultd E{x[n, —m]e[n, ]} =
m=0,...,M —1, adica (3.156).

3.9.3. Determinarea functiei pondere a filtrelor Wiener cu
raspuns infinit la impuls (IIR) la receptionarea secventei de
zgomot alb

In paragraful precedent s-a impus constringerea ca filtrul si
fie de lungime finita, obtindndu-se un sistem de M ecuatii liniare din
care sd rezulte coeficientii optimi ai filtrului. In paragraful de fata,
filtrele, ca si datele se considera infinite ca durata. lesirea filtrului
IIR se calculeaza cu relatia
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ih [k]x[n—k] (3.160)

Coeficientii filtrului rezultd din minimizarea erorii patratice medii

dintre semnalul de iesire dorit d[n] si y[n], adica

&, =E{(e[n]’}= E{(d[ni]—gh[k]x[ni —k])z} (3.161)

Aplicand principiul ortogonalitdtii, se obtin ecuatiile Wiener-Hopf
Y bk [m—k]=y,[m]m=0 (3.162)
k=0

Eroarea patraticd medie minima se obtine din relatia (3.150)
pentru M — oo, adica

EPMM,, =min&, = ,,[0]- ih [my.[m] (3.163)

Ecuatiile Wiener-Hopf (3.162) nu pot fi rezolvate direct cu
ajutorul tehnicilor oferite de transformata Z, deoarece ecuatiile sunt
valabile numai pentru m > 0. Filtrul optimal Wiener-Hopf IIR va fi
determinat cu ajutorul unui filtru de albire caruia 1 se aplica procesul

stationar {x[n]} .

In cazul filtrelor discrete optimale IIR cauzale, ecuatia Wiener-
Hopf este datd de relatia (3.162). In cazul receptiondrii unei secvente

de zgomot alb, notatd cu w[n], fie y, [m] functia de autocorelatic a
acesteia, y,, [m] functia de corelatie dintre secventa receptionatad
w[n] si secventa dorita a fi estimatd d[n] si h,, [k]functia pondere a
unui filtru optimal IIR ce satisface ecuatia Wiener-Hopf la

receptionarea secventei w[n] In cazul secventei receptionate de tip

zgomot alb, ecuatia (3.162) devine:
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D hoalKly,, [m-k1=7y,,[m], m>0 (3.164)
k=0
Dar
7, m-kl=o’ 6 [m-k] (3.165)
Tinand cont de (3.165), ecuatia (3.164) devine:
ooh,, [ml=y, [m], m>0 (3.166)

Fie *y,,[m] partealuiy, [m] pentru m>0si “y,,[m] pentru m<0.
Rezultd atunci:

M,pentm m=>0

ho[ml={ o (3.167)

0, pentru m <0

Aplicand transformata Z relatiei (3.167), rezulta:

Z{h,, (m)}= Y b, [m]z" = H,,(z) =

. e 1 (3.168)
=2 Vulmlz"=— T, (2)
w m=0 GW

3.9.4. Filtru Wiener cauzal cu raspuns infinit la impuls
(IIR)

Se reaminteste cd un proces aleator stationar x[n] , cu functia

de autocorelatie yxx[k] si densitatea spectrala de putere Fxx( f )

poate fi obtinut la iesirea unui filtru cu functia de sistem G(z) st

raspunsul la impuls g[n], la intrarea caruia se aplicd zgomot alb

win]. Procesul x[n] este albit de filtrul cu functia de sistem

1
G(z)
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Functia G(z) este partea de fazd minima obtinutd din factorizarea
spectrald a lui I'_(z)

r.(z)=0'G(z)G(z "), (3.169)
regiunea de convergenta pentru G(z) fiind |z| >rncurn<l.

Pentru a putea folosi rezultatul din paragraful precedent,
filtrul optimal Wiener H (z) se considerd a fi o cascadd formata

dintr-un filtru de albire caracterizat de functia de sistem

| B
s1un

G(2)
alt filtru caracterizat de functia de sistem H_  (z), a carui iesire

y[n] este identica cu iesirea filtrului Wiener optimal.

H,(2)
T s e R
—+1/G(z) — * Glz) H,(z) —,—:—-
] '""E{Lé_"JJ:
Figura 3.12. Filtru optimal Wiener
Deoarece
)= b [K]w[n—] (3.170)

P

si e[n]=d[n]-y[n], aplicarea principiului  ortogonalitatii
determind urmatoarele ecuatit Wiener-Hopf pentru filtrul H_ (z)
S by (K] [ = K] = 70 [m]sm = 0 (3.171)
k=0

Optimalitatea filtrului A (z) asigura §1 optimalitatea

filtrului H (z), deoarece
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E{x[ni]e[ni +m]} =
—E{Zg[p]w[n —p](d[n +m]- Zh [k win, +m — k]j}

0

> glpl| E {(Wli — pld[n, + m])— ihnw[k]w{ni —pl[wn, +m- k]H =

p=0

ig[p] Vyalm+ pl- Zh [kly, [m+p— k]} 0

(3.172)

Deoarece wn] este zgomot alb, rezultd ca y,, [m—k]=0,

cu exceptia cazului in care m =k . Din (3.171) se obtine

Va | M] 7wd[ ]
b, [m]= O m>0 (3.173)

Transformata Z, a secventei #, [m] se determina cu relatia
=Y b [ =3 (k] (3.174)
k=0 w k=0
Transformata Z bilaterald a secventei y,,[k] se noteaza cu ', (z)

si se calculeaza cu relatia

z)= ;ﬁ VoK (3.175)
iar partea sa cauzali se noteazi cu
[Fa(2)]= gm [K]z* (3.176)
Cu relatia (3.176), relatia (3.174) devine
How(2)=%+[Fwd(Z)] (3.177)

w

Pentru a determina [T, (2)] seexprima iesirea filtrului de albire
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in forma

w[n]:gv[k}x[n—k] (3.174)

unde {v[k],k > 0} este raspunsul la impuls al filtrului de albire

! = z)= 3 V -k .
G(Z)—V( ) kE_O [k]z (3.179)
Atunci
ywd[k]zE{w[ni]d[ni+k]}=

. - (3.180)

STl - nlal + 4 = 5ol e

=0

Transformata Z a functiei de corelatie y,,[k] este

(@)= 3| Sl o] -

=]y ke mEt = 2vmEn Y K = 8D

V(Z_l )de (Z) = EXZT(Z%

Rezulta astfel

r
H, (z)=-% [ xd(z)} (3.182)
Filtrul optimal Wiener are functia de sistem

i, (z) = Hoel2) [F“’(z)] (3.183)

G(z) _O'va(Z) G(zfl)
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In continuare se exprima EPMM dati de (3.163) in functie de

caracteristicile in frecventd ale filtrului. Valoarea y,,[0] a functiei

de autocorelatie y,,[k] in origine se determina astfel:

Deoarece
YalK]= %qucl“dd (2)z"'dz (3.184)

rezulta ca
Yu[0]= 271[]’ 9. FddZ(Z)dZ =0 (3.185)

unde C este un contur din regiunea de convergentd al lui I, (z)

care contine originea, parcurs in sens antiorar.
Al doilea termen al relatiei (3.163) se transforma usor in
domeniul frecventd, aplicand teorema lui Parseval [72]. Deoarece

h,[k] =0,k <0 rezulta

N 1 1y -1
2 ikl lk]=5 Z9 H@Tu)dz (3.186)

unde C este un contur care inconjoara originea, plasat in regiunea de
convergentd a lui H (z)si [, (z" ) . Inlocuind relatiile (3.185) si
(3.186) 1n )3.163), rezulta

EPMM., :iquc[l“dd(z)—Ho(z)de(z1)]2ldz (3.187)

3.9.5. Filtru Wiener IIR necauzal

Daca se renunta la constrangerea impusa filtrului Wiener IIR
de a fi cauzal, iesirea acestuia devine

y[n]zi h[nle[n -] (3.188)
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Acest filtru este nerealizabil. El poate fi vazut ca un filtru de
netezire in care sunt folosite valorile semnalului din viitorul infinit

pentru a furniza estimatul c;’[n] =y[n] al semnalului dorit d[n].
Aplicand principiul ortogonalitdtii, rezulta ecuatiile Wiener-Hopf
pentru filtrul necauzal
D hl[kly [l-k]=rg[l]—o<l<w (3.189)
fk=—0

Aplicand transformata Z relatiei (3.189) se obtine

L ()

H, (z)=—=2"2 3.190
NONNE (3.190)

EPMM rezultata este
EPMM,, =y,[0]- > h[k]r.[k] (3.191)

k=—0
1ar in domeniul Z
1 -

EPMM, =5 — [ru@)-H. (T, ()] G.192)

3.10. Probleme rezolvate

1. Functia de autocorelatie a unui proces aleator este
I,m=0

-1/2,m=+1

V. [m]=415/8,m==%2

—11/16, m =13

0, In rest

Sa se determine functia de sistem A4 (z) a filtrului de

predictie, coeficientii de reflexie K, si eroarea patratica medie de
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predictie £/, pentru m =1,2,3.

Solutie

Coeficientii filtrului predictor se determind cu ajutorul
algoritmului Levison Durbin.

7 ll]

E/ =(1-|a[1]P)y,.[0
7 10] (= a[1])y..[0]

Se initializeaza pentru m =1, q/[1]=—

La pasul m se calculeaza

yIml+ S a, \[K]y.[m—k]
a,[m] =~ q (E! = (1= |a,[m]P)E.,

m—1

a,lkl=a, [k]+a,l[m]a, [m—-k], 1<k<m-1

—tan=-L L e qryy-3/4
m=1, a[l] S0 20 (I-(1/2)%)

A()=1+a[l]lz" = 1+%Z-1; K =a[l] =%

Vul21+ D a[kly [2—k]

m=2,a,[2]=— k=1 _7xx[2]+a1[1]7xx[1] __l

9

E/ E/ 2

: -9
K, =a,[2] By = (1-(-U2)E] ==

Il
VR
AW
~—

a,lk]=a[k]+a[2]a[2-k], k=1

1= a,[1]+ ;[ 2] [1] =%

A =1+ aflz +a 2z =144z — L2
2 2 2 4 2
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V314D a[kly [3-k]
m=3,a,[3]=- = £ =
__2Bl+ally R+ a2y, [1] _ 1

E] 7

b

— S 1 (_ 2 f’zﬂz E }
K, =a,[3], E{ =(1-(-1/2)*)E] ” (4)
a;,[k]=a,[k]+a,[3]a,[3—k], 1<k<2
E=1afl=al]+a[3k[2] =

£=2.a 2= a2+ a3 =2

A(2) =1+ a1z +a,[2]2 2 +a,[3)z " =1+ %Z—l _ gz—z _ %2-3

2. Un proces AR(2) este caracterizat de coeficientii filtrului

de predictie a,[1]= %, a,[2]= % .

Daca procesul AR(2) s-a obtinut prin filtrarea unui zgomot
alb cu dispersia o, s se determine:
a) y . [m],0<m<2

b) coeficientii de reflexie K

s 1Sm<2
c) eroarea de predictie EJ .

Solutie
a) Ecuatiile Yule — Walker sunt

2 ol.m=0
yoml+ ) ay [m—kl=4 "
kzz; o 0,1<m<p

unde p=2 este ordinul predictiei.
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m=0 7. [0]+a[lly [-1]+a[2]y . [-2]=0,
m=1"y [+a[ly [0]+a[2]y,[-1]1=0
m=2 y.[2]+a,l]y,[l]+a,[2]y,[0]=0
Cum functia de autocorelatie este para, rezulta

3 1
0]+=y [1]+—=y.[2]=0>
7l 0] 8;/’“"[] 2m[] o
[1]+§ [0]+l [1]1=0
yxx 87/)05 27/)()(

3 1
2]+ =y [1]+=»_[0]=0
Vw21 87)6,5[] 2nx[]

64 16 26
de unde rezulta 0]=—0o?2, ——U 2l=—-"0"
7ul0l1=7200 7ulll==720., 7ul2]1=-720,
b) Folosind relatia (3.56), cu K, = a,[2], se poate scrie
4,(z2)-K,B,(2)
1-K;
A, (2)=1+a,[1]z7 +a,[2]z7
B,(z2)=z"+a,[1]z" +a,[2]
Inlocuind datele problemei in relatiile precente si pe acestea in
relatia pentru 4,(z) , rezultd 4,(z) =1+ %z‘l , K, =a[l]= L

, unde

A4(z) =

0) E/ =(1-a’[m])E., = mmﬁ (1-aZ[k])
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3. Fie semnalul x[n]=s[n]+v[n], unde s[n] este un proces

AR(1) caracterizat de ecuatia cu diferente
s[n]=as[n—1]+v[n], ,

unde a=0,6, v[n] este zgomot alb cu dispersia sz =0,64, iar
w{n] este zgomot alb cu dispersia o’ =1. Procesele v{n] si win]
sunt necorelate.

a) Sa se determine functiile de autocorelatie y [m] si y_[m];

b) Sd se determine raspunsul la impuls al filtrului Wiener
FIR, de lungime M=2, pentru estimarea semnalului s[z] din x[x].

c) Sa se determine eroarea patraticdi medie minima de
estimare, pentru M=2.

Solutie

e [#]
vi#l | gz | sle] 4, xln]  [Hirulindac] y[s] % elx]
T AR(D F—*| opfmal »

w [#]

4 N2 1 _
a) T (2)=V(EV(z )H(2)H(z")=0, (—az Yl-az)

1
——z
_ 52 a _ 5 1 z  z
' 1 "1-ad*| z—a 1
(z=a)| z—— zZ——
a a

y ml=Z"{T (2)} = " % 2 (amu[M] + Gjm u[—m— I]J = la_fzam

—da —da
Inlocuind a =0,6 si o’ =0,64, rezulti y, [m]=0,6"
Tinand cont de (3.154), rezulta

y.[ml=y [ml+y, [m]=0,6"+c5[m]=0,6" +[m]
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1
b) M =2, Zho[k]yxx[l—k] =y, [, 1=0,1
k=0
Folosind (3.154), relatia precedenta devine

Zh Wy =k]+y, l-k]l=y,0l, [=0,

Matriceal, aceasta se scrie

P[O] m—l]}{hom} - {mm}
vulll 7,001 || 2,00 ] | 7,000
7ul01= 2,7, [-11=7,[1]=0,6 {h0[01=o,4505
7., [0]=1Ly,[1]=0,6 h[1]=0,1648

c) Cu relatia (3.150) rezulta
EPMM, =y, [0]~7,,[0]a[0] -7, [1]4[1] =
=1-0,4505-(0,1648)(0,6) = 0,45

Eroarea poate fi redusa prin marirea ordinului filtrului, M.

4. In conditiile problemei precedente si se determine functia
de sistem, functia pondere si eroarea pdtraticdi medie minima a
filtrului optimal IIR cauzal.

Solutie

Conform relatiei (3.183), functia de sistem a filtrului [IR
optimal cauzal se determina cu relatia

L)

O'iG(Z) G(zfl)
Conform figurilor (3.11) s1(3.12),

[.(2)=0,G(2)G(z"), T ,(2)=T,(2), X(2)=8(z)+W(z)

H, (z):

231



[.(2)=X@)X(z)=(S@)+WE))S(z)+W(z") =
S(Z)S(Zfl) + W(Z)W(Zfl) =I' (2)+ O'i,

deoarece y, [m] =y, [m]=0

1 1
0,64 =37 32
T (z)= < +1=1,8 —
(1-0,6z")(1-0,6z) (1-0,6z)(1-0,6z)
1- lz_1
de unde rezultd o2 =1,8 si G(z) = ————
1-0,6z
I' ,(2)=T(2)
r,(z) 0,64 1-0,6z
G(z") (1-0,6z)(1-0,6z) | _1_
0,8
0,64 08z 3 °
= = -

~ o 1
(1—0,621)(1—;zj z-0,6 -,z

) L.(z)| 08z
G(z") z-0,6
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EPMM., :%quC[Fdd(z)—Hn(z)Fm(z1)]2ldz _

- ¥ Rez{[rdd(z)—Ho(Z)rxd(z‘l)]z—l}:

toti polii din C
4
1(]5 0,64 9 0,64 g
27j Y] (1-0,627)(1-0,62) | _1 . (1-0,6z")(1-0,62)
0,356
_] -
21 ~9Sc 10,356z dZ:21 4% 1 0,6 : 4o
7] (1—3zlj(1—0,6z) J (Z—J(Z—MJ
0,356 ‘
Rez 0,6 — 0,445

5. In conditiile problemei 3, si se determine functia de
sistem, functia pondere si eroarea patratica medie minima a filtrului
optimal IIR necauzal.

Solutie

Conform relatiei (3.190), functia de sistem a filtrului Wiener
IIR necauzal este

0,64
H,(z)= ? () _ T.(s) _ (1-0,6z")1-0,62)

L(2) T (2)+1 (1_12—1)(1_;Zj l

3
" (1-0,6z"")(1-0,62)
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~ 0,64 - 0,3555
N > -
2(1-0,3z7'-0,3z) (1_121)(1_12)
3 3

care, evident este necauzal.

Eroarea patratica medie minima se determina cu relatia (3.192)

EPMM, = %gsc[rdd (2)=H,, ()T ()] 'z =

s T @) T ()] =
S ALMCIEACEREE

Integrandul expresiei de mai sus este

[T (2)0-H, (2)]=" =

~ 0,64 B 0,32 i
(1-0,6z")(1-0,62) 1-0,3z"'-0,3z

0,64 . 0,68—0,3z"'—0,3z S
(1-0,6z7")1-0,6z) 1-0,3z"'-0,3z
1
z——— (2—0,6)
0,64 0,6 . 0,64

e
1

(1-0,6z7)(1-0,62) (z—;j(z—3) _<—0,6>[z—3j(z—3)

. e _— 1
Cum singurul pol din interiorul cercului unitate este z = 3

reziduul corespunzator este
0,64 |
(-0,6)(z-3)|

=0,4, adica EPMM,, =0,4.

W | —

zZ=

Se observa, asa cum era de asteptat, ca

EPMM, < EPMM , < EPMM,
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