CAPITOLUL S

ESTIMAREA SPECTRULUI DE PUTERE

Analiza spectrala a semnalelor deterministe a fost introdusa
ca un mijloc de caracterizare a semnalelor in domeniul frecventa.
Semnalele periodice sunt analizate in domeniul frecventa cu ajutorul
seriei Fourier, 1iar cele aperiodice de energie finitd, cu ajutorul
transformatei Fourier.

In capitolul de fati se urmireste estimarea caracteristicilor
spectrale ale semnalelor considerate a fi procese aleatoare, pentru
care, datoritd fluctuatiilor aleatoare, nu este posibila aplicarea
directd a analizei Fourier, ci se adopti o tratare statisticd a lor. In
particular, functia de autocorelatie a proceselor aleatoare stationare
in sens larg este potrivitd pentru caracterizarea lor statistica, iar
transformata Fourier a acesteia, care reprezintd densitatea spectrala
de putere, face legitura intre domeniile timp si frecventd. In
capitolul de fatd, problema estimdrii spectrale constd 1in
determinarea componentelor spectrale ale procesului aleator
stationar in sens larg, pe baza unei multimi finite de observatii
asupra procesului.

5.1. Estimarea spectrului semnalelor din observarea
pe intervale de lungime finita

Lungimea finita a datelor de analizat reprezinta o limitare
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esentiald asupra calitdtii estimatului spectrului de putere. Pentru
semnale stationare, cu cat lungimea datelor este mai mare, cu atat va
fi mai bun estimatul construit pe baza datelor. Pentru semnale
nestationare nu se poate selecta o inregistrare de lungime finita
pentru estimarea spectrului, lungimea acesteia fiind determinata de
parametrii statisticii semnalului. Se urmareste selectarea datelor de
lungimea cea mai micd posibila, care sd permitd obtinerea
caracteristicilor spectrale ale semnalului de date.

Una din problemele care poate aparea in metodele clasice de
estimare a spectrului de putere, pe baza unor date de lungime finita,
este distorsionarea spectrului datoritd trunchierii datelor. Aceasta
problema apare atat in calculul spectrului semnalelor deterministe,
cat si 1n estimarea spectrului de putere al semnalelor aleatoare.
Deoarece este mai usor de observat efectul lungimii finite a datelor
pentru un semnal determinist, se va analiza intdi acest caz,
considerand ulterior semnalele aleatoare si estimarea spectrului lor
de putere.

5.1.1. Calculul densitatii spectrale de energie

Se urmareste calculul spectrului unui semnal determinist
dintr-o secventd finitd de date. Secventa x[n] este, de obicei,
rezultatul esantiondrii unui semnal continuu x,(f) cu o frecventa
constanta F.

Se urmareste obtinerea unui estimat al spectrului real dintr-o
secventd de duratd finitd x[n]. Daca x,(f) este un semnal de energie
finita, adica

E=["|x,0f dt <oo, (5.1)

atunci transformata sa Fourier exista si este data de relatia
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X,(F)=][" x,(ne " "dt (5.2)
Conform teoremei lui Parseval, energia semnalului este

E=["|x,0f dt=|"|X,(F) dF (5.3)

Cantitatea |X J(F )|2 reprezinta distributia de energie a

semnalului functie de frecventa si se numeste densitate spectrala de
energie S_(F'), adica se poate scrie:

S (F)=|X,(F) (5.4)

Pe de alta parte, S,.(F) este transformata Fourier a functiei de

autocorelatie R, (1) a semnalului de energie finita
R, (0) =" x,(t)x,(t+7)dt (5.5)
Intr-adevir,

S (F)=F{R(7)} = [ R ()e*""dr =

_ f; I_i x, (t)x, (t+7)e>dt dr

Cu schimbarea de variabild ¢t +7 = p, dr =dp, se obtine
S (F)= Ijoj.joxa (t)xa (p)e‘jz”Fpejz”F’dt dp =

(5.6)
= X, (F)X;(F)=|X,)f
In continuare, se calculeaza densitatea spectrald de energie a
semnalului x,(f) din esantioanele sale, prelevate cu frecventa F.
Pentru a evita eroarea alias, banda semnalului, B, se limiteaza prin
prefiltrare, astfel incat F'> 2B.

Spectrul semnalului esantionat x[#n] este

00 o0

X(w)= > x[n]e”’™ sau X(f)= D x[n]e’*" (5.7)

care se exprima in functie de spectrul semnalului analogic, in forma
[70]
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Xﬁﬂ=Xf§}ﬂiiqu—ﬁn (5.8)

s

5 . : F .
In absenta erorii alias, in domeniul fundamental |F | < 2‘ exista

relatia

r i
X(Fj =F X, (F) |F|< > (5.9)

s

Densitatea spectrald de energie a semnalului esantionat este

s.=s.(£)-(2)

N
Se poate arata usor ca, daca functia de autocorelatic a

2

= F2|X,(F) (5.10)

semnalului esantionat este

o0

rxx[k]: ZX[n]x[n+k] (5.11)

n=-o0w
atunci, transformata sa Fourier este egala cu densitatea spectrala de
energie, S (f'), adica

o0

S (f)=F{r[klf = 3 r.[k]e”". (5.12)

k=—0
Din cele prezentate anterior rezultd douda metode de calcul
pentru densitatea spectrald de energie:
1) metoda directa, care implica calculul transformatei

Fourier pentru {x[n]} si apoi
2

Z‘O: x[n]e*ﬂﬂfn

n=—00

S =X = (5.13)

2) metoda indirecta sau corelativa, care necesita doi pasi de
calcul:
a) calculul functiei de autocorelatie r,.[k] din x[n],
b) transformata Fourier a functiei r[k], cu relatia (5.12).
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In practica, se poate calcula densitatea spectrald de energie
numai pentru secvente finite x[n], 0<n < N —1. Limitarea duratei
unei secvente x[n] la N puncte, echivaleazd cu multiplicarea lui
x[n] cu o fereastra rectangulara, astfel incat

0<n<N-1

] = ] ] = {[i"]’ <ns 6.14

0, in rest

Aceasta multiplicare echivaleaza cu convolutia spectrelor [26],
adica

X=X W (N =] X@W(f-ada (519

Spectrul functiei X(f)aproximeaza mai fidel spectrul X(f),
dacd spectrul Wi(f) este “ingust “ in comparatie cu X(f), fapt ce
implicd wg[n] de lungime suficient de mare [71]. Chiar daca Wx(f)
este “Ingust” fata de X(f), convolutia dintre X(f) si lobii laterali ai
lui Wi(f) are ca rezultat lobi laterali in X (/) in benzi de frecventa
in care spectrul semnalului x[n] este nul. Aceastd energie din lobii
laterali se numeste reziduald sau scurgere spectrala (leakage).
Pentru a ilustra problema scurgerii spectrale, se considera urmatorul
exemplu.

Exemplul 5.1.
LI f[<0,1

Se considera un semnal cu spectrul X(f) = { A .
0, 1n rest

Sa se efectueze convolutia dintre semnalul X (/) st spectrul
ferestrei rectangulare, cu lungimea N=61.

Solutie

Spectrul W,(f) al ferectrei rectangulare cu lungimea N=61
este prezentat n figura 5.1. Se observa ca latimea lobului principal

al functiei fereastrd este Aw=4x/61 sau Af =2/61, care este
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ingust comparativ cu X (f). Convolutia dintre X (/) si W, (f) este

ilustratd in figura 5.2. Se observa ca energia s-a “scurs” 1in
domeniul de frecventa 0,1<| /|<0,5, unde X(f)=0. Acest lucru

este determinat de latimea lobului principal al lui W,(f), care
cauzeaza o latire a lui X (f) in afara domeniului | /' |<0,1. Energia
din lobii laterali ai lui X(f) se datoreazi prezentei lobilor laterali

in W,(f)cu care se efectueaza convolutia lui X(f).
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Fig. 5.1. Spectrul ferestrei rectangulare de lungime M=61
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Fig.5.2. Spectrul obtinut din convolutia ferestrei rectangulare de lungime M=61
cu spectrul filtrului ideal din exemplul 5.1.

Ca s1 in cazul proiectarii filtrelor FIR prin metoda ferestrelor,
scurgerea spectrald din cauza lobilor laterali poate fi redusa prin
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selectarea ferestrelor cu lobi laterali redusi, fapt care determind o

crestere a netezirii sau latirii caracteristicilor spectrale ale lui X(f)
[71].
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Fig. 5.3. Spectrul ferestrei Blackman de lungime M=61
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Fig.5.4. Spectrul obtinut din convolutia ferestrei Blackman de lungime M=61 cu
spectrul filtrului ideal din exemplul 5.1.
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De exemplu, folosirea unei ferestre Blackman de aceeasi
lungime N=61, al carui spectru este reprezentat in figura 5.3, pentru
acelasi semnal din exemplul 5.1, are ca rezultat caracteristica

spectrald X (f) din figura 5.4. Se observa ca scurgerea spectrald

s-a redus, dar latimea lobulu principal a crescut cu aproximativ
50%.
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Latirea spectrului ce urmeazd a fi estimat, ca urmare a
trunchierii, reprezintda o problemd in cazul in care separatia de
frecventa intre componentele unui semnal este mica, cum este cazul
semnalului X(f)=X,(f)+ X,(f) reprezentat in figura 5.5.

20T e %

=
0 Af 05

Fig.5.5. Spectrul unui semnal cu doud componente de
banda ingusta, apropiate

In cazul acestui semnal, pot aparea doud probleme:

1- dacad lungimea datelor si, implicit, a ferestrei, scade, cei
doi lobi spectrali principali rezultati in urma convolutiei spectrului
ferestrei cu X(f) cresc in latime,

2- daca separatia de frecventd Af devine foarte micd, este
posibil ca cei doi lobi principali ai spectrului sa se uneasca.

In aceste cazuri existd o limitd la care cei doi lobi sunt inca
distincti. Aceasta limita se numeste rezolutie. De obicei, rezolutia se
defineste ca fiind latimea de bandad a lobului principal masurata la
jumatate din nivelul puterii maxime, adica banda corespunzatoare la
-6dB a spectrului de putere sau, echivalent, latimea lobului principal
al spectrului de amplitudine la -3dB. In concluzie, componentele
semnalului  X(f) nu pot fi identificate din semnalul

X(f)=X(f)*W(f), daca latimea lobului principal al ferestrei nu

este semnificativ mai micd decat separatia de frecventa Af dintre

X,(f) st X,(f).
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Din cele prezentate anterior se observa ca densitatea
spectrald de energie a secventei multiplicate cu o fereastrd este o
aproximare a spectrului real al secventei, adica

N-1
Z ;C[n]e—ﬂﬂfn
n=0

Spectrul S_.(f)poate fi calculat cu ajutorul DFT in N puncte [70]:

2

(5.16)

S.(N =[x =

X[k] = ff[l’l]e—jz’ﬂmw (5.17)
\f([k]‘z =S.(f )‘f% =S.. (%) (5.18)

2

k < ~ —j2xnk/N
Se| 7 |7 D Hnle (5.19)
n=0

care este o versiune distorsionata a spectrului real S, (k/N).

5.1.2. Estimarea functiei de autocorelatie si a densitatii
spectrale de putere a semnalelor aleatoare. Periodograma

Semnalelor de energie finitd considerate in paragraful
precedent, li se poate aplica transformata Fourier, fiind caracterizate
in domeniul frecventd de densitate spectrald de energie. Spre
deosebire de acestea, semnalele caracterizate de procese aleatoare
stationare nu au energie finitd §i, deci, nu li se poate aplica
transformata Fourier. Astfel de semnale au, in general, putere medie
finita, motiv pentru care acestea vor fi caracterizate de densitatea
spectrala de putere.

Daca x(¢) este un proces aleator, stationar in sens larg, functia
sa de autocorelatie este

B_(7)=E[x(t,)x(t, +7)] (5.20)
unde E[ e ] reprezintd media statistica.
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Pentru simplificarea scrierii, uneori se renunta la indicele i,
adica se va scrie E{x(t,)} = E{x(¢)}. Din acest motiv, prin abuz de
limbaj, se spune valoarea medie statisticd a procesului aleator x(z)
si nu valoarea medie statisticd a variabilei aleatoare x(#,) obtinutd
din procesul aleator x(¢).

Conform teoremei Wiener-Khintcine, densitatea spectrala de
putere a unui proces aleator stationar este transformata Fourier a
functiei de autocorelatie, adica [48]:

S.(F)=[" B ()" ""dz (5.21)

In practici nu se dispune de toate realizirile particulare ale
procesului aleator din care sa poate fi determinatd functia de
autocorelatie B _(7) , motiv pentru care se urmdreste estimarea
functiei de autocorelatie a procesului pe baza unei singure realizari a
acestuia. Pentru ca acest lucru sa fie posibil, este necesar ca procesul
aleator sa fie ergodic. Pe baza unei singure realizari particulare se
poate calcula functia de autocorelatie temporala

R (r)= % jTT xX(£)x(t + 7)dt (5.22)

unde 27, este intervalul de observare a realizarii particulare a
procesului aleator. Daca procesul stationar este ergodic in medie si
corelatie, atunci

. . 1 Ty
B.(r)=lim R ()= }()1_1}12—7:) j_TO x(Dx(t+7)dt (5.23)

Aceasta relatie justificd folosirea functiei de autocorelatie
temporale R, (7) ca un estimat al functiei de autocorelatie statistice
B..(2).

Mai mult, transformata Fourier a lui R.(7) furnizeaza un
estimat P,(F) al spectrului densitatii de putere, adica
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P.(F)=[" R ()e " ""dr =
(5.24)

— 1 TO
= o7

Daca se considerd toate realizarile particulare ale procesului,

D_TOTO x(t)x(t + T)dt} oI g

densitatea spectrald de putere se poate determina cu relatia

To

j_TOx(z)eﬂ””dtr} (5.25)

S.(F)=lim E[P (F)]=lim E{L
Ty —>o0 Ty—>0 ZTo

P.(F) se poate calcula in doud moduri: prin metoda directa,
ca in relatia (5.25) si prin metoda indirectd, in care se calculeaza
intai R,(7) si apoi transformata sa Fourier.

Se va analiza in continuare estimarea densitdtii spectrale de
putere din esantioanele unei singure realizari a procesului aleator.
Se presupune ca realizarea particulara x,(¢) este esantionatd cu o
frecventd F>2B, unde B este cea mai mare frecventa din spectrul
densitatii de putere, rezultind o secventa de durata finitd x[n];
0<n<N-1.

Din aceste esantioane se poate calcula estimatul functiei de

autocorelatie, r_[m], cu relatia

N-m—1
r;x[m]z; x[nlx[n+m],m=0,1,...,.N—1

N_m n=0

(5.26)

' ! Ni [n]x[n+ m] 1,-2 N+1
r.[ml=—— ) x[nlx[n+m],m=-1,-2,...,—
N—|m|. 5
si apoi transformata sa Fourier
N-1
P.(f)= Z r. [mle > (5.27)
m=—N+1

Factorul de normalizare N —|m| din (5.26) se impune pentru

ca valoarea medie statistica a estimatului sa fie egald cu functia de

295



autocorelatie  statistica. Intr-adevdr, considerind multimea
realizarilor particulare trunchiate ale procesului, se poate scrie

N-m—1
; Elx[n]x[n+m]]=y [m],m=0,l,..,N-1
, N-m 3 -
E[r)oc[m]] - 1 N-1

z Elx[n]x[n+m]]=y [m],m=-1,-2,.,—N +1

n=|m|

N|m

(5.28)
unde . [m] este functia de autocorelatie statistica a lui x[n].
Deoarece valoarea medie a estimatului functiei de
autocorelatie este egald cu functia de autocorelatie statistica,
estimatul 7 [m] se spune ci este nedeplasat.
Dispersia acestuia se calculeaza dupa cum urmeaza:

varlr [m]]= E[ 72 [m] ]~ (E[ .[m]]) (5.29)
Pentru calculul acestei marimi se foloseste relatia [61]
E(xx,x,x,) = E(xx,)E(x,x,)+ E(x,x,)E(x,x,) +
+E(xx,)E(x,x,)

unde x,,x,,x;,x,,sunt variabile aleatoare gaussiene, de medie zero,

(5.30)

dependente.
Cu (5.30) s1 (5.26), relatia (5.29) devine pentru m > 0:

. 1 N-—m—-1 N-m-1
var(r, [m]) = ME( Z Z x[n]x[n + m]x[k]x[k + m]) -

] = ﬁ@zl S Enlx{n + mDEGIKIk + m]) +
E(x[n]x[k])E(x n+mlx[k +m])+ E(x[n]x[k + m])E(x[n+ m]x[k]))
i = (Z DA AR

yoln—k- m]nx[n —k+m])—yi[m]=
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1 N-m-1N-m-1
:(N—mf( ~ = fo[”"‘]+yxx[”—k—m]mn—km]j

Cu schimbarea de variabila n-k=p, relatia devine

. 1 N-m—1 N-m-1-k )
var(rlmD) = ( 2 p_Z_k vulpl+y.lp—mly [p+ M]J =

N-m-1 N-m=2

2 vilplrlp=mly lp+ml+ 3 vipl+ ylp-mly Lp+m]

p=0
0

+.+ Y yalpl+y.p—-mly [p+m]=

p=—N+m+l

1
(N-m)y’
+y [-m]y [1+m]+..+y [N-m—-1-m]y [N-m—-1+m]+

(721014 72[10+ ..+ VL[N =m=1]+y, [-m]y [m]+

+(y;[—N+ m+11+ 2 [N +m]+ ...+ y2[-1]+ 2 [0]+
Vo [-N+m+1-mly [-N+m+1+m]+..+y [-mly [m])=

] (N—lm)2 ((N_ m)(y o [0]+ 7 [=m]y, [m]) + (N —=m~1)-

(o[0+y [1=mly [L+m])+ (N —m=2)(y;[2]+ 7. [2—m]y [2+m])

+ot (N=-m—(N-m—-D)y.[N-m—1]+y_[N—m—1—m]-

Vol N=m=1+m])+. ..+ (N=m=D)(y [-1]+y [-1-m]y [-1+m])+
toot(N=m—(N=m-1D))y.[-N+m+1]+y [-N+m+1—m]-

Vo [-N+m+1+m])=

1 N-—m—1

V) n:_%:mﬂ (N=m—=n)(y.[n]+y[n—mly [n+m])=

(N Z_Vm)z :émﬂ(l _ m; nj(}/fx[n] +y [n—mly_ [n+ m])

(5.31)
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Efectuand un calcul similar, pentru m < 0, se obtine:
var(r! [m]) =
B N Nemol -m+n
T (N=|m|)? ;1( N

Relatiile (5.31) s1(5.31°) pot fi combinate Tn una singura, si anume

(5.31°)

j(yg[n]m[n—m]mn+m])

var(r, [m]) =
3 N Nt (1_ |m|+n
(N_ | m |)2 n=—N+m|+1 N

(5.31”)

j(7fx[n]+ Voln—mly, [n+m])

Deoarece lim (1— | m}'\:”j =1 si daca Z 72 [n]< oo, atunci

N—>ow
n=

}]im var{r,_[m]} =

. N Nt ( | m| +nj 2
lim| ———— l——— (rulnl+y.[n=—mly [n+m])]|=0
N*)OO[(N | m |)2 n——NZ;TmHl N ( )

(5.32)
Deoarece E[r [m]]=y_ [m] si dispersia estimatului converge

la 0 pentru N — oo, estimatul r w[m] se numeste consistent.
In general, daci N este finit, pentru valori mari ale
parametrului m, estimatul 7, [m] dat de (5.26) are o dispersie mare.

Daca estimatul se calculeaza cu relatia

1 N-m—1
— z x[n]x[n+m],0<m< N -1

n=0

r. [m]= JIVN_I (5.33)
—Zx[n]x[n+m],—N+1Sm<0

n:‘m‘

atunci, valoarea medie statistica a acestuia calculatd pe multimea
realizarilor particulare rezulta
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N-m—-1 _
LS Egnln 4+ m) = Y= (], 0<m< N -1
N = N 7
A= N-|m|
— > E[x[nlx[n+m]]=——y [m],-N+1<m<0
N [x[n]x[n+m]] N Yulm]
(5.34)
sau, intr-o singura relatie
N—|m ,
£ )=y ) (5.34)

Valoarea medie statistica a estimatului prezintd o deplasare

M? [m].
N XX
Estimatul r,.[m] se spune ca este asimptotic nedeplasat, deoarece

jlvim E[rxx[m]] = yxx[m] (5'35)
Dispersia acestui estimat este datd de relatia
var(r_ [m]) =
1 Nm |m | _H,lj R (5.36)
=— l-————— (\y.n]+y [n—m]y_ [n+m]
Nn—NZ+:m+l( N (7/ 7/ 7/ )
Deoarece zlvlg.lo(l —m%j =1 si daca Z‘; y2[n]< oo, atunci

}/im var{r_[m]}=0.
Deoarece estimatul r_[m] este asimptotic nedeplasat si

dispersia sa converge la 0 pentru N — oo, se spune ca acesta este un

estimat consistent pentru ¥, [m].
In estimarea spectrului de putere se va folosi estimatul r,,[m]

dat de (5.33).
Estimatul corespunzator al densitatii spectrale de putere este
N-1
P.(f)= 2 rmle”” (5.37)

m=—(N-1)
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Inlocuind (5.33) in (5.37), se obtine

N-1 ~1 N-1
PAN= 3 nlme™™ = 3 rmle s S e =
m=—(N-1) m=—(N-1) =0

erx[m]e””f'" # 2l =

2

=1 N-m-1 N-=1 N-m-1 )
Z xnlx[n+mle™™ +% > xnlx{n+ m]e‘-’z”«f’"} =
=0

n m=0 n=0

§

._.._.

3 l(x[”]x[” +mle”*™™ + x[n]x[n +mle ™" ) -3 x[n]x[n]} =
Nﬁl(x[ W{n]+x{nldn]) + > (xnldn+10e”" + x{nlx{n+1]e **") +

0
+ot Z(x[n]x[n + N =11 4 x{nlx{n+ N —1]e />N ) —~

l\)

2| - 2|~ 2|~

Il
(=}
3

> x[n]x[n]} = %[x[O]x[O] + x[1x[1]+ ..+ x[N = 1]x[N —1]+x[0]x[1]e”*""

+x[1]e > ' x[2]1e”** + ...+ x[N = 2]e 7> VI[N —1]e M 4
x1e”> 0]+ x[2]e””* " *x{1]e”*" ...+ [N —1]e” /> M x[ N - 2]e’*7 ™2
+o 4+ x[0]x[2]€”? + ...+ x[N =3]e > NI N =1]e>7 N +
X212 x[0] 4 ...+ X[ N —1]e” > N DA N = 3] V) 4

x[0]x[N —1]e Jj2zf(N-1) +x[N —1]e —j27f(N-D) ]_
: j2rf1 j2xf(N-1)
OIS0+ 1 N 110 ) 4
+x[1]e—127rf1 (x[0]+x[l]e‘/2”‘fl +...+.X'[N—l]ejzﬂ'f(N_l))+,_,+

AN —1]e > O (x{0]+ x{1]e”>" 4.+ XN 1] ) | =

1 [y ' N-1 ' 1 |¥= o 2
—{Zx[n]e-””f"Zx[k]eﬂ”f'f} =[S afne
N n=0 k=0 N n=0

adica
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P.(f) =%|X<f>2, (5.38)

Aceasta forma a estimatului se numeste periodograma.

Din (5.37) se calculeaza valoarea medie a estimatului P,.(f)

E[ﬂx<f>1=E{ 3 rxx[m]e--””f"l} S E[r[m]le " =
m=—(N-1) m=—(N-1)
= f (l—LnNdjnx[m]e‘””f’" (5.39)
m=—(N-1)

Interpretarea acestei relatii este cd media spectrului estimat
este transformata Fourier a functiei de autocorelatie inmultitd cu o
fereastra, adica

Vlm]= 1_M Vulm] (5.40)
N

unde functia fereastra este fereastra triunghiulara Bartlett [71].
Media spectrului estimat este

EIP.(N)]= Y. flmle " = [ T (@W,(f~a)da  (541)

unde Wj(f) este transformata Fourier a ferestrei Bartlett, 1ar I' _(f)

este densitatea spectrala de putere ce se doreste a fi estimata.

Relatia (5.41) aratd cd media spectrului estimat este
convolutia dintre densitatea spectrala de putere I',,(f) si transformata
Fourier a ferestrei Bartlett. Aceasta medie este o versiune netezita a
spectrului real si sufera de aceleasi inconveniente de scurgere
spectrala, cauzate de lungimea finitd a secventei de date.

Spectrul estimat este asimptotic nedeplasat, deoarece

N-1

Ilvigl}OE[Pw(f)]=y§;E{ > rm[m]e-’”-"m}: (5.42)

m=—(N-1)
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= Y 7lmle " =T ()

Calculul dispersiei periodogramei este, in general, relativ
complicat si, tot in general, aceasta nu tinde la zero pentru N — .
Cand datele reprezintd un proces aleator gausian, dispersia se
caluleaza dupa cum urmeaza:

Fie x{n] zgomot alb, gausian, cu media nula si dispersia o .

Folosind expresia momentului reunit de ordinul patru pentru
variabile aleatoare gausiene data de relatia (5.30), se poate scrie

E[P.(f)P.(f,)]= #E[X(fl)X(—mX(ﬁ)X(—ﬁ =

%{E[X( X MIELX (L)X (f)]+ (5.43)

ELX(f)X(ODIEIX (/)X (=)]+
E[X ()X (IELX (/)X ()N

ELX())X(f)] = E(Z‘x[n]ejzmz‘x[ k]e_/zmk) _

NN n+k=v N-1 n—-N+1
x[n]x[k]e_szzﬁne—A/ZHfzk — Z Z 7 [v]e—jZHflne—jz;;fZ(n_v) _
xx
n=0 k=0 n=0 v=n

N-1 1— e—j27r(fi+fz)N

N-1
j21f: —j2x(fitfn _ _
Z Volv]le™” QVZe R =T () | — e /27Ut

v=—(N-1) n=0
ntie sy SIZCH + HIN

=T (fe

sl f) (5.44a)
_ gle ity SINZ L+ LN
! sinz(f, + f,)
Similar, se calculeaza expresiile
E[X(/)X(=/MN]=0o.N (5.44b)
E[X(f)X(=f)]l=0.N (5.44¢)

302



_ v 2 ity SINZCA + )N
E[X(-/)X(=f)]=0.e (/s 1) (5.44d)

N 2 intie-n SIS = )N
E[X(f)X(-f)]=0e sinz(f— 1) (5.44¢)

_ _ o ista-poen SIZ(S = )N
E[X(-f)X(f)]=0e snz(f — 1)

Inlocuind relatiile (5.44a,b,c,d,e.f) in (5.43), se obtine relatia

sinz(f, + )N 2+ sinz(f,~ f,)N | (5.45)
Nsinz(f, + f,) Nsinz(f, - f,)

Particularizand (5.45) pentru f,=f,=/f, In cazul unui

(5.44f)

E[P(/)P.(f)]=0} {14{

proces alb, gausian, de medie nula, rezulta

var[P (/)] =E(P.(f))-(E(P(f)) =

1 sin2xz fN ’ (5.46)
_F”(f){l{zvsmzzf} }

care, pentru N — oo devine
lim var[P, (/)] =T2,(/) (5.47)

In concluzie, spre deosebire de functia de autocorelatie
estimatd, periodograma nu este un estimat consistent al densitatii
spectrale de putere. P, (f) este un estimat asimptotic nedeplasat
pentru 7/,(f), dar, pentru o secventa de duratd finitd, valoarea sa
medie este deplasata. Spectrul estimat sufera de efecte de netezire si
scurgere spectrald, cauzate de Tnmultirea cu ferestra Bartlett.

5.1.2.1. Periodograma modificata

In cazul periodogramei, un proces aleator x[n] de lungime
finitd este echivalent cu portiunea din proces cdreia i1 s-a aplicat
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fereastra rectangulard. Pe langa fereastra rectangulara, se pot folosi

si alte ferestre, ca Bartlett, Hamming, Hanning, Blackman, Kaiser.
Periodograma  modificata este periodograma aplicata

procesului aleator trunchiat cu o fereastra oarecare wn] si este data

de

2

1 | .
P™(f)y=——> x[nw[nle > 5.48
() NU";@[][] (5.48)
unde N este lungimea ferestrei si
N-1
U=—>|wn]f (5.49)
Nn:O

este o constantd aleasd astfel incat P™!(f) sd fie asimptotic

nedeplasatd. Cele mai folosite ferestre si caracterizarile lor sunt
prezentate in Tabelul 5.1.

Acest tabel aratd performantele ferestrelor uzuale, cum ar fi
nivelul lobilor secundari si rezolutia. Se observa ca fereastra
rectangulard are cea mai buna rezolutie (cel mai ingust lob
principal), astfel Incat creeazd cea mai redusa netezire spectrala, dar
prezintd cei mai mari lobi secundari, care pot masca spectre ale
semnalelor mai slabe. Fereastra Hamming are cel mai intins lob
principal, dar lobul lateral este mai redus.

Tabelul 5.1
Atenuarea | Rezolu-tia
Tipul Definitia ferestrei Litimea primului (Af)s s
ferestrei cauzale wn] loI; lui lob
0 <n<N-1; prinlcli;l)lal secundar
[dB]
< 4r 0,89
Rectangulara | 1 — -13
N N
87 1,28
Triunghiulard | 1— ﬁ|n - %| - 25
N -1 N
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Hanning 0,5-0,5cos3& 8—”- 31 1,44
N -1 N

Hamming 0,54 —0,46 cos 222 87 a1 1,30
N -1 N

- O,42—0,54c03%+ 127 N 1,68
ackman +0,08 cos 1 N_1 - N

Caracterizarea estimatului

Urmand o procedurd similard celei folosite la analiza
performantelor periodogramei, se pot obtine performantele
periodogramei modificate, adica valoarea medie, dispersia si
rezolutia.

Valoarea medie este datd de relatia

E{P (D} =T (] (5.50)

Unde W (f) este transformata Fourier a ferestrei folosite.

Urmand un mers de calcul similar celui folosit la
periodograma simpla, in cazul variabilei aleatoare gaussiene,
varianta estimatului este [62]

var[ Py (N~ T(f) (5.51)

Rezolutia periodogramei modificate este egald cu latimea de
bandd la -3dB a lobului principal al ferestrei. Se observda ca
periodograma modificatd este un estimat asimptotic nedeplasat, dar
neconsistent al spectrului de putere I' _(f).

Problemele care apar din cauza scurgerii spectrale si a
rezolutiei de frecventd, ca si faptul ca periodograma nu este un
estimat consistent, au reprezentat un motiv pentru dezvoltarea altor
metode de estimare a densitdtii spectrale de putere, ce vor fi
prezentate in paragraful 5.3.

305



5.1.3. Folosirea Transformatei Fourier Discrete 1in
estimarea spectrului de putere

Dupa cum se observa din (5.16) si (5.38), densitatea spectrala
de energie estimata, S_(f), si periodograma P.(f) pot fi calculate

cu ajutorul Transformatei Fourier Discrete (DFT) care, la randul
sau, se poate calcula cu algoritmii FFT [53]. Dacd lungimea datelor
este N, DFT se poate calcula in cel putin N puncte. In acest caz,
rezultd urmatoarele esantioanele ale periodogramei

p(4)-L
“\N/) N

la frecventele f, =k/N.

2
k=0,1,...,N-1 (5.53)

N-1 ok
Zx[n]e sy
n=0

In practica, este posibil ca o astfel de esantionare a spectrului
sa fie “rard “ 1 sd nu ofere o buna reprezentare grafica a estimatului
spectrului continuu, lucru ce poate fi remediat prin evaluarea lui
P..(f) la unele frecvente aditionale, prin cresterea lungimii secventei
prin adaugarea de zerouri pand la o lungime a secventei de L>N

n(5)-L
S\ L N

Adaugarea de zerouri si evaluarea DFT in L>N puncte nu

puncte.
2

L k=0,1,..,L—1. (554

N-1 . &
ZX[n]e sl
n=0

imbunatateste rezolutia de frecventd a estimatului, ci oferd numai o
metoda de interpolare a valorilor spectrului calculat la mai multe
frecvente. Rezolutia de frecventa este determinatd de lungimea N a
datelor inregistrate.

Exemplul 5.2.
Secventa discretd de lungime N=16 esantioane
x[n]=sin27(0,135)n +cos27(0,135+ Af )n,n=0,1,...,15
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se obtine prin esantionarea unui semnal analogic compus din doud
componente. Af reprezintd separatia de frecventd intre aceste

componente. S se evalueze spectrul de putere P(f) = %|X (f) ‘la

frecventele ﬁz% , k=0,1,...L—1, pentru L=28,16,32si128 ,

pentru valorile Af =0,06si Af =0,01.

Solutie
Prin completarea cu zerouri s-a mdrit lungimea datelor pentru

care se calculeaza spectrul de putere P, (%} .

Rezultatele pentru Af = 0,06 sunt prezentate in figurile 5.6a,
b, ¢, d pentru L=8, 16, 32 si, respectiv, 128 de puncte.

5 i
10Pm[_J
3t I
k
0 I 1 1 i 1 )
u] 1 2 3 4 4] =1 ¥
10 I
(7]
st AL I
a ] II III Il r 1 v ¥ 'rk
u] 2 4 =1 = 0 12 14 16
i
um[—
L]
k
Dll]r]l I||I|1r||r|II|1II+
5 10 15 juil 25 20

Fig. 5.6. Spectrul unui semnal cu doua componente sinusoidale cu separatia de
frecventd Af =0,06
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Se observa ca adaugarea de zerouri nu a modificat rezolutia,

. ) k -
dar are efect de interpolare a spectrului P, (Zj In acest caz,

separatia de frecventd este suficient de mare, incat cele doud
componente spectrale pot fi identificate in semnal.

Estimatii spectrali pentru Af =0,01 sunt prezentati in figura
5.7a, b, ¢, d pentru L=8, 16, 32 si, respectiv, 128 de puncte.

In acest caz cele doud componente spectrale nu mai pot fi
identificate. Efectul adaugarii de zerouri constd in interpolarea
valorilor spectrului, astfel incat se obtine o imagine grafica mai
buna a estimatului spectrului, fara, insa, a se imbunatati rezolutia de
frecventa.

- k
10?37:{_]
sl L
L1 r. ..
u} 1 2 3 4 T g
10 i k
F.|—
J(z)
o III rll'ltl‘ill'll.
u} 2 4 =1 = 10 12 14 '1Bk
10r I
=i ]
Lo
D]lllll Iill'l-'llt-ll-tt!.-l-.
u} 5 10 15 junl 25 jenl 1‘;
10 i
(1)
st L
a
u} junl 40 =] =l 00 '12:Ik

Fig. 5.7. Spectrul unui semnal cu douad componente sinusoidale cu separatia de
frecventa Af =0,01
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5.2. Metode neparametrice pentru estimarea
densitatii spectrale de putere

Metodele neparametrice de estimare a spectrului sunt relativ
simple si usor de implementat cu ajutorul algoritmilor FFT. Ele
necesitd secvente lungi de date pentru a produce rezolutia de
frecventd necesara 1n unele aplicatii. Aceste metode suferd de
“scurgere spectralda® datoritd folosirii ferestrelor si, implicit, a
datelor de lungime finitd, N. De multe ori scurgerea spectralda
mascheaza semnalele slabe prezente in date.

Limitarea principala a metodelor neparametrice este
presupunerea ca estimatul functiei de autocorelatie 7, [m] este zero
pentru m > N, ceea ce limiteaza rezolutia in frecventd si calitatea
estimatului spectrului de putere.

Metodele neparametrice descrise in acest paragraf nu tin
seama de modul in care au fost generate datele. Deoarece obtinerea
estimatilor se bazeaza complet pe date de lungime finita, rezolutia
de frecventd obtinutd prin aceste metode este, in cel mai bun caz,
egald cu latimea spectrala a ferestrei rectangulare de lungime N,
care este de aproximativ 1/N la -3dB [33]. Metodele neparametrice
urmdresc obtinerea unui estimat consistent al densitatii spectrale de
putere prin operatii de mediere §i netezire efectuate direct asupra
periodogramei si a functiei de autocorelatie. Dupd cum se va vedea,
efectul acestora este de reducere a rezolutiei de frecventa, odatd cu
scaderea dispersiei estimatului.

5.2.1. Metoda Bartlett. Periodograma mediata
Metoda Bartlett de reducere a dispersiei periodogramei,

implica trei pasi:
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1. Secventa de date de lungime N se imparte in K segmente
care nu se suprapun, fiecare de lungime M

x;[n] = x[n + iM], i=01,.., K-1
n=0,1, .. M-1 (5.55)
2. Pentru fiecare segment se calculeaza periodograma
M-l 2
PO(S) zﬁ Sxlle™ , i=0,1,..,K-1 (556
n=0

3. Pentru a se obtine estimatul Bartlett al densitatii spectrale
de putere, se considerda media aritmetica a celor K periodograme,
adica

1 K-1

Pi(f)=E§P§)(f) (3.57)

Caracterizarea estimatului

Presupunand datele stationare si M suficient de mare,
1 K-1

E[P()]= EZE[P’CS) (OI=ERY ()] (5.58)

Din (5.39) si (5.41) rezulta valoarea medie a fiecarei periodograme

ca fiind
EIR (= Y [1—'1‘”;—|jm[m]e2f”fm= | T(@W,(f -a)da
:Llf rﬂ(a)(sir%ﬂ'(f—a)M] do
M 5, sinz(f —a)
(5.59)
unde
_ 1 (sinz M ’
WB(f)—M(—SiMf ] (5.60)

este transformata Fourier a ferestrei Bartlett, definitd de relatia

310



1—M m| <M -1
M’ - (5.61)

wyln]=
0, 1inrest
Reducerea lungimii datelor de la N la M=N/K are ca rezultat
o fereastrd care are o caracteristica de frecventa cu latimea lobului
principal crescuta de K ori, asa incat rezolutia de frecventa s-a redus

: K : : :
de K ori, (Af),, :0,89ﬁ. Admitand ipoteza anterioard asupra

datelor si faptul ca seturile de date sunt independente, dispersia
estimatului Bartlett este

Varl P2 (/)] =5 2 varl P ()] = vl PN (562

Inlocuind (5.51) in (5.62), pentru un proces aleator gaussian,
se obtine

var[P* (f)] —%F;(f){l{%J ]z%rim (5.63)

adica dispersia s-a redus de K ori.

In realitate seturile de date nu sunt independente decat in
unele cazuri particulare, cum este cel al zgomotului alb si, in
consecintd, reducerea dispersiei este mai micd decat K ori.

5.2.2. Metoda Welch. Periodograma mediata modificata

Welch a operat doua modificari esentiale asupra metodei
Bartlett:
1. Segmentele de date se pot suprapune
x[n]l=x[n+iD] n=0,1,....M—1
i=0,1,...,L-1 (5.64)
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unde iD este punctul de incepere pentru secventa i. Dacd D = M,
segmentele nu se suprapun si numarul L de segmente este egal cu K
din metoda Bartlett. Daca D = M/2, exista 50% suprapunere peste
segmente succesive si L = 2K segmente. Se pot obtine K segmente
de lungime 2M fiecare. Ca urmare a suprapunerii blocurilor, se
obtine, asa cum se va vedea, o anumitd reducere a dispersiei.

2. Inainte de a calcula periodograma, segmentele de date sunt
ponderate cu o fereastra, ceea ce conduce la o periodograma
modificata

Iiif)(f)— Zx w[n]e’z”f" i=0,1,.,L—1 (5.65)

unde U este un factor de normalizare a puterii functiei fereastra si
este ales ca

U zﬁng[n] (5.66)

Utilizarea functiei fereastra are drept efect reducerea lobilor
laterali si, deci, a fenomenului de scurgere spectrala.
Estimatul Welch al densitatii spectrale de putere este media

aritmeticd a acestor periodograme modificate, adica
L-1

PX(f)=ZZE¥)(f) (5.67)

i=0
Caracterizarea estimatului
Valoarea medie a estimatului Welch este

BIP(/N = S EBO (=B (569

Valoarea medie a periodogramei modificate se determina astfel:

1M1M1

[ xil)(f)] —Z z n]w[m]E[xi[n]xi[m]]e—Zjﬁf(n—m) _

nOmO
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1 M-1M-1

wnw[m n—m)e >/ 5.69
U= [n]w{m]y . ( Je (5.69)

Dar
1/2 ‘
yuln]= [ T (@) "da (5.70)

-1/2

Inlocuind relatia (5.70) in (5.69), se obtine

ELP ‘”(f)]—M— [T ){MZIMZIW]W ) “)}da—

1/2

= [ T (@W(f-a)da

-1/2

(5.71)
unde, prin definitie
1 |y oen|
W(f)=——) wnle’' ™" 5.72
(/) U Z:;, [nle (5.72)
Factorul de normalizare asigura ca

1/2

[ w(rdf =1 (5.73)

-1/2

Dispersia estimatului Welch este
1 L-1 L-1

var[ P (/)] = - ZZE PONPD(OHELPL(NN (5.74)

Estimatul acesta este, evident, echivalent cu periodograma, in
cazul cand w[m] este o fereastra dreptunghiulara si M=N-1.

In cazul nesuprapunerii segmentelor succesive (L=K) si a
folosirii ferestre triunghiulare s-a aratat [62] ca

var[P (/)] = Var [PV ()]~ l“ix(f ) (5.75)

In cazul suprapunerii cu 50% a segmentelor succesive §i
folosind fereastra triunghiulard, dispersia estimatului Welch a

densitatii spectrale de putere, este [62]
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v P2 (/)] = - T() (5.76)

Estimatul Welch este asimptotic nedeplasat si consistent.
Rezolutia acestuia depinde de fereastra folosita.

Desi s-a considerat numai fereastra triunghilara, in calculul
dispersiei pot fi folosite si alte ferestre. In general, acestea vor
determina dispersii diferite pentru estimati. In plus, segmentele de
date pot fi suprapuse cu mai mult sau mai putin de 50%, cat s-a
considerat in acest paragraf, in scopul Tmbunatatirii caracteristicilor
relevante ale estimatului.

5.5.3.Metoda Blackman Tukey. Netezirea periodogramei

Autorii metodei au propus si analizat metoda in care secventa
de autocorelatie este intdi multiplicatd cu o fereastrd si apoi se
calculeaza transformata Fourier pentru a estima densitatea spectrala
de putere. Motivul pentru care functia de autocorelatie estimatd se
inmulteste cu o fereastrd este ca, pentru deplasdri mari, estimatii
sunt de incredere mai mica deoarece sunt calculati dintr-un numar
mai mic, (N-m), de date. Pentru m apropiat de N, dispersia acestor
estimati este foarte mare si, deci, acestia ar putea interveni cu o
pondere mai mica in densitatea spectrald de putere estimata.

Estimatul Blackman-Tukey este
M-1

PI(f)= 2 rlmiwimle ™" (5.77)

m=—M+1
unde w[n] este o fereastra aplicatd estimatorului functiei de
autocorelatie, cu proprietatea cd are lungimea 2M-1, 0 <w[m] <1,

w[0]=1, w{—m]=w{m] si este zero pentru |m| >M .
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Cu aceasta definitie pentru w[n], limitele sumei din (5.77) pot
fi extinse la (—o0,0). Expresia echivalenta in domeniul frecventa a

relatiei (5.77) este

1/2

PI(f)= | P« (f -a)a (5.78)

-1/2
unde P,(a) este periodograma. Efectul inmultirii cu o fereastra a
secventei de autocorelatie este de netezire a estimatului
periodogramei, deci descresterea dispersiei estimatului se face cu
pretul reducerii rezolutiei. Ca urmare, rezolutia sau capacitatea de a
identifica doud componente spectrale apropiate este dependentd de
latimea lobului principal al caracteristicii de frecvent a ferestrei. in
principiu, ar putea fi folosite toate ferestrele utilizate la sinteza
filtrelor FIR [72]. Trebuie avut insa n vedere ca estimatul sa fie real

si nenegativ ( PY(f)>0,|f|<1/2 ), deziderate asigurate de
proprietatea ca ferestra considerata sa fie o functie para, iar spectrul
sdu sd fie nenegativ:

w(f)=0,

Unele ferestre nu satisfac aceasta conditie, de exemplu, In

fl<1/2 (5.79)

ciuda nivelului scazut al lobilor laterali, ferestrele Hamming si
Hanning pot avea ca rezultat estimati negativi ai spectrului in unele
domenii de frecventa.

Caracterizarea estimatului

Valoarea medie a estimatului densitdtii spectrale de putere
Blackman-Tukey este

E[PY(N]= | EIP (W (f -a)a (5.80)
unde, din (5.41), rezulta
E[P(2)]= j T, (O)W,(a—-06)do (5.81)
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unde Wy(f) este transformata Fourier a ferestrei Bartlett. Inlocuind
(5.81) 1n (5.80), se obtine

EPT(N]= | [ T, (a-0W(f-a)dadd (582)

-1/2-1/2
Echivalent, in domeniul timp, valoarea medie a estimatului
Blackman-Tukey este

EPT ()= S, Elr[mlwmle " =
o e (5.83)
= Z;,M 7 o[mlw, [mIw{m]e™ """
unde
1—M m|<N
wy[m] = ’ (5.84)
0, In rest

Lungimea ferestrei pentru w[n] trebuie aleasa astfel incat M << N,
adica fereastra w[n] sa fie de lungime mai micd decat fereastra
w, [m] pentru a produce o netezire suplimentari a periodogramei. In

aceste conditii (5.82) devine
1/2

E[PT (N~ [ T (OW(f-6)d6 (5.85)
deoarece
nga—am«f—aua:lj@anwuzﬂ—awa (5.56)
~W(f-0)

Dispersia estimatului Blackman-Tukey al spectrului este

var[P." (f)1= E{[P. (/T } —{E[P; ()]} (5.87)
unde valoarea medie poate fi aproximata de relatia (5.85), iar
valoarea patraticd medie este
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E{[P;"(/)}=
[ [ mpr. W —aw(—odado O

-1/2-1/2
In ipoteza ca procesul aleator este gaussian, folosind
rezultatul din exemplul 5.2, se obtine
E[P, ()P, (0)] =

sin7(0+ )N T . { sin 7(0— )N ﬂ (5.89)

=T (Ot)l“m(e){1 + { Nsinz(0+a) Nsinz(0-a)

Inlocuind (5.89) in (5.88), se obtine

E{P (T} { [ T.Ow(f —e)de} +

+ [ [ TL@T O (f~aW(f-6)x (5.90)

-1/2-1/2

y sinzz(0+a)N 2+ sinzz(0—a)N ’ do do
Nsinz(60+ a) Nsinz(0—a)

Primul termen din (5.90) este patratul valorii medii a lui
P2 (f), astfel incat al doilea termen din (5.90) reprezinta dispersia.

In cazul in care N >> M , functiile sinz(6 + o)N/Nsinm(6 +

a) sisin(6 - ¢)N/Nsinn(6 - o) sunt relativ “Inguste” in comparatie

cu W({) in apropiere de € = -a si, respectiv 8§ = a. Prin
urmare
TF OW(f-0) sinz(0+a)N 2+ sinz(0—a)N | 10~
4, Nsinz (0 + ) Nsin(6 — a)
LW (f+a)+T (W (f -a)
N
(5.91)
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Cu aceasta aproximare, dispersia lui P2" (/) devine

var[P," (/)] =

1/2

[ T @ (=T M (f +a) +T (@ (f - a)lda
- % l/f 2 ()W (f —a)da (5.92)

-1/2

in care, s-a efectuat aproximarea
1/2

[ T (@Y, ()W (f—aW(f+a)da~0 (5.93)

-1/2
In relatia (5.92) mai poate fi ficuti o aproximare. Dacid W(f) este
“Ingust”, comparativ cu spectrul real I[.(f), (5.92) se poate
aproxima ca

var[ P (/)] =T (/) {% | W2<9>d0} .

(5.94)

2 1 &
L (f ){ N ZA:“W [m]}
Si In acest caz se evidentiaza cerinte contradictorii in
obtinerea unor estimatori de buna calitate:
- pentru o deplasare mica este necesar M mare,
- pentru o dispersie micd, M trebuie sa fie cat mai mic.

De obicei se recomanda o valoare de cel mult M=N/5.

5.2.4. Caracteristici de performanta ai estimatorilor
densitatii spectrale de putere neparametrici

Pentru a compara calitatea estimatilor periodograma, Bartlett,
Welch, Blackman-Tukey, s-a introdus ca masura a calitatii, raportul
dintre patratul valorii medii si dispersia estimatului, numit factor de

calitate, adica
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A 2
AR (595)
var[ P (/)]
unde A =P, B, W sau BT pentru cei patru estimati.
Inversul acestei marimi se numeste variabilitate si poate fi,
de asemenea, folosit ca 0 masurd a performantei.

a) Periodograma

Valoarea medie a periodogramei este
1/2

E[PI(N]= [ T.(OW,(f-6)do (5.96)
unde
_ 1 (sinzfN ’
W,(f)= N( o j (5.97)

si dispersia

» 1 sin27x fN ’
var[P_ (f)]=T".(f ){1 + (—N oy fj } (5.98)

Pentru N —> «
1/2

BT [ M@0 = w0 (D=1 o

var[P, (/)] > T2 (f)

adicd, asa cum s-a precizat anterior, periodograma este un estimat
asimptotic nedeplasat al spectrului de putere, dar nu este consistent.

Asimptotic, periodograma este caracterizatd de factorul de
calitate

_LO_, 5.100
Or r.(f) (100
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Faptul cd Qp este fix si independent de lungimea datelor aratd
calitatea scazuta a acestui estimat.

b) Estimatul Bartlett
Media si dispersia estimatului Bartlett al spectrului de putere
sunt
1/2
E[PUN]= | T (OW,(f-6)d6 (5.101)
-1/2
2
1 sin 27 fM
var[ P° =—I7 1+ ———— 5.102
[P ()] X m(f){ (Msin27zfj} (5.102)
unde
2
1 [ sinzfM
/4 =—| —— 5.103
5(f) M( sinﬂfj (5.103)

: A N .
Pentru N — o si M — oo, astfel incat K :M ramane fix

1/2

E[PL(N =T o) | W(N)f =T (NHwy(0) =T (/)
e (5.104)

B 1 2
var[ P (/)] = Tle (f)

Se observa cd estimatul Bartlett este asimptotic nedeplasat si
dacd K creste odatd cu N, estimatul este consistent. Asimptotic,
factorul de calitate al estimatului devine

QBszl (5.105)
M

Rezolutia in frecventd a estimatului Bartlett, masurata prin

considerarea latimii de banda la 3dB a lobului principal al ferestrei

rectangulare, este [62]
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0,9

Af = 5.106
\f v; ( )
Inlocuind (5.106) in (5.105) rezulta
N
= =1,INA 5.107
0, 0.9/ A1 \f ( )

¢) Estimatul Welch
Media si dispersia estimatului Welch al spectrului de putere

sunt
1/2
E[P (= | T (OW(f-6)do (5.108)
-1/2
unde
1 |u= s 2
W(f)=——> wnle’"™"| , 5.109
(/) U Z(; (1] ( )
respectiv
%Fix @2 f a1 suprapunere
W J—
varlF, (1= 9 I (f) pentru suprapunere 50% (5.110)
8L si fereastra triunghiulara
Pentru N > o si M — o
E[P;(N]—>T.(f) (5.111)
Daca L creste odata cu N, dispersia — 0, deci estimatul este
consistent.

In conditiile (5.110), factorul de calitate devine

N
L=— fara suprapunere
v prap

O, = (5.112)

8L 16N 50% suprapunere si
9  9M fereastrd tringhiulara
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Latimea de banda a ferestrei triunghiulare la 3 dB este [71]

1,28
Af ==
4 M

In consecinti, factorul de calitate, exprimat in functie de Af si N

(5.113)

este
0,78 NAf fara suprapunere

= 50% suprapunere §i 5.114
Oy L39NAS o suprapunere § (5.114)
fereastra triunghiulara

d) Estimatul Blackman -Tukey

Media si dispersia acestui estimat sunt date aproximativ de
1/2

E[PY (/= [ T (OW(f-6)do
e (5.115)
1 M-1
var[P ()= (f )[— ) Wz['n]}
Nm:—M-H
unde w[m] este secventa fereastrd cu care se inmulteste functia de
autocorelatie estimata.

Pentru ferestrele triunghiulara si rectangulara, avem
1 e 2M /N  fereastra dreptungiulard

—y wz[n]z{ (5.116)

N . Sia 2M /3N  fereastra triunghiulara

Valoarea medie a estimatului este asimptotic nedeplasatd. Factorul
de calitate al estimatului, pentru fereastra triunghiulara este

N
O.r =1,5M (5.117)
Deoarece lungimea ferestrei este 2M — 1, rezolutia in
frecventd masurata la 3dB este
1,28 0,64
Af =——== 5.118
VAR, (5.118)

si, deci
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L5
0,64

Din analiza factorului de calitate se observd cd estimatii

Opr = NAf =2,34NAf (5.119)

Welch si Blackman-Tukey sunt relativ mai buni decat cel Bartlett.
Oricum, insa, diferentele de performante intre estimatori sunt mici.
Factorul de calitate creste odatd cu cresterea lungimii datelor, ceea
ce nu se intampld pentru periodograma. Mai mult, factorul de
calitate depinde de produsul dintre lungimea datelor si rezolutia in
frecventd. Pentru un nivel de calitate dorit, rezolutia in frecventa
poate fi imbunatatita prin cresterea lungimii datelor.

5.3. Metode parametrice pentru estimarea spectrului
de putere

Metodele parametrice nu necesita presupunerile semnalate in
paragraful 5.2, ele extrapoland valorile functiei de autocorelatie
pentru deplasdari m> N . Acest lucru este posibil dacda existd
informatii despre modul cum au fost generate datele. In acest caz se
poate construi un model de generare a semnalului cu un numar de
parametri ce poate fi estimat din datele observate. Drept urmare,
aproximarea prin modelare elimind necesitatea functiilor fereastra si
presupunerea cd secventa de autocorelatie este zero pentru

| m |2 N , ceea ce conduce la situatia cd metodele parametrice de

estimare spectrala ofera rezolutie in frecventa mai buna decat cele
neparametrice.

Metodele parametrice se bazeaza pe modelarea secventei de
date x[n] ca fiind iesirea unui sistem liniar caracterizat de o functie
de sistem rationald, de forma
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Zbkz_k
B@) _ _ia (5.120)

H(z) =
) A(2) 1+iakz_k

careia 1i corespunde ecuatia cu diferente
p q
x[n]=—Zakx[n—k]+2bkw[n—k], (5.121)
k=1 k=0

unde w[n] este secventa de intrare in sistem.

In estimarea spectrului de putere, secventa de intrare nu este
observabild, dar dacd iesirea x[n] este un proces aleator stationar,
atunci si secventa de intrare este, de asemenea, un proces aleator
stationar.

Intr-un astfel de caz, densitatea spectrald de putere a datelor
(iesirii x[n]) este

r.(N=[H[T,.) (5.122)

unde I' (f) este densitatea spectralda de putere a secventei de

intrare s1 H(f) este rdspunsul in frecventa al modelului.
Deoarece obiectivul este estimarea spectrului I'_(f), este

convenabil a presupune cad secventa de intrare w[n] este o secventa
de zgomot alb, de medie zero, cu functia de autocorelatie

Vmlml=o.6[m] (5.123)
unde o este dispersia (o7 = E[|w[n]|2]) . Rezulta atunci
e o o2 BOOL
. .(f)=o,|H(f) =0, S (5.124)
' | | 40|

In sectiunea 1.22 a fost descrisd reprezentarea unui proces
aleator stationar in forma (5.124). In abordarea pe bazi de model,
estimarea spectrului se efectueaza in doi pasi. Datd fiind secventa
finita x[n],0<n < N —1, se estimeaza intai functia de autocorelatie
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dintr-o suma finita, apoi, pe baza acestor estimati, se estimeaza
parametrii { g, } si {15,(} ali modelului. Pe baza acestora, se
estimeaza spectrul de putere conform relatiei

A 2

B()

P(f)=0c.—— (5.124°).

w A

ACS)

Relatia (5.124°) reprezinta cazul general al metodelor

parametrice de estimare spectrald, care aratd cd 1n acest demers
trebuie determinati estimatii parametrilor sistemului, {a, } si {b, }.

Se reaminteste ca procesul aleator x[n] generat de modelul
poli-zerouri dat de (5.120) sau (5.121) se numeste proces
autoregresiv cu medie alunecatoare (ARMA) de ordin (p,q).

Dacd ¢=0 si b, =1, modelul rezultat are o functie de sistem

r ...
H(Z):T) si iesirea sa, x[n], se numeste proces autoregresiv de
z

ordin p si se noteazd AR(p).

Al treilea model posibil se obtine impunand A(z)=1, astfel
incat H(z)=B(z). lesirea x[n] se numeste proces cu medie
alunecatoare (MA) de ordin g , notat MA(q).

Dintre acestea, modelul AR este de departe cel mai folosit,
din doua motive:

1- este potrivit pentru reprezentarea spectrelor de banda
ingusta;

2- are ca rezultat ecuatii liniare foarte simple pentru
determinarea parametrilor AR.

Fata de acesta, modelul MA necesitd mult mai multi coeficienti
pentru reprezentarea spectrelor de bandd Ingusta si este rareori
folosit singur ca model pentru estimarea spectrului.

325



Combinand polii si zerourile, modelul ARMA produce o
reprezentare mai eficientd din punct de vedere al numarului
parametrilor modelului pentru reprezentarea spectrului procesului
aleator, cu dezavantajul complicarii calculelor pentru parametrii
MA, care rezulta din rezolvarea unor ecuatii neliniare.

Estimatorii parametrici au deplasdri si dispersii mai mici
decat cei neparametrici. Folosind metodele parametrice de estimare,
se poate imbunatdti semnificativ rezolutia in frecventd, cu conditia
ca modelul si fie adecvat procesului. In caz contrar, pot rezulta
estimatori neconformi cu realitatea, care conduc la decizii eronate.

5.3.1. Relatii intre functia de autocorelatie si parametrii
modelului

In paragraful 1.24 s-au stabilit relatiile dintre functia de
autocorelatie y.[m] si parametrii {a,} si {by} ai modelului ARMA
adoptat pentru proces. Pentru un proces ARMA(p,q), aceste relatii
sunt

P
_zakyxx[m_k] m>q
k=1

V4 qg—m
Volml=1=2 ay. [m-kl+o, Y hklb,, 0<m<q (5.125)
k=1 k=0

yo[-m] m<0

Prin restrictionarea lui m>q, relatiile (5.125) conduc la un
sistem de ecuatii liniare din care se pot determina parametrii {ay}.
Acestea sunt
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7141 7elg—1] 7olg—p+11 || 4
rolg+1 7.lql Volg—p+2]|] 4y | _
Yolg+p-1 r.lg+p-2] 7.lq] 114,
7olg+1]
_ | 7ala+2] (5.126)
L 7.lg+ Pl

In practici se cunoaste numai un interval finit dintr-o
realizare particulard a procesului, din care se estimeazd valorile
functiei de autocorelatie. Folosind aceste valori estimate in loc de
Yolm], din sistemul de ecuatii (5.126) se determind parametrii 4, .

Din relatia (5.126) se observa ca daca se cunosc parametrii
{ay} si functia de autocorelatie pentru valori ale argumentului din
intervalul 0 <m < p, atunci valoarea functiei de autocorelatiei se
poate determina in mod unic si pentru m > ¢. In consecinti, modelul
sistemului liniar extinde valorile functiei de autocorelatie pentru
m>p.

Parametrii {a;} sunt obtinuti din (5.126), dar acestia nu pot fi
folositi in determinarea facila a parametrilor MA, deoarece in
ecuatia

qg—m P
o, ) kb, =y [ml+ Y ay [m-k], 0<sm<q (5.127)
k=0 k=1

intervine raspunsul la impuls A[k] al sistemului. Acesta poate fi
exprimat in functie de parametrii {by,} si {ac} prin impartirea lui
B(z) la A(z), dar aceasta conduce la un set de ecuatii neliniare pentru
parametrii MA.
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5.3.2. Estimarea spectrului de putere pe baza modelului
autoregresiv (AR)

Dacd se adoptd un model AR(p) pentru datele observate,
relatia dintre parametrii modelului i secventa de autocorelatie se
obtine din (5.125), pentru ¢=0, adica

V4
—Zakj/ﬂ[m—k] m>0
p
p
Vulml=1-> ay. [m-kl+o. m=0 (5.128)
k=1
y;[—m] m<0

In acest caz parametrii {a;} se obtin din solutia sistemului de

ecuatil
P2 (U N | I A e RS (R R
1 0 -p+2]||a 2
relp-1 y.p-21 ... y.[0] 114, ] Lr.lpl]
care reprezintd ecuatiile Yule-Walker sau normale.
Dispersia o poate fi obtinuta din ecuatia
P
ol =y.[01+> ay. [-k] (5.130)
k=1

Ecuatiile (5.129) si (5.130) sunt de obicei combinate in una
singurd, de forma

[ () R 3 § AN ) 1 o,
QU R (U R A S0 I 70 I D R
rolpl  rulp—1] L Ja ] L0



Matricea de corelatie din (5.129) sau (5.131) este Toeplitz,
motiv pentru care ecuatiile Yule Walker pot fi rezolvate eficient cu
algoritmul Levison-Durbin. Toti parametrii modelului AR(p) pot fi
determinati din secventa de autocorelatie y.[m], pentru 0<m < p.

Mai mult, din (5.128), dupa ce s-au determinat coeficientii {a}, se
poate calcula functia de autocorelatie pentru m > p. Dacad procesul
aleator este cunoscut numai pentru un interval finit, 0<n< N -1,
in determinarea parametrilor modelului vor interveni estimati ai
functia de autocorelatie a procesului, lucru care conduce la diferite
metode de estimare a spectrului de putere pentru semnale modelate
AR.

5.3.3. Estimarea spectrului de putere a semnalelor
modelate AR folosind metoda autocorelatiei sau Yule-
Walker

In aceasta metoda se estimeazi secventa de autocorelatie din
date si apoi estimatii se folosesc in relatiile Yule-Walker (5.129)
pentru a determina parametrii modelului AR.

Functia de autocorelatie se determina cu relatia

r [m]= %N_zm_lx [n]x[n+m], m=>0 (5.132)

Din paragraful 3.5 se reaminteste ca parametrii a, ai
procesului AR(p) sunt egali cu coeficientii predictorului {a ) [k]}

de ordin p si eroarea patratici medie minima a predictorului de
ordinul p este egald cu dispersia zgomotului alb care se aplica

modelului pentru a forma datele.
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Datorita egalitdtii semnalate anterior, parametrii AR se
determind cu ajutorul algoritmul Levison-Durbin in care y_[m] se
inlocuieste cu 7, [m].

Estimatul corespunzator al spectrul de putere este

A2
o)

P ()= . (5.133)
146 [kle
k=1

unde @ [k] sunt estimatii parametrilor AR rezultati din ecuatiile

recursive Levison-Durbin, iar
~ P
62, = £ =r [0 ][ 1-(4,%])’ | (5.134)
k=1

este valoarea patraticd medie minima a erorii de predictie estimate
pentru predictorul de ordin p.

Un exemplu care ilustreaza performantele acestui estimator
din punct de vedere al rezolutiei In frecventa, comparativ cu alte
metode, este prezentat In paragraful 5.3.9.

5.3.4. Estimarea spectrului de putere a semnalelor
modelate AR folosind metoda Burg

Metoda propusa de Burg pentru estimarea parametrilor
modelului AR poate fi asimilatd cu o metoda lattice recursiva in
care coeficientii de reflexie se estimeaza pe baza minimizarii
erorilor din predictia liniard inainte si inapoi, exprimate in forma
compusd, cu costrangerea ca parametrii AR sa satisfaca ecuatiile
recursive Levison-Durbin.

Pentru a obtine estimatul, fie datele x[n], n = 1,2,..,N-1 si fie
estimatii predictiei liniare inainte si Inapoi, de ordin m, dati de
relatiile
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in]==3 a,[Klxn—k]
- (5.135)
X[n—m]= —Z a, [k]x[n+k—m]

si erorile de predictie corespunzdtoare f,,[n] si respectiv, g,[n], date
de

Jo[n]=x[n]—x[n]=x[n]+ iam[k]x[n —k]
g, [n]=x[n—m]—x[n—m]= (5.136)
=x[n —m]+iam[k]x[n—m+k]

unde a,l[k], 0<k<m-1, m =1, 2,..., p, sunt coeficientii de
predictie.
Eroarea patratica globala se determina cu relatia

S 117, +lg, i1 1=, (5.137)

Aceastd eroare urmeazd a fi minimizatd prin alegerea
coeficientilor de predictie, supusi costrangerii de a satisface
ecuatiile recursive Levison-Durbin, date de

alkl=a, [kK]+K a, [m-k],1<k<m-1,1<m<p (5.138)
unde K,, = a,,[m] este al m-lea coeficient de reflexie din realizarea
lattice a predictorului.

Se reaminteste cd prin inlocuirea relatiei (5.138) in (5.136)
rezultd perechea de ecuatii recursive pentru erorile de predictie
inainte si Tnapoi, de forma

Sulnl= 1, [n]+K, g, [n-1]
g, nl=g, [n-1]+K,f, [n]
Inlocuind (5.139) in (5.137) si minimizand in raport cu K, ,

(5.139)

rezulta
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&= Y[+ K, g, [n-11) +(g, [n-11+ K, /, [n])' ] =

n

N-1
=> f2[n]+2K, f, [nlg, [n-11+ K’ g’ [n—1]+

+g§1—1[n - 1] + 2Kmﬁn—1 [n]gm—l[n - 1] + Kmﬁn—l [n] (5 140)
Conditia necesara de extrem este

= 4% folnlg, [n=11+2K, (g [n—11+ £ [n]) = 0(5.141)

n=m

o¢,
oK

m

de unde rezulta

—E Jualnlg, [n=1]
ZZ_:[(f,,,_l[n])2 +(g,.[n —1])2]

n=m

A

m=12,..,p (5.142)

Numaratorul relatiei (5.142) este un estimat al coeficientului
de corelatie dintre erorile de predictie inainte si inapoi. Se observa

cd \1%,"\ <1, astfel incat modelul numai cu poli obtinut din date este
stabil. De asemenea, se observa similitudinea dintre (5.142) cu

corespondentul K, statistic dat de (3.61). Numitorul relatiei (5.142)
este estimatul pe baza celor mai mici patrate a erorilor Tnainte si

tnapoi E’ , si E’_, asa cd se poate scrie

N-1
A _z j(m—l[n]gm,l[n _1]
K == m=12,.,p (5.143)

C [ELE]

unde £/ + E" , este un estimat al erorii patratice globale &, .

In concluzie, algoritmul Burg calculeazd coeficientii de
reflexie ai structurii lattice echivalente cu relatia (5.143), iar
parametrii modelului AR sunt obtinuti apoi cu ajutorul algoritmului

Levison -Durbin.
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Din estimatii astfel obtinuti rezultd estimatul spectrului de
putere
E
P (f)= - (5.144)

unde l:?p este valoarea patraticd medie a erorii globale de predictie

estimate pentru predictorul de ordin p.

Avantajele majore ale metodei Burg sunt:

1- are rezolutie buna in frecventa;

2- determina un model AR stabil;

3- este eficient din punct de vedere al calculelor.

Dezavantaje:

Algoritmul prezintd o scindare a liniilor sau componentelor
(varfurilor) spectrale pentru raporturi semnal zgomot ridicate [39].
Aceasta inseamnd ca, dacad spectrul semnalului x[n] are o singura
componentd spectrala la o anumitd frecventd, in spectrul estimat cu
ajutorul metodei Burg pot aparea doud sau mai multe componente
apropiate in imediata vecindtate a frecventei respective. Aceasta
situatie este ilustratd in figura 5.15. Pentru ordine mari, metoda
poate introduce varfuri (componente) false, de nivel scazut, in
spectrul estimat la frecvente la care spectrul semnalulul este nul.
Mai mult, pentru semnale sinusoidale de durata mica, afectate de
zgomot, rezultd o deplasare de frecventa fata de frecventa adevarata,
functie de faza semnalului sinusoidal [15] [72].

In literatura de specialitate se trateaza modificari ale metodei
Burg pentru surmontarea acestor dezavantaje, modificari care, in
esentd, constau in introducerea unei ferestre de ponderare a erorilor
patratice inainte si inapoi. In felul acesta se optimizeazi eroarea
patratica ponderata
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£ = 3w, [l

n=m

flm] + \g,,,[n]\z] (5.145)

Inlocuind (5.139) in (5.145) si minimizand in raport cu
coeficientii de reflexie, rezulta, prin parcurgerea unei proceduri
similare celei folosite la optimizarea erorii neponderate

S, [nlf, [nlg, [n-1]

K, = FER : : (5.146)
S 2w | [f ] g L= 1 ]

n=m

Rezultate bune au fost obtinute prin folosirea ferestrelor
Hamming si parabolica [61].

Un exemplu care ilustreazd performantele metodei Burg este
prezentat in paragraful 5.3.9.

5.3.5. Estimarea spectrului de putere a semnalelor
modelate AR folosind metoda covariantei modificate sau
a celor mai mici patrate fara constrangeri

Dupa cum s-a prezentat anterior, metoda Burg constd in
folosirea unui algoritm lattice utilizind metoda celor mai mici
patrate cu constangerea pentru coeficientii predictorului de a
satisface ecuatiile Levison-Durbin.

Ca urmare a acestei constrangeri, cresterea ordinului
modelului AR necesitd numai o singurd optimizare a parametrilor la
fiecare etapa. Spre deosebire de aceastd abordare, se poate folosi
algoritmul celor mai mici patrate fara aceasta costrangere.

Pentru a detalia, se construieste estimatul predictiei liniare
inainte si Tnapoi si erorile corespunzatoare ca in relatiile (5.135) si
(5.136).

Se minimizeaza suma patratelor ambelor erori, adica
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-1
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ca in metoda Burg.
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Il
S|

(5.148)

2

=

P

x[n]+ Z a,lk]x[n—k]

k=1

P

x[n— pl+ Zap[k]x[n +k—p]

k=1

+

n

1l
S|

2}
In (5.148) nu se mai impune ca parametrii AR sa satisfaca
relatiile Levison-Durbin. Minimizarea fara constrangeri a lui &, in

raport cu coeficientii de predictie determina setul de ecuatii liniare
Sa [kl [k =7 [1.0] [=12....p (5.149)
=
unde, prin definitie, secventa r_[/,k] este
r. [lLk]= f[x[n —klx[n—1]+x[n—p+I]x[n—p+ k]] (5.150)

n=p

Eroarea rezultata utilizand metoda celor mai mici patrate (LS) este
D
5155 = VH[O’O]JFZCA’p[k]’”XX[O»k] (5.151)
k=1

Estimatul spectrului de putere rezultat in urma folosirii
algoritmului LS fara costrangeri este

¢,

p .
1+ a [kle >*
k=1

P = (5.152)

2

Matricea de corelatie din (5.150) nu este Toeplitz, asa ca
algoritmul Levison-Durbin nu poate fi aplicat, dar pot fi dezvoltati
alti algoritmi pentru eficientizarea calculelor, de complexitate O(p®).

Caracteristicile acestei metode sunt superioare metodei Burg,
in sensul cd nu prezintd aceeasi senzitivitate la aparitia scindarii
liniilor spectrale, a varfurilor false si a deplasarii de frecventa.
Aceasta metodd, in schimb, nu garanteaza cd parametrii AR astfel

estimati determina un model AR stabil.
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Un exemplu care ilustreazd aceastd metoda este prezentat in
paragraful 5.3.9.

5.3.6. Alegerea ordinului modelului AR

Ca regula generald, dacd se adopta un ordin prea mic pentru
modelul AR, se obtine un spectru puternic netezit. Daca ordinul p
este prea mare, exista riscul introducerii de varfuri false de nivel
scazut in spectru.

Un indicator de performantd al modelului AR este valoarea
patraticd medie a erorii care, in general, este diferita pentru fiecare
din estimatorii prezentati. Valoarea patraticdi medie a erorii
descreste cu cresterea ordinului modelului. Se poate observa viteza
de descrestere si apoi sa se decidd incetarea cresterii ordinului, cand
eroarea devine micd. Aceasta abordare este, de obicei, imprecisd si
necontrolabila.

Doua din cele mai bune criterii pentru selectarea ordinului
modelului au fost propuse de Akaike [34]:

1-Criteriul erorii de predictie finale FPE (Final Prediction
Error) in care ordinul este selectat astfel incat sa se minimizeze
indicele de performanta

o [N 1

FPE(p)=¢6> | ~ P (5.153)
PIN-p-1

unde 6ip este dispersia estimata a erorii de predictie liniara.

2-Criteriul informatiei Akaike AIC(p),(Akaike Information
Criterion) se bazeazd pe alegerea ordinului care minimizeaza
cantitatea

AIC(p)=né? +2p/N (5.154)

336



Cu cresterea ordinului, descreste In &jp , in timp ce termenul

2p/N creste.

3- O forma alternativa pentru criteriul AIC este criteriul care
minimizeaza lungimea de descriere (MDL) (Minimize Description
Length)

MDL(p):NanAjp+plnN (5.155)

4- Criteriul de transfer autoregresiv (CAT) (Criterion
Aotoregresive Transfer)

1 &N-k N-p
CAT(p) = — _
(D=5 2N Ne

(5.156)

Ordinul p se alege sa minimizeze cantitatea CA7(p).

Exemple privind alegerea ordinului si influenta ordinului
asupra estimatului spectrului de putere sunt prezentate in paragraful
5.3.9.

Trebuie precizat faptul ca pentru aplicarea criteriilor
prezentate, din date trebuie inliturati valoarea medie. In general,
ordinul modelului depinde de criteriul folosit. Criteriul de selectie al
ordinului nu conduce totdeauna la rezultate definitive. In absenta
oricarei informatii asupra procesului care are ca rezultat datele
observate, trebuie incercate diferite ordine pentru model si diferite
criterii, care, insa, pot conduce la rezultate diferite.

5.3.7. Estimarea spectrului de putere pe baza modelului
cu medie alunecatoare (MA)

In modelul MA(q), pentru datele observate, legitura dintre

secventa de autocorelatie y.,[m] si parametriit MA ai modelului este
data de sistemul de ecuatii
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7. (m)=<0 m>q (5.157)

obtinut din (5.125), prin impunerea a; = 0, pentru k = 1,2,...,p si
inlocuirea A[k] cu {by}.
Pentru modelul considerat, din (5.124) rezulta
L (z)=0,H(z)H(z")=0,"B(z)B(z™") (5.158)

Tinand cont ca
q
B(z)B(z')=D(z)= > d,z" (5.159)
m=—q
unde coeficientii {d,,} sunt legati de parametrii MA prin relatia

gl
Cim = ZE: bk£%+m’
k=0

m|<gq (5.160)

rezultd atunci
od, |m|<q
Volm]= (5.161)
0 |m| >q
Spectrul de putere pentru procesul MA(g) este

q . q )
L) =2 yulmle " =0, > d,e”" (5.162)
m=-q m=—q

Se observa ca nu este necesar a determina parametrii MA
pentru a estima spectrul de putere, ci sunt suficienti estimatii
secventei de autocorelatie y,[m] pentru |m| <gq, adica

q

P =D, r lmle ™™™, (5.163)

m=—q

exact ca estimatul spectrului de putere neparametric.
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Deoarece y_[m]=0 pentru |m|>q , spectrul are aceeasi

forma ca si periodograma estimata. Ordinul procesului MA se
determind, de obicei, empiric. De exemplu, criteriul AIC pentru
modelul MA are aceeasi forma ca pentru modelul AR
A2
AIC(q)=Ino, +2q/N (5.164)

2

unde &, este un estimat al dispersiei zgomotului alb.

Un alt mod de a verifica modelul este de a filtra datele prin
inversul modelului MA(q) si de a testa dacd iesirea se apropie de
zgomotul alb. De asemenea, se poate urmari dacd valoarea
estimatilor nedeplasati ai secventei de autocorelatie sunt apropiati
de zero pentru deplasari mari. Daca nu se intampla astfel, modelul
MA va avea rezultate slabe referitor la rezolutia in frecventa si va fi
abandonat in favoarea modelului AR sau ARMA.

12.3.8. Estimarea spectrului de putere pentru semnale
modelate ARMA

Algoritmul Burg si variantele sale, precum si metoda celor
mai mici patrate descrise anterior, furnizeaza estimati ai spectrului
de putere robusti, de rezolutie ridicata, pe baza modelului AR.

Modelul ARMA ofera posibilitatea imbunatatirii estimatului
spectrului AR, prin folosirea a mai putini parametri pentru sistem.
Modelul ARMA este potrivit in special cand datele sunt afectate de
zgomot, deoarece In acest caz semnalul rezultant conduce la un
proces ARMA. Intr-adevir, se presupune ci datele x[n] sunt
generate de un sistem AR, a carui iesire este afectata de zgomot alb,
aditiv.

Transformata Z a functiei de autocorelatie a semnalului
rezultat poate fi exprimata ca
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N SR Y YR
= A(2)A(z™) " A(2)A(z™)

unde o, este dispersia zgomotului aditiv. Procesul x[n] este

(5.165)

ARMA(p,p), unde p este ordinul procesului.
Dupa cum s-a aratat, parametrii modelului ARMA sunt legati
de secventa de autocorelatie prin relatia

> a.mk) meq (@

q—m

y.[m]= —Zak;/xx[m kl+o. Zh[k] e, 0<m<gq (b) (5.166)

Vel-m] m<0 (c)

Pentru deplasari |m| > g, ecuatia implicd numai parametrii

{a;}. Cu estimatii functiei de autocorelatie inlocuiti in locul lui

Y[m), se pot rezolva cele p ecuatii din (5.166a) pentru a afla {a, } .

Pentru modele de ordin superior, este posibil ca aceasta
abordare sd conducd la estimati modesti pentru parametrii AR,
motiv pentru care aceasta nu este recomandata.

O metodd mult mai demna de incredere este de a construi un
sistem de ecuatii liniare cu mai multe ecuatii decat necunoscute
pentru m > g si a folosi metoda celor mai mici patrate 1n
optimizarea coeficientilor modelului.

Pentru a detalia, se presupune ca secventa de autocorelatie
poate fi estimata fidel pana la deplasarea M, unde M>p+q. In acest
caz, se poate scrie

Zak r.[m—k],
m=q+1,q+2,...,M <N, M>p+q (5.167)
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Parametrii {a;} se selecteaza astfel incat sa minimizeze

eroarea patratica
2

E= Z le[n] = Z rxx[m]+kii:aerx[m—k] (5.168)

Minimizarea lui & conduce la setul de ecuatii liniare pentru

parametrii {ay}

rlal  rle-1 . orlg-p+)[a | [rlg+1]]
rdg+11 r.lql v Klg-pH2])ay ) |rlg+2]
rJ[M-1] r[M=-2] .. r[M-p] ]|a,] | [M] ]
(5.169)
Aceasta relatie poate fi scrisd matriceal in forma
[R ]la]=-r,] (5.169)
unde
rlgl  orlg-11 . rlg-p+1]]
r.lg+1]  r.lq] e Tl =p+2]
[R.]=
r M =11 r M =2] M~ p]
a, | r.lg+1]
a r.lg+2]
[al=| " |, [r]=-
_aP _ rm[M]

Deoarece [R_ ] este o matrice de dimensiune (M-q) x p si (M-q) >p,
vectorul coeficientilor estimati se obtine cu relatia

[a]=~([R, )RR [7,.] (5.170)

Procedura se numeste metoda Yule-Walker modificata a

celor mai mici patrate.
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Secventei de autocorelatie 1 se poate aplica o fereastra de
ponderare, pentru a scadea ponderea estimatilor mai putin demni de
incredere pentru deplasari mari. Odata estimati parametrii partii AR
ai modelului, se poate construi sistemul a carui functie de sistem
este

M=

Az)=1+Ya.z™ (5.171)

=~
Il
—_

Secventa x[n] poate fi apoi filtrata prin filtrul de tip FIR, cu functia

de sistem 121(2) , obtindndu-se secventa
p
vn]=x[n]+Y ax[n-k], n=0,12,.,N-1 (5.172)
k=1

Cascada dintre modelul ARMA(p,q) si modelul 21(2) este

aproximativ procesul MA(q) generat de modelul B(z). Astfel se
poate folosi estimatul MA pentru a obtine spectrul MA. In
particular, secventa filtratd v[n] pentru p <n< N -1 este folositd

pentru a forma secventa de corelatie estimatd r,,[m], din care se
obtine spectrul MA

q

PY(f)y= 3 r [mle (5.173)

m=—q

Se observa ca parametrii {b,} nu sunt necesari in
determinarea spectrului de putere si ca r,[m] este un estimat al
autocorelatiei pentru modelul MA din (5.157).

In formarea estimatului r,,[m] se poate folosi ponderarea cu o
fereastrda Bartlett, pentru dezaccentuarea estimatilor corelatiei pentru
deplasari mari.

In final rezulta

[A)L/:RMA(f) — PVJVMA (f) (5-174)

2
p .
1+ E &ke"z””‘




Problema selectiei ordinului modelului ARMA(p,q) se
rezolva prin minimizarea indicelui AIC [62].

AIC(p,q) =67, +W (5.175)

unde &ipq este un estimat al dispersiei erorii zgomotului alb aplicat

la intrarea modelului. Un test suplimentar asupra adecvarii unui
model particular ARMA(p,q) este de a filtra datele prin model si de
a testa dacd la iesire se furnizeazd o secventd de zgomot alb.
Aceasta ar putea necesita ca parametrii modelului MA, si fie
calculati din secventa de autocorelatie estimatd, folosind
factorizarea  spectrala  pentru a  determina  B(z) din

D(z)=B(2)B(z™).
5.3.9. Rezultate experimentale

In acest paragraf sunt prezentate cateva rezultate
experimentale privind performantele estimatilor AR si ARMA ai
spectrelor de putere, folosind date generale artificial. Scopul acestor
simuldri constd Tn compararea metodelor de estimare spectrala, din
punct de vedere al rezolutiei de frecventd, deplasarii si robustetii in
prezenta zgomotului aditiv. In aceste experimente, datele sunt
compuse din una sau doud sinosoide si zgomot aditiv. Cele doua
sinusoide sunt distantate in frecventd cu Af . In acest caz, procesul
real este de tip ARMA(4.,4). In experimente se foloseste un model
AR(p). Pentru raporturi semnal/zgomot mari, este de asteptat ca
modelul AR(4) sa fie adecvat. Pentru raporturi semnal/zgomot
scazute este necesar un model AR de ordin mai mare pentru a
aproxima procesul ARMA (4,4). Rezultatele experimentale sunt in
concordantd cu aceste aspecte. Raportul semnal/zgomot se defineste
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ca SNR=10log,, A*/20° , unde o’ este dispersia zgomotului

aditiv, considerat alb, iar A, amplitudinea sinusoidei.

Frecventa sinusoidelor componente ale semnalului, nivelul
zgomotului, faza initiald si lungimea datelor sunt trecute pe fiecare
grafic.

In figura 5.8 sunt prezentati estimatii spectrului de putere
obtinuti prin metodele Yule-Walker, Burg si a celor mai mici patrate
(LS), pentru o lungime a datelor de N=20, SNR=20dB si Af =0,13.

Se observd ca metoda Yule-Walker furnizeaza un estimat
puternic netezit, cu varfuri mici. Dacd distantarea in frecventa
descreste la Af =0,07, metoda Yule-Walker nu mai poate decela
intre cele douad varfuri, situatie ilustratd in figura 5.9.

De asemenea, se observa o deplasare in cazul metodei Burg.
Prin cresterea lungimii datelor, metoda Yule-Walker poate decide
prezenta celor douda componente spectrale. Din compararea acestor
trei metode se remarcd faptul ca metodele Burg si a celor mai mici
patrate sunt superioare pentru inregistrari de lungime mica.

o
: :

Ls

101
20 puncte
4 pol
207 SNE=204B

[pu]
m
T

e

spectrul de putere normahizat (JdB)
m

a0 Yule-Wallrer
T T
35 - - :
oz 023025 0.3 035036 04 i

Fig. 5.8. Comparatie intre metodele AR de estimare spectrala
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| 20 puncte
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SHE=20dE |

Ls
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-20

-25

a0 Tule-Wallcer

35 | S f

0.z 0.25 0.26 03 033035 0.4

spectrul de putere normalizat (4B

Fig. 5.9. Comparatie intre metodele AR de estimare spectrala

Efectul zgomotului aditiv asupra estimatilor este ilustrat in
figura 5.10 pentru metoda celor mai mici patrate.

ok 20 puncte |
2 polt

SNE=204B
-10

-1 SNR=10dB 1

-20

a5l
SHNE= 5dB
sak

spectrul de putere normalizat (JB)

T

1 1 f‘
0.2 025026 0.3 0.34 0.4

Fig. 5.10. Efectul zgomotului aditiv asupra estimatului prin metoda LS
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Efectul ordinului filtrului asupra metodelor Burg si LS este
prezentat in figurile 5.11, respectiv 5.12. Ambele metode aratd
varfuri false cand ordinul filtrului este crescut la p=12.

10
5_ .
ok 20 puncte i
SHE=10dE |
A0r - Bpol i
-15F 12 pols 8 poli 12 pel 1

20k
2Rk
A0k

spectrul de putere normalizat (B

T .
g 01 02 0326 0.3 0.4 15t
Fig. 5.11. Efectul ordinului filtrului asupra metodei Burg
10
— qF u
% 20 puncte
5 " sMR=104B ]
5 -5 ]
E o - -
g -10¢ 12 pol 12 poli
[1h)
t'l. -
=]
[T
<
)
- f

0.1 0.2 026 03 0.4 0.5

Fig. 5.12. Efectul ordinului filtrului asupra metodei LS
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Efectul fazei initiale este ilustrat in figurile 5.13 si 5.14

pentru metoda Burg si, respectiv, metoda LS. Se observad cd metoda

LS este mai putin senzitiva la faza initiala decit metoda Burg.

spectrul de putere normalizat (dB)

spectrul de putere normalizat (dB)

S0r

40F

a0

20F

10F

-10F

-20
0.2

20 puncte
4 polt
SHE=12dE
f,=0.23
£,=0.36
f

0.23 I:IEE 035036

Fig. 5.13. Efectul fazei initiale asupra metodei Burg

50

40

a0

20

10

0

-10

-20
0.

20 puncte
4 polt
SHE=12dE
f,=0.23
£,=0.36
' f

2 0.23 0.25 0.35034

Fig. 5.14. Efectul fazei initiale asupra metodei LS
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In figura 5.15 este aratata scindarea liniilor spectrale in cazul
metodei Burg, pentru p=12. Se observa cd pentru un model de
ordinul 8, acest lucru nu se produce. Metoda LS nu prezinta
scindarea liniilor spectrale pentru aceleasi conditii folosite in
simularea precedentd. Aceastd scindare din cazul metodei Burg
dispare cu cresterea lungimii datelor.

10
A 12 poli
5 0of
é -ar B polt
S -0t
E i 20 puncte
2 .o0) SNR=15dB
| £,=0.23 ¢,=0
T £,=0.36 ¢5=7/2
oo-30r
f_% _35 1 1 T\ 1 T\ f‘
0.14 0z 023025 0.3 n3/w03 0.4

Fig. 5.15. Scindarea liniilor spectrale in metoda Burg

In figurile 5. 16 si 5. 17 sunt prezentate proprietitile de
rezolutie ale metodelor Burg si LS pentru Af =0,07 si N =20,
pentru un SNR scazut (3dB). Deoarece procesul care contine
zgomot aditiv este ARMA, este necesat un model AR de ordin inalt
pentru o aproximare adecvatd la SNR scdzut. Se observa ca
rezolutia de frecventa se imbundtéteste cu cresterea ordinului.
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Fig. 5.16. Rezolutia de frecventa in metoda Burg cu N=20
207 8 F'C']_i
% 15 ¢
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5 10t
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Fig. 5.17. Rezolutia de frecventd in metoda LS cu N=20

In figura 5.18 se prezintd eroarea de predictie finald pentru
metoda Burg si un SNR =3dB. Pentru aceasta valoare a raportului
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semnal /zgomot, valoarea optima a ordinului modelului este p=12,
conform criteriului erorii de predictie finale (FPE).

2.5 T

- 20 puncte
= SNR=3dB l
& £,=026 ¢4=m/2
sl £,=0.33 ¢p3=m/2 _
2,
5 | i
2
i
m 0. |

|:| 1 1 1

0 3 10 15 20

Mumir de poli
Fig. 5.18. Eroarea de predictie finald pentru estimatul Burg

In figura 5.19 este prezentat estimatul spectrului de putere
pentru doud sinusoide neafectate de zgomot, folosind un model
ARMA(10,10).

10 :
) N=100
X ol p=rl0 |
g £,=0,2
g SN, =0 dB
S -0t £,=03 ]
L SNE,=0 dB
[
w20t 1
hesd
&-30\ /\ V\ /-
L]
40 K 0z 03 04 0.5 £

Fig. 5.19. Estimatul spectrului de putere pentru doua sinusoide neafectate de
zgomot, folosind modelul ARMA (10,10)
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In figura 5.20 este prezentat estimatul spectrului de putere
pentru doua sinusoide afectate de zgomot, folosind un model
ARMA(10,10). Se observa calitatea bund a estimatilor obtinuti prin
aceastd metodd. Conditiile in care au fost obtinuti acesti estimati

sunt prezentate 1n figura.

10 T T r r
9 .l N=100
e p=g=10
2 ol £,=0,2 1
£ SNR,=5 dB
S -20f £,=0.3 .
g 4 SNR,=10 dB |
ja i
% -40 1
& -a0 -
g I\
-Gl ! f

0.1 0z 0.3 0.4 0.5

Fig. 5.20. Estimatul spectrului de putere pentru doua sinusoide in zgomot,
folosind modelul ARMA (10,10)

5.4. Probleme rezolvate

1. Fie procesul AR(3) generat de ecuatia cu diferente
14 9 1
x[n]= Zx[n —1] +ﬁx[n -2] —ﬂx[n =31+ wn]

unde w[n] este zgomot alb de dispersie o

a) Sa se determine coeficientii predictorului liniar optim
pentru p=3.

b) Sa se determine functia de autocorelatie y_[m], 0<m <5.

c) Sa se determine coeficientii de reflexie corespunzatori

predictorului liniar anterior.
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Solutie

a)H(z)=

4,(z)=1 —EZ_I — i2_2 + LZ_3
24 24 24
Coeficientii predictorului optim sunt:

14 9 1
Ol=La[l]l=——; a,[2]=——; a,[3] =—
a;[0]=1; a;[1] 4 a,[2] 4 a,[3] 4
b) Particularizdnd relatia (5.131) pentru datele problemei,

rezulta sistemul

701 p 0=y 21+, 3] =
0142y [+, 2] =0

~ e r 0=y 4 7, [21=0

Sq7e 01 =y 2147, [3] =0

cu solutia:

7. [01=1,4702; y [11=1,2902; 7 [2]1=1,2502; 7 [3]=1,150".
Pentru a determina valorile functiei de autocorelatie pentru

m >3, se foloseste relatia

Volml= —; a7 [m—k]

de unde rezulta
7.[4]1=1091; y_[5]=0,964.
c) Coeficientii de reflexie se determina cu relatia
K, =a,[m],1<m< p,unde a, [m] se determind din polinoamele
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corespunzatoare structurii lattice cu m trepte.

A
4, (2)= (Z)l ?;Bm(z), m=321.

K, =a,[3]=0,042
14 9 L, 1

A(2)=1-—z"'-—z7+—z
24 24 24

1 9 ., 14 ,

B(z)=——-—z ——z"+z
24 24 24
A, (z)=1+ 327 27— 202 ’2—>K [2]——&—0351
575 575 575
B,(z )__& ﬁ 7l 272
575 575

A(z)=1+0,452z" > K, = a,[1]=0,452.

2. Secventa de autocorelatie a unui proces aleator este
ILm=0
-0,5, m=%1
0,625, m =12
—0,6875, m =13

Sd se determine functiile de sistem A4, (z) pentru filtrele

Vlm] =

erorii de predictie pentru m =1,2,3, coeficientii de reflexie K, si
erorile patratice medii de predictie corespunzatoare.
Solutie

Particularizand relatiile (5.129) pentru datele problemei,
rezulta

yxx[o] 7'cx[1] yxx[z] al yrx[l]
Vul=11 7001 7 1| 6y |=— 7.[2] | =
Vul=21 7. =11 7 [01]] @ V3]
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1 -0,5 0,625]|| g, 0,5
-0,5 1 -0,5 || a, |=—| 0,625
0,625 -0,5 1 a, —0,6875
cu solutia
3 1
a,[11=0; a,[2]=—=; a,[3]=—.
sU] s2l==2sal3l=3

3 1 1
A(2)=1-=z"+=2z", K, =a,[3]=—
5(2) 3 5 s =aB3]=7
Functiile de sistem ale predictorului de ordin inferior se

determind recursiv din relatia
A (z)-K B
4,.,(z)= ’”(Z)l K"; '”(Z), m=3,2,1,

care conduce la solutiile
1 1

1 _ _
AZ(Z):1+ZZ I—EZ 2, K2 =a2[2]=—5
I 1
AI(Z):1+EZ , Kl :al[l]ZE

Eroarea de predictie a predictorului cu m trepte se determina
cu relatia

E'=E/ (1-K2),cu E/ =y_[0].

Rezulta atunci:

E/ —EJ(I—K?)—nx[O][l—@ J_i

E] =E/(1-K})=y,[011-K})1-K})=
()
2 2 16
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E/ =E/(1-K}) =y, [01(1-K)(1-K)(1-K}) =
(-G
2 2 2 64

3. a) Sa se determine spectrele de putere pentru procesele
aleatoare generate de urmatoarele ecuatii cu diferente:
1) x[n]=-0,81x[n—-2]+w[n]+wn—1]

2) x[n]=w{n]-wln-2]
3) x[n]=-0,81x[n—2]+w[n]
b) pentru procesele (2) si (3), sd se determine functiile de
autocorelatie.
Solutie
-z

al. Hz)=———
) 1+0,81z7

(l—z_l)(l—z)

) M=o -
L) = o O =0 ) S (1 0812

2 2—(z+z7")
"1,6561+0,81(z° +z7)
Evaluand I' _(z) pe cercul unitate, se obtine
2(1—cos2rxf)
1,6561+1,62-cos4r f
a2. H(z)=1-z"
[ (2)=0H(2)H(z)=0,(1-z")1-2")=0,2-2"~2")
E;/aluénd I' . (z) pe cercul unitate, se obtine

r. (f) :va(2—2cos47zf)

r.(N=o,
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1

a3. H(z)=—————
@) 1+0,81z

1
— 2 B = : -
P0G OH ) =0 e

) 1
O-W 2 -2
1,6561+0,81(z"+z )
Evaluand I' _(z) pe cercul unitate, se obtine

r.(f)=o’ 1
1,6561+1,62-cos4rx f

b2.
Volml=Z [ (2)}=Z o, (227 -2")} =
=0 (=6[n+2]+268[n]-8[n-2])

b3.

4 1) 2 1 _
Valml=2 . (2);=2 {GW(1+O,8122)(1+0,8122)}

A !
" (140,927 (1= 70,927 ) (1+ j0,92) (1~ j0,92)

=2,9-62-(0,9)" cos%

4. Sa se arate ca un filtru trece tot, cu functia de sistem

Nozz -1
HE -T2
i=1 -

z

,| z;|<1, are proprietatea ca

|H(z)|>1, pentru|z|<l
|H(z)|<1, pentru|z|>1 (p4.1)

|H(z)|=1, pentru|z|=1
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Solutie
. A . * A - 1
Exprimand z si z, in forma polard z=r-e/“,z, =r-e’*,
pentru fiecare factor al produsului din enunt se poate scrie

| |rre’(“’”’) 1| P’ +1=2rr cos(w— ) v
|H,-(Z)\— ‘ ‘ i‘:

P’ +1’ =27 cos(@— m,)
Tinand cont cd 7, <1, rezulta

| H,(z)[>1, pentru|z|<l

|H,(z)|<1, pentru|z[>1

|H,(z)|=1, pentru|z|=1

Prin inmultirea factorilor H,(z), rezultd relatia (p4.1).

5. Sa se arate ca daca coeficientii de reflexie | K, [<1 pentru

toti m<p , atunci |z, |<l pentru toti i<p , unde z,, sunt
radacinile polinomului 4,(z) =1+ Zp:ap[k]z"‘
k=1

Solutie

Se foloseste metoda inductiei. Pentru p=1, dacad | K, <1,
polinomul A4 (z)=1+a[l]z" =1+Kz" are radicina z,=-K, ,
deci, intr-adevar, |z, |<1.

In continuare, se presupune ci daci |K, |<1 pentru toti

m<p-1, [<1 pentru toti j<p-1, unde z, ,; sunt

| pl/ Lj

p-1
radacinile polinomului 4, (z)=1+> a,[k]z" si sec aratd cd
k=1
|z, I<1.
Intre polinoamele A, (z) si 4,(z) exista relatia recursiva

4,(2)=4,,(2)+ sz_”Ap_l(z_l) (p5.1)
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z,; este o radacina a polinomului 4,(z), astfel incat inlocuind
aceasta radacinad in (p5.1), rezulta
Ap (Zp,i) = Ap—l (Zp,i) + szl_)ﬁAp—l (ZI_),ll) = O (p5'2)
Expresia
zP4 _(z7")
0, () =—""—— (p5.3)
i Ap—l (Z)

este de tip trece tot. Din (p5.2) rezulta ca expresia

1 z,7A4, (z)
= PP =0(z,,) (p5.4)
p—l(Zp,i)

p

care caracterizeaza un sistem de tip trece tot. Deoarece | K, <1,

rezulta ‘Qp_l (z p,i)‘ = 1 >1. Tinand cont de rezultatul din problema

|

4,rezultd |z . |<1.
Dl

6.Dacd |z, [<1 pentru toti i < p, atunci
K, <1 (p6.1)

pentru toti m<p , unde z,, sunt radacinile polinomului
p

Ap(z)=1+2ap[k]z_k , lar K, sunt coeficientii de reflexie
k=1

corespunzatori polinomului 4, (z).

Solutie

Produsul radéacinilor polinomului 4,(z) este egal cu a,[p],

adica K, =a,pl=z,,-2z,, ...z, ,. Cum modulul tuturor polilor

este subunitar, rezultd | K, [<1, adica relatia (p6.1) este adevarata

pentru m=p.
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Pentru a arata cad relatia (p6.1) este adevdratd pentru
m=p-1, este suficient a arata cd [z, [<] pentru j<p-1.
Pentru aceasta se formeaza functiile trece tot
z "4, (z™h

4,(2)
De asemenea, se foloseste relatia de recurenta
-p -1
A, (z2)-K,z"4,(z)
2
1-K7

0,(2)=

(p6.2)

Ap—l (2)=

Deoarece 4, ,(z, ;) =0, din (p6.2) rezulta

Az, ;)-K,z"4, (2127—1,/') =0, adica
z P A (z 1
‘Qp(zp—l,j)‘ :| 20,4, p—l,/)| — >1,deci |z, <1si
| 4, | K,
| Kp—l =] ap—l[p — 1] Zpa1 " Zpa " g pl [<1.

Continuand in acelasi mod, se decide cd | K, |<1 pentru toti

m<p.

7. Daca | K, |<1 pentru toti m<p-1si |K =1, atunci
polinomul A4, (z) are toate radacinile pe cercul unitate, adica
|z,,;[=1 pentrutoti i < p.

Solutie

Din problema 6 rezulta cd |z, [<l, deoarece |K, |<1
pentru toti m < p—1.

Expresia
Z_"’Ap_1 (z™)
Ap—l(Z)

este de tip trece tot. Din (p5.2) rezulta ca expresia
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pl(sz)|:
pl(zpl) ‘ ‘K‘

(p4.1), conduce la concluziaca |z, |=1.

, ceea ce, conform relatiei

0,z =1

8. Daca | K, |<1 pentru toti m<p-1si |K [>1, atunci
polinomul 4, (z) are toate radacinile in exteriorul cercului unitate,

adica |z, [>1 pentru toti i < p.

Solutie
in acest caz
- -
‘Qp_l(zpi)‘—| 4,1, i) ceea ce, conform relatiei
T 4G | \K\
p-1 pl

(p4.1), conduce la concluziaca |z, > 1.

9. Un proces aleator stationar AR(p) satisface ecuatiile

rulml+ Y a K]y, [m =] ={

o>, m=0

0, 1<m<p
unde a [k] sunt coeficientii predictorului liniar de ordin p si o,

este eroarea patraticd medie minima de predictie. Dacd matricea de

autocorelatie
701y 0 plp]
r, - vy 0l .oyl lp =1l
L7ulp] 7 [p ... 7.0l

este pozitiv definitd, sd se aratd ca pentru 1<m < p, coeficientii de

reflexie satisfac relatia | K [<1.
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Solutie
Relatia din enunt poate fi scrisd matriceal sub forma

7,01 0yl ][ al00] [ol]
]/xx[l] yrx[o] e yxx[p_]‘] . ap[l] — O
_yxx[p] yxv[p_l] yxx[()] n _ap[p]_ L O ]
Din acest sistem de ecuatii, rezulta
oA . . .
a,[0]= £ unde Arp este deternminantul matricei I', , iar
1—‘[H—]
A; ., determinantul matricei I' , .

A
Dar a,[0]=1, fapt ce conduce la ol = > Cum matricea

Tr

p
de autocorelatie este pozitiv definita, ambii determinanti din relatia
precedentd sunt pozitivi, de unde rezultd ¢d o >0 . Folosind

P
recursiv relatia (3.83), rezulta o> =[ [(1-K})y.[0]>0, unde K,

m=1
reprezintd coeficientii lattice corespunzatori predictorului liniar.
Relatia precedentd implica | K, |<1.
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