CAPITOLUL 7

TRANSFORMATA FOURIER DISCRETA

Transformata Fourier discreta joaca un rol foarte important in
multe aplicatii ale prelucrarii numerice de semnal, cum ar fi filtrarea
liniara, analiza si estimarea spectrala. Motivul esential al importantei sale
rezida 1n existenta unor algoritmi eficienti de calcul ai acestei
transformate.

7.1. Transformata Fourier discreta pentru secvente
de durata finita

Transformata Fourier a unei secvente x[n] de durata finita L se

calculeaza cu relatia
L-1

X(@)=) x[nle”™" 0<o<2n (7.1)

n=0
Se presupune ca x[n] = 0 in afara domeniului 0<n<L-1. Daca se
esantioneazd X(w) la frecventele o, = % , k =0,1,2,...,N-1, unde
N > L, esantioanele rezultate sunt

2TCk L-1 ) N-1 )

X[k]= X(Tj = Z:x[n]e_ﬂ“k"”v = Zx[n]e‘"znk”w k=0,1,2,...,N-1(7.2)

n=0 n=0

Limita superioara a sumei s-a considerat N — 1, deoarece x[n] = 0 pentru

n>L.
Relatia (7.2) este cunoscuta sub denumirea de transformata
Fourier discreta (DFT) a semnalului x[n].

N-1

Relatia x[n]= %ZX[k]eﬂ“k’”N, n=0,1,2,....,N-1 (7.3)
k=0

defineste transformata Fourier discreta inversa (IDFT) si permite

refacerea semnalului x[#] din esantioanele spectrului. Daca L <N, IDFT

in N puncte va determina x[n] =0 pentru L<n< N —1.
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Transformata Fourier discreta este definita pe o submultime a multimii
numerelor Intregi cu valori in multimea numerelor complexe.

X[k]= X[k]| e (7.4)
unde | X[k]| reprezinta modulul transformatei Fourier discrete, iar
ZX[k], faza sa. Relatiile (7.2) si (7.4) pot fi considerate ca transformari
liniare ale secventelor x[n], respectiv, X[k].

Se definesc vectorii coloana

E X[0]
1] X[1]
Xy = : Xy = . (7.5)
| x[N-1]] | X[N 1]
s matricea
11 | 1]
I wy wy ... wy
1w, wy ... wfv(N’l)
W, =|. . . Co . (7.6)
11 wiy wfv(N S wngfl)(Nfl) ven

2n

J .o . .. .
unde w, =e " este o radacind de ordin N a unitatii, numita nucleul

transformatei Fourier discrete.
Cu aceste definitii, DFT in N puncte se exprimda in forma
matriceala
Xy = Wy Xy (7.7)
unde W este matricea transformarii liniare.
Se observa ca Wy este simetrica. Presupunand ca W admite inversa, se
poate scrie

xy=W,'X, (7.8)
care este IDFT.
Cu (7.5) si (7.6), relatia (7.3) poate fi scrisa compact sub forma
1.
Xy = WXy (7.9)

unde W, este conjugata lui Wy. Comparand (7.9) cu (7.8) rezulta
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IR G-
w,! :NWN (7.10)
care implica
W, Wy,=N-1, (7.11)
unde I este matricea unitate de ordin N. Prin urmare, matricea Wy din

kS

transformare este ortogonala si, mai mult, inversa sa exista si este TN .

Se observa ca pentru calculul DFT, in fiecare punct sunt necesare N
multiplicari complexe si (N-1) adunari complexe, astfel incat pentru
calculul DFT in N puncte sunt necesare N” multiplicari complexe si N(N-
1) adunari complexe. Datorita proprietatilor de simetrie si periodicitate
ale DFT s-au putut dezvolta algoritmi rapizi de calcul, cunoscuti ca
algoritmi pentru transformata Fourier rapida (FFT, Fast Fourier
Transform) utilizati in calculul DFT si IDFT. Din acest motiv DFT si
IDFT joaca un rol foarte important in procesarea digitala de semnal, cum
ar fi analiza de frecventa, estimarea spectrala si filtrarea liniara.

7.1.1. Cateva proprietati ale DFT

1) Periodicitatea Daca x[n] si X[k] sunt perechi DFT in N
puncte, atunci
xn+N]=x[n], Vvnez (7.12)
si X[k+N]=X[k], VkeZ (7.12"
2) Liniaritatea Daca x[n] si X[k] sunt perechi DFT in N puncte,
atunci

Zaj xj [n] DFT in N puncte N ZX/ [k] (713)
J J

Aceasta proprietate decurge direct din definitia transformatei Fourier
discrete directe.

3) Deplasarea si simetria circulara in timp

Datorita proprietatii de periodicitate, transformata Fourier discreta

in N puncte a unei secvente x[n], de durata finita, L< N, este
echivalenta cu transformata Fourier discreta in N puncte a unei secvente
periodice x, [n], de perioada N, obtinuta prin repetarea periodica a lui

x{n]
xp[n]: ix[n—mN] (7.14)
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Prin deplasarea lui x, [n] cu k unitati spre dreapta (k>0), se obtine

secventa periodica

xp'[n]zxp[n—k]: ix[n—k—mN],lOO (7.15)

Secventa aperiodica de lungime finita
[n],0<n<N-I;
)= 4ol 0= n : (7.16)
0, in rest

se obtine din secventa originala x[n] prin deplasare circulara. Relatia

intre cele doua secvente este ilustrata in figura 7.1 pentru N=4 si k=2.
Deplasarea circulara cu k unitati a unei secventei poate fi reprezentata cu
indexul modulo N

x'[n]= x[(n - k) modulo N]=x[(n—k),] (7.17)

1] 34[
2
1]
o123

@ 1] 2[1]

4
3
2
LTT I [ *[0]
34567 x[2] 0
o2l 4 4 4
, 3 , 3 , 3 3] *[3]
LT LT ©
6543210123435

Figura 7.1. Deplasarea circulara a unei secvente de lungime N=4. (a) secventa aperiodica
x[n], (b) repetarea periodica a secventei X[7], (c) deplasarea cu doua unitati spre

dreapta a secventei X » [n], (d) deplasarea circulara cu doua unitati spre dreapta a

secventei aperiodice X[7], (¢) deplasarea circulara ilustrata prin plasarea esantioanelor
secventei pe circumferinta unui cerc.

Pentru exemplul considerat,

240



x'[0] = x[-2,(mod4)] = x[2] , x'[1] = x[-1,(mod 4)] = x[3],

x'[2]=x[0,(mod4)]=x[0], x'[3]=x[l,(mod4)]=x[1]. Se observa ca
x'[n] este chiar x[n] deplasat circular cu doua unitati de timp, unde
sensul trigonometric a fost ales arbitrar drept directia pozitiva de
deplasare. Deplasarea circulara a unei secvente de lungime N este
echivalenta cu deplasarea liniara a extensiei sale periodice, obtinute prin
repetarea periodica, cu perioada N, a secventei Xx|n|, si invers.
Periodicitatea ce rezulta din aranjarea celor N puncte ale secventei pe
circumferinta unui cerc determina definitii echivalente ale simetriei pare,
impare si refectarii in timp a unei secvente.

O secventa de lungime N este circular para daca este simetrica
fata de punctul 0 de pe cerc, adica x[N —n]=x[n], 0<n<N-I.

O secventd de lungime N este circular impara daca este
antisimetrica fata de punctul 0 de pe cerc, adica
X[N—-n]=—x[n], 0<n<N-I.

Reflectarea sau inversarea in timp se realizeaza prin reflectarea
esantioanelor fata de punctul 0.

K(=n),]=x[N-n], 0<n<N-1 (7.18)
4)Multiplicarea a doua DFT si convolutia circulara Se
presupun doua secvente de durata finita N, x,[n] si x,[n] ale caror

transformate Fourier discrete sunt
2nkn

N-1 -
X K=Y x[le’ v, k=0,N-1 (7.19)
n=0

2nkn

"N k=0,N-1 (7.20)

X,[k]= g‘ixz [n]ei

n=0
Prin multiplicarea lor se obtine o secventa X,[k], al carei original este o

secventa x,[n], tot de lungime N. In continuare, se va stabili o relatie intre
X [n] » Xy [n] si [n]

X,[k]= X [k]- X,[k], k=0,N-1 (7.21)
Aplicand IDFT relatiei (7.21), se obtine

N-1 N-1
x,[m]= %Z X, [k] &N %Z X, [K1X,[K] e (7.22)
k=0 k=0

Inlocuind (7.19) si (7.20) in (7.22), rezulta
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S| & [] kN || R [] 2nkl/N | j2nkm/N
x,|nfe”’ ™" x,|lle’ " e/ T =
¥ Zoble | St

0 [_n=0

N-1 N-1 v
=5 2l 2w l] {Z g/ 2mklm=n=l)/N }
N n=0 1=0 pa

In evaluarea relatiei (7.23) se foloseste formula
N, daciaa=1

at =<1_4" (7.24)
1-a , dacia=l.

2|~

(7.23)

l—a
Daca se noteaza e/ 2k m=n-DIN — g (7.25)

se observa ca a=1 cAnd m—n—1[ este multiplu de N si a"=1. Rezulta
atunci

Sy _ [N pentru [=m=nt pN =((m=n)y) p-intreg
0, 1in rest.

) (7.26)
Inlocuind (7.26) in (7.23), se obtine

x3[m]:Zx1[n]x2((m—n)N), m=0,1,...N -1 (7.27)

Relatia (7.27) este o suma de convolutie, numita convolutie circulara,
datorita indexului (m—n),. Convolutia circulara a doua secvente de
lungime N se mai noteaza cu

5) Translatia circulara in timp a unei secvente Daca x[n] si
X[k] sunt perechi DFT in N puncte, atunci

X[(I’l _ m)N] DFT in N puncte N e—jZTc km/NX[k] (728)
Demonstratie
N-1 m—l
DFT{{(n-m), }= > x[(n—m) Je 7" =3 xl(n—m),, ] +
n=0 =0

N-m-1

+zx[(n m)N]e jamkn/N _ zx[p]e Jamk(mp)IN | Zx[p —jamk(mtp)/N _

N-m-1
e—]ZT:km/N Zx[p]e j2nkp/N + Zx[p j2T[kp/N:| —j21rkm/NX[k]
p=N-m p=0

6) Translatia circulara in frecventa a unei secvente Daca x[n]
si X[k] sunt perechi DFT in N puncte, atunci

x[n]e(/’Zn nm/N DFT in N puncte N X[(k _ m)N] (729)
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Demonstratie

N-1

N-1
DFT{x[n]ejZTCmn/N }: zx[n]ejZTtmn/NeijTCkn/N :Zx[n]eijT[(kfm)rz/N :X[(k _ m)N]
n=0

n=0
7) Inversarea circulara in timp a unei secvente Daca x[n] si
X[k] sunt perechi DFT in N puncte, atunci

x[—n]=xN —n]—2LnNpwce y XT(-k), 1= X[N —k] (7.30)
Demonstratie
N-1 1 N
DFT [N n] — x[N_n]eijnkn/N :zx[m]esznk(zvfm)/zv :zx[m]e—j2nk(N—m)/N
n=0 m=N m=1
dar e—j2nk(N—m)/N :e—j2nk(—m)/N :e—j2rrm(—k)/N :e—jZTEm(N—k)/N, astfel incat

DFT{x[N —nl}= ﬁ“ xme 2NN = XN — k]

m=1
8) Conjugarea complexa Daca x[n] si X[k] sunt perechi DFT
in N puncte, atunci

x [n] 2N pmce oy x'[(=k), 1= X [N —k] (7.31)
Demonstratie
N-1 ) N-1 ) : Nl ) '
DFT{X* [n]} _ Z x* [n]e_Jzn kn/N z(z x[n]e"zn kn/N j — (z x[n]e—/Zn(N—k)n/N j —
n=0 n=0 n=0
=X [(_k)N ]

9) Convolutia circulara Daca x,[n] si X,[k], x,[n] si X,[k],

sunt perechi DFT in N puncte, atunci

3 [ ® x, [n] 2L owete s []X, [] (7.32)
Demonstratia acestei proprietati a fost data in paragraful 4.2.3, la
propritatile seriei Fourier discrete.

10) Proprietati de simetrie Proprietatile de simetrie se obtin
aplicand metodologia folosita in paragraful 4.2.9. Daca un semnal
prezinta proprietati de simetrie in domeniul timp, este posibila deducerea
unor caracteristici ale semnalului in domeniul frecventa.

Secventa x[n] si transformata sa Fourier discreta X[k] se presupun

complexe, adica

x[n]=xz[n]+ jx,[n], 0<Sn<N-1 (7.33)
X[kl= X [k]+ jX,[k], 0<k<N-1 (7.34)
unde indicii R si I specifica partea reala, respectiv imaginara.
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nlocuind (7.33) si e /> =cos2nkn/N — jsin2mkn/ N in expresia DFT
data de (7.2) si separand partile reale si imaginare, se obtine

Xplk]l= f[x,e[n]cos 2nkn/ N + x,[n]sin 2nkn/N] (7.35)
0
X,[n]= —NZ_‘:[xR[k]sin 2mkn/ N — x,[n]cos 2mkn/ N | (7.36)
Similar, inlocuind (7n.=304) in expresia IDFT data de (7.3), se obtine
xp[n]= %E[XR [k]cos2mkn/N — X ,[k]sin2mkn/ N|  (7.37)
x,[n]= Wg[XR [ksin2mkn/ N + X ,[k]cos2mkn/ N] ~ (7.38)

In continuare, se vor considera citeva cazuri particulare:
a) Secvente cu valori reale Daca x[n] este real, din (7.2) rezulta

X[N -k]=X[k]= X[-k] (7.39)

In consecinta, | X[N —k]|= X[k]| si ZX[N—-k]=-2X[k]. Deoarece
x,[n]=0, x,[n]=x[n], (7.37) fiind o alta forma pentru IDFT.

b) Secvente reale pare Daca x[n] este real si par, adica

X[N—-n]=x[n], 0<n<N-1, din (7.36) rezulta X,[k]=0 si DFT

se reduce la relatia
N-1

X[k]=Y x[n]cos2mkn/N, 0<k<N-1 (7.40)
n=0
care este reala si para. IDFT se reduce la
N-1
x[n]=%2X[k]cosann/N, 0<n<N-1 (7.41)
k=0

¢) Secvente reale impare Daca x[n] este real si impar, adica
x[n]==x[N—-n], 0<n<N-1,din (7.35) rezulta X, [k]=0 si DFT

devine
X[k]z—jfx[n]sinann/N, 0<k<N-1 (7.42)
care este pur imaginara sini:ronparé. IDFT se reduce la forma
x[n]=j%§X[k]sin2nkn/N, 0<n<N-1 (7.43)

d) Secvente pur imaginare In acest caz x[n]= Jjx,[n] sirelatiile (7.35)
s1 (7.36) devin
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Xplk]l= fx,[n]sin 2nkn/ N (7.44)

n=0

X,[n]= gx,[n]COSZRM/N (4.45)

n=0
Se observa ca X ,[k] este functie para si X,[k] impara. Daca x,[n] este
impar, atunci X,[k]=0 si X[k] este real. Daca x,[n] este par, atunci
X,[k]1=0 si X[k] este pur imaginar.

Exemplul 7.1.
Sa se efectueze convolutia circulara a secventelor
x[n]={2,1,2,1si x,[n]={1,2,3,4}
Solutie.  Convolutia circulara poate fi efectuata grafic, plasand
esantioanele secventelor
pe un cerc. Inlocuind N=4 in (7.27) si tinind cont de figura 7.2 rezulta
x[0]=14, x[i]=16, x,[2]=14, x,[3]=16, adica

x,[n]= {14,16,14,16}

Din exemplul considerat se observa ca si convolutia circulara
implica aceleasi operatii ca si cea liniara: reflectarea unei secvente,
deplasarea, multiplicarea si in final sumarea produselor. Diferenta fata de
convolutia liniara consta in faptul ca reflectarea si deplasarea se

efectueaza circular, prin calcularea indexului uneia din secvente modulo
N.

Convolutia circulara este comutativa, deci oricare din secvente
poate fi reflectata si deplasata modulo N fata de cealalta, fara modificarea
rezultatului.

Exemplul 7.2.

Sa se determine convolutia circulara X, [n] =X, [n]@ x,[n] din

exemplul precedent, cu ajutorul DFT si IDFT.
Solutie.

3
X\[k1=Y x[n]e ™ =24 e 42 e 4o P2k =0,1,2,3.
n=0
X [0]1=6; X [1]=0; X,[2]=2; X[3]=0.
3
X,[k1= x,[n]e /7 =142 e 4367 146772 (=0,1,2,3
n=0

. X,[0]1=10; X,[l]=-2+j-2; X,[2]=-2; X,[3]=-2-j-2.
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X3[k]=X1[k]'X2[k],
X,[0]=60; X,[1]=0; X,[2]=-4; X,[3]=0.

Figura 7.2 Convolutia circulara calculata grafic
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3
xn]== X [k e k4 :%(60—4-61””); n=0,1,2,3.

X, [n = {14, 16, 14, 16}, asa cum era de asteptat.

7.2. Relatiile transformatei Fourier discrete cu alte
transformate

Transformata Fourier discreta (DFT) si inversa sa (IDFT)
reprezinta mijloace importante utilizate in diverse aplicatii de prelucrarea
numerica a semnalelor. Importanta lor este data si de multitudinea de
algoritmi eficienti de calcul, cunoscuti sub numele de transformate
Fourier rapide. Prin urmare, este important a se stabili relatiile care exista
intre transformata Fourier discreta si celelalte modalitati de prelucrare a
semnalelor numerice.

7.2.1. Relatia dintre transformata Fourier discreta si
seria Fourier a unei secvente periodice

Pentru comoditate se reamintesc relatiile pentru DFT si IDFT, si
anume

N-1 _J2mkn
DFT: X[k]=>x[ne ¥ ., k=0,1..,N-1, (7.46)
n=0
1 N-1 J2mkn
IDFT: x[n]:NZX[k]e ¥, n=0,1...,N-1. (747
k=0

Un semnal periodic x,[n] de perioada N poate fi descompus in

serie Fourier
N-1 Jj2mkn

x[n]:cheT, n=0,1,...,N-1, (7.48)
k=0
unde coeficientii seriei Fourier sunt dati de relatia
N-1 _j2mkn
ck=%2x[n]e ¥, k=0,1,...,N-1 (7.49)
n=0

Din compararea relatiilor (7.46) si (7.47) cu (7.48) si (7.49) se
observa ca relatia (7.49) care da coeficientii seriei Fourier are forma unei
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DFT. De fapt, daca se defineste o secventa x[n], identica cu x,[n] pe o
perioada, DFT a acestei secvente este

X[k]=Ne¢, (7.50)
In plus, (7.48) are forma unei IDFT. Astfel, DFT furnizeaza o legatura
importanta intre caracterizarea in domeniul frecventa a secventelor

periodice si secventelor aperiodice de durata finita. Relatiile anterioare
sugereaza ca DFT poate fi vazuta ca fiind spectrul discret al semnalului

periodic x [n]. Intr-o astfel de interpretare, o secventa de durata finita

x[n] de lungime N este vazutd ca o singurd perioada a unei secvente
periodice

x,[n]= ix[n—mN] (7.51)

Spectrul discret al semnalului x,[n] este

—j2mkn

N-1
X[k]=Yx,[nle ¥ =Nc,, k=0,1,..,N-1 (7.52)
n=0

si IDFT devine

Jj2mkn

N-1
xp[n]ziZX[k]e N on=0,1...,N-1 (7.53)
Nk=0

7.2.2. Relatia dintre transformata Fourier discreta si
transformata Fourier a unei secvente aperiodice

Fie x[n] o secventa aperiodica, de energie finita, cu transformata Fourier

X(@)= Y x[nle”™" (7.54)
Aceasta este esantionata in N puncte echidistante din intreg intervalul
fundamental de pe axa frecventei ® € [—n ,T ], obtindndu-se esantioanele

spectrului
2nnk

X[k]EX(CO)h:zik = ix[n]e_JT , k=0,1,....N—1 (7.55)
N n=—o0

Componentele spectrale X [k], k=0,1,....N—1, sunt chiar
coeficientii transformatei Fourier discrete ai secventei periodice x, [1]

obtinute prin repetarea periodica a lui x[n], cu perioada N, adica (7.51).
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Astfel, x, [n] se obtine din toate alias-urile lui x[#] adunate in intervalul

delaOla N-1.
Daca x[n] este de durata finita si de lungime L <N, atunci nu
exista eroare alias in domeniul timp si
xn]=x,[n], 0<n<N-1 (7.56)
In aceasta situatie se obtine, intr-adevar, x[n] prin aplicarea transformatei

Fourier ~ discrete inverse asupra esantioanelor ~ X[k], unde
k=0,1,...,N-1.

7.2.3. Relatia dintre transformata Fourier discreta si
transformata Z

Fie x[n] o secventa care are transformata Z

0

X(z)= Zx[n]z_" (7.57)

n=—0

si regiunea sa de convergenta include cercul unitate.
Daca X(z) este esantionata in puncte echidistante pe cercul

. - P
unitate, astfel 1Incdt punctele de prelevare sunt z, =e V ,

k=0,1,..., N—1, atunci
2nnk

X=X, A=Yl " . k=0L..N-1 (758)

Membrul drept al ecuatiei (7.58) este chiar transformata Fourier X (o)
evaluata la cele N frecvente echidistante din intervalul fundamental.
Prin urmare, daca x[n] are o durata N sau mai mica, atunci

secventa poate fi reconstituita cu ajutorul DET in N puncte. In aceasta
situatie favorabila se poate determina in mod unic si transformata sa Z,
exprimand x[n] cu ajutorul IDFT

X(z)=Y xlnl = Z{% ] X[k]e'/N}z” (7.59)

n=0 n=0
Schimband ordinea de sumare, rezulta
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1 e[ v 2mkn ] 1 M N-1 2mkn
X(z):ﬁ X[k]e Nz =— X[k Ze Nz =
n=0| k=0 N k=0 n=0
. 7.60
1] A N1 2k . ! 1 Y= 1=z7N ( )
:N X[k Z e "z :NZX[k] ek
k=0 =0 | k=0 1_e N 5
Astfel, X(z) devine
1-zV & Xk
X(z2)= Lk] (7.61)
R

Prin urmare, daca secventa x[n] este de durata finita, atunci transformata

sa Z poate fi calculata cu ajutorul esantioanelor transformatei Z evaluate
pe cercul unitate. O formula analoagd se poate obtine si pentru
transformata Fourier discreta, prin evaluarea transformatei Z pe cercul
unitate

j(m 21rkj
k=0 -
l-e N

Egalitatile (7.61) si (7.62) sunt formule de interpolare de tip
Lagrange si ele exprima pe X (o) in functie de esantioanele X [k],
k=0,1,..., N -1, egal distantate in frecventa.

7.2.4. Relatia dintre transformata Fourier discreta si
coeficientii seriei Fourier a unui semnal analogic periodic

Fie x,(¢f) un semnal periodic definit in timp continuu. Daca

1 . . . . .
T, =—- este perioada sa, atunci semnalul se descompune in serie Fourier
0

x,(t)= ZCkejZ“kpot , (7.63)
k=—0
unde
_ 1 —J 2mkFyt
Q—ZL%@e o dt (7.64)

sunt coeficientii seriei Fourier.
Esantionand x_(¢) cu o frecventa de esantionare F, de N ori mai

mare decat fundamentala semnalului periodic
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F = N_1 (7.65)
ST, T
se obtine semnalul discret
n]=x,(nT) = D el = zck (7.66)
k=—0
Dar
'2—nkn 25 k—mN )n
e’V =ejN( ) , (7.67)

pentru orice me Z..
Relatia (7.66) poate fi descompusa intr-o suma infinita de sume de cate N
termini

i j%/m i 21:/[ n 2[:; n Wkn 2N-1 Wkn
x[n]z che =...+ che + che +che + che
k=-2N
3N-1 Nkn 0 mN+N-1 /Wkn 0 mN+N-1 ‘/‘Wn(k—mN)
I TLAESED 3l WPPL D M W
k=2N m=—0| k=mN m=-w©| k=mN

In membrul drept al ultimei egalitati se face schimbarea de variabila
k—mN = p, apoi se schimba ordinea de sumare si, in final, se revine la

indicele k. Rezulta astfel

m=-co| p=0 p=0_m=—0
(7.69)
] 2 LS ,%’/m
=2 2 e ¥ =D cle
p=0_m=—0 k=0
unde
o0
4 —
€= D Cimy (7.70)
m=—0n

este spectrul obtinut prin repetarea periodica a spectrului ¢, la fiecare N

esantioane, adica este chiar o secventa alias a spectrului c, .
Pe de alta parte

1 N-l jz—nkn
=—> X[kl ¥, n=0,1,..,N-1 (7.71)
In consecinta, aplicind transformata Fourier inversa se obtine
X[k]=N > ¢,y =Nc}, (7.72)
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altfel spus, transformata Fourier discreta furnizeaza liniile spectrale ale
spectrului, afectate insa de efectul alias.

7.2.5. Relatia dintre transformata Fourier discreta si
transformata Fourier a unui semnal analogic aperiodic

Se considera un semnal aperiodic x,(¢), de energie finita, a carui
transformata Fourier este X, (F). Prin esantionarea sa cu frecventa de

esantionare F,, se obtine semnalul discret

xn]=x,(nT), (7.73)
a carui transformata Fourier este
X(gjzﬁ; S X, (F-mF) (.78
sau, echivalent S o
X(N)=F. Y X, -m)F,); (175)
X(©)=F, 3 X, (©-2mm)F,) (7.75)

Inevitabil, apar efecte alias care pot fi reduse prin prefiltrarea semnalului
analogic Tnainte de esantionare sau prin esantionarea cu o frecventa mai
inalta. Daca spectrul X (w) este la randul sau esantionat la N intervale de

frecventa egal distantate
o, =—, k=0,1...,N-1 (7.76)

atunci

X=X, = =F Y X, ([% - 2“’”)&) -

=—

= Ev mi_anK(k]}\} _mFs-jj s

pentru £k =0,1,..., N—1.
Prin urmare, esantioanele {X [k]}k=0,l,...,N—1 pot fi vazute ca DFT a

(7.77)

unei secvente periodice x, [1], date de

xp[n]= ix[n—mN]= ixa(nT—mNT) (7.78)

m=—0 m=—00
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Din relatiile anterioare rezulta ca legatura dintre semnalul in timp
discret obtinut prin esantionarea unui semnal analogic x,(¢) cu frecventa

S

. . . F
de esantionare F, si spectrul corespunzator esantionat cu —- este o

S

transformata Fourier discreta in N puncta

o0 o o0 F
S x, (nT —mNT) 2L N puncte o 5> X((kN —mFSD (7.79)

m=—x m=—00

Aceasta pereche DFT indica prezenta efectelor alias atat in domeniul timp
cat si in domeniul frecventa. De asemenea, sugereaza eventualele
dificultati ce pot aparea cand se doreste calcularea spectrul unui semnal
analogic cu ajutorul transformatei Fourier discrete, in functie de alegerea
marimilor F; si N.

7.3. Metode de filtrare liniara bazate pe DFT

In paragraful 7.1 s-a definit transformata Fourier discreta ca
versiunea esantionata a transformatei Fourier X(w) pentru secventa de
durata finita x[n] Esantionarea a fost realizata in N frecvente egal
distantate ®, =2nk/N,k=0,1,...N -1, rezultind

X[k]= X(@)], k=0,1,...N—-1 (7.80)

k=2TCk/N ?

Pentru secventa x[n] s-a obtinut transformata Fourier discreta
N-1
DFT: X[K1=Y x[n]e ™™ | k=0,1,..N-1 (7.81)
n=0

din care se reface secventa x[n] cu ajutorul transformatei Fourier discrete
inverse

N-1
IDFT: x[n]= %ZX[I{] e/ N - p=0,1,...N -1 (7.82)
k=0

Deoarece DFT furnizeaza o reprezentare discreta in domeniul frecventa a
unei secvente de durata finita, datorita proprietatilor sale, ea este folosita
ca un instrument de calcul in analiza sistemelor liniare si, in special, in
filtrarea liniara.

S-a aratat ca, daca la intrarea unui sistem liniar al carui raspuns in
frecventa este H(w) se aplica un semnal al carui spectru este X(w), el
produce o iesire cu spectrul

Y()=X(®) H®) (7.83)
din care, cu transformata Fourier inversa, se obtine
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y[n]= i [Y(@) e do (7.84)

In aceasta abordare a aflarii raspunsului intervin functii continue de ®. In
consecinta, aceste calcule nu pot fi realizate cu ajutorul unui calculator
numeric, insa, datoritd caracterului discret al DFT, aceasta problema
poate fi surmontata. In multe aplicatii se urmareste obtinerea convolutiei
liniare a doua secvente, adica se doreste implementarea unui SDLIT care
realizeaza operatia de filtrare liniarda a secventei de intrare. Pentru a
obtine convolutia liniara a celor doua secvente cu ajutorul DFT, trebuie
stabilite conditiile n care convolutia circulara produce acelasi rezultat ca
si cea liniara. Odata stabilite aceste conditii, implementarea convolutiei
liniare a doua secvente x[n] si A[n] cu ajutorul DFT se realizeaza
parcurgand urmatorii pasi:

1) Se calculeaza DFT in N puncte X[k] si H[k] pentru cele doua
secvente;

2) Se calculeaza produsul Y[k]= X[k]H[k]; 0<k<N-1;

3) Se calculeaza y[n]=x[n]®Ah[n] ca IDFT a lui Y[k], in N
puncte.

7.3.1. Folosirea DFT in filtrarea liniara

In paragraful 7.1 s-a aratat ca produsul a doua DFT este echivalent
cu convolutia circulara a secventelor corespunzatoare din domeniul timp.
Aceasta va fi egala cu convolutia liniara a celor doua secvente de lungime
finita, in functie de relatia dintre numarul de puncte in care s-a calculat
DFT si lungimile celor doua secvente.

Se presupune ca secventa de intrare x[n] este de lungime finita, Z,
si se aplica unui filtru FIR de lungime M, adica

x[n]:O pentru n<0, n=L

An]=0 pentru n<0, n>M
unde h[n] este raspunsul la impuls al filtrului. Iesirea filtrului, y[n], poate
fi determinata in domeniul timp cu ajutorul sumei de convolutie

y[n]= gh[k] x[n—k] (7.86)

Deoarece hln] si y[n] sunt de durata finita, convolutia lor va fi, de

(7.85)

asemenea, o secventa de durata finita, de lungime L+ M —1, produsul
hlk] x[n - k] fiind egal cu zero pentru toti k, daca n<0 si n>M-+L-2.
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Raspunsul in frecventa echivalent relatiei (7.86) este

Y(0)=X(0) H(o) (7.87)
DacaY[k]=Y()| , ,, , =X©@)-H@)| , . .. k=01...N-1(7.88)
Atunci Y[k]= X[k]-H[k], k=0,1,...N-1 (7.89)

unde {X[k]} si {H[k]} sunt transformatele Fourier discrete ale

secventelor x[n], respectiv, h[n] In paragraful 6.4 s-a aratat ca daca
transformata Fourier Y(®w) a unui semnal discret aperiodic este
esantionata in N puncte echidistante in intervalul fundamental, secventa
rezultata reprezinta coeficientii seriei Fourier discrete a semmnalului
periodic

0

v, ] = mgwy[n—mN],OSnSN—l (7.90)

0, in rest

Din (7.89) rezulta

y,[n]=x[n]® hln] (7.91)
Conform relatiei (7.90), se observa cum convolutia circulara a doua
secvente de lungime finita este echivalenta cu convolutia liniara a
secventelor in conditii de suprapunere a esantioanelor (eroare alias) in
domeniul timp, datorita periodicitatii. De notat ca daca N este mai mare
decat L si M, X[k] si H[k] reprezinta exact pe x[n] si A[n], in schimb
y,[n] va fi egal cu y[n] pentru toti n, numai daca N este mai mare sau
egal cu lungimea secventei y[n], adica L+M-1.

Daca secventa y[n] poate fi reprezentata unic in domeniul
frecventa prin esantionarea spectrului Y(w) Iintr-un set de frecvente
discrete, numarul esantioanelor distincte trebuie sa fie egal sau sa
depaseasca L+ M —1. Asadar, pentru a reprezenta y[n] in domeniul
frecventa, este necesar ca DFT sa fie de dimensiune N> L+M —1.

Deoarece secventele x[n] si 4[n] au durata mai mica decat N, ele
se completeaza cu esantioane egale cu zero pana la N. Aceasta crestere a
lungimii secventelor nu modifica spectrele X(w) si H(w), care sunt
continue pentru secvente aperiodice. Prin esantionarea spectrului in N
puncte echidistante, s-a crescut numarul de esantioane ce reprezinta
secventele in domeniul frecventa fata de numarul minim L sau M.

Deoarece numarul N=L+M -1 1in care se calculeaza
transformata Fourier discreta a iesirii este suficient pentru a reprezenta

y[n] in domeniul frecventa, rezulta ca multiplicarea, conform relatiei
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(7.89), a transformatelor Fourier discrete X[k] si H[k], calculate in N
puncte, urmata de transformata Fourier discreta inversa trebuie sa aiba
drept rezultat secventa y[n] Acest lucru implica echivalenta dintre
convolutia circulara in N puncte a secventelor x[n] si h[n] si convolutia
liniara a secventelor x[n] si A[n].

Cu alte cuvinte, crescand lungimile secventelor x[n] si 4[n] la N
puncte (prin completarea cu zerouri), efectudnd convolutia circulara a
secventelor rezultate, si apoi transformarea inversa, se obtine acelasi

rezultat ca in cazul convolutiei liniare. In aceste conditii, transformata
Fourier discreta poate fi folosita in realizarea filtrarii liniare.

Exemplul 7.3.
Folosind DFT si IDFT sa se determine raspunsul filtrului FIR,

caracterizat de raspunsul la impuls A[z]={1,2,3} la intrarea
An]=11,2,2,1}.

Solutie. L =4, M =3. Convolutia liniara conduce la o secventa de

lungime N=L+M-1=6, ceea ce inseamna ca marimea DFT-urilor trebuie
sa fie de cel putin 6. In practica, metodele numerice folosite in calculul
DFT impun ca N sa fie o putere intreaga a lui 2 (cerinta impusa de
algoritmii FFT de calcul ai DFT). Cea mai mica putere intreaga a lui 2

mai mare sau egala cu 6 este N =8.
7

T O R I S P S CRT

n=0

de unde
X[0]=6: X[1]=2+2ﬁ—j4+jﬁ; X[2]=-1-
2-42  4-3\2
X[3]= iy
2 2
X[4]=0; X[5]=2+zﬁ—j4‘§ﬁ; X[6]= -1+ j;
X[7]= 2+2\/§+j4+§\/§

pentru H[k]se obtine

7
H[k] = Zh[n]e’./znk”/g =1+ 2e*j1'[k/4 + 367_/'7[](/2

n=0
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de unde

H[0]=6; H[1]=1+2 - j(3+4/2) ; H[2]=-2-/2;
H[B3]=1-2+j3-42)
H[4]=2; H[5]1=1-2-j(3-42); H[6]=-2+ j2;

H[T]=142+ j3+42)
Efectuand produsul Y[k]= H[k]X[k], rezulta
Y[0]=36; Y[1]=-14,07 - j17,48; Y[2]= j4; Y[3]=0,07+ ;0,515
Y[4]=0; Y[5]=0,07—-0,515; Y[6]=—j4; Y[7]=-14,07 + j17,48
Cu ajutorul IDFT, se obtine
7
= VK™, 0 =07
n=0

adica, y[n]=1{1,4,9,11,8,3,0,0}.

Desi multiplicarea a doua DFT corespunde convolutiei circulare in
domeniul timp, se observa ca prin completarea secventelor x[n] si A[n]

cu un numar suficient de zerouri, convolutia circulara conduce la acelasi
rezultat ca si convolutia liniara.

Daca in exemplul anterior se efectueaza convolutia circulara dintre
h[n]={1,2,3,0,0,0}  si

x[n]=1{1,2,2,1,0,0}

se obtine y[n]= ZSZ ALK1X[(7 = k), a6 ]

k=0
adica, y[n]={1,4,9,1183}.
Daca N>L+M -1, nu apare suprapunere (eroare alias) in domeniul
timp, in caz contrar, secventa rezultata va contine suprapuneri ale unor
componente.

Exemplul 7.4.
Sa se repete exemplul 1, pentru N=4.

3
Hlk]=Y hnle ™" =142 +37™, =03
n=0
de unde
H[0]=6; H[1]=-2—-j2; H[2]=2; H[3]=-2+,2.

3
X[k]zzx[n]ei/%ran :1+2_e*jnk/2 +2.e*jTEk +€713nk/2

X[0]=6; X[1]=-1-j; X[2]=0; X[3]=—1+.
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Y[k = X[k]H[k], de unde
Y10]1=36; ¥[1]=j4; ¥[2]=0; ¥[3]=—j4
Aplicand IDFT, se obtine

3
Jf}[n] — lZY[k]ejznan — l(36+j4ejnn/2 _j4ej3rm/2)
4 k=0 4
adica, $[n]=1{9,7.9,11.
3
Se verifica faptul ca  A[n)(@) x{n] = > AAIx(n = k) oqs] = {9,7,9,1 1}
k=0

Daca se compara rezultatul p[n] obtinut prin folosirea DFT si IDFT in 4
puncte cu y[n] obtinut prin folosirea DFT si IDFT in 8 puncte se observa
diferente datorita suprapunerilor sau interferentei componentelor.

0] = y[0]+)14]=9

V1= 11+y51="7

M21=121=9

M31=3]=11

Se observa ca numai primele doua componente sunt afectate de eroare
alias, adica min{L,M } —1 componente.

7.3.2. Filtrarea secventelor lungi de date

In paragraful precedent s-a prezentat procedura de obtinere a
raspunsului unui sistem cu raspuns finit la impuls la o intrare de lungime
finita, adica a convolutiei liniare cu ajutorul DFT. In aplicatiile practice
care implica filtrarea liniara, secventele de intrare x[n] sunt de obicei

foarte lungi. Chiar daca teoretic s-ar putea stoca aceste secvente, folosirea
metodei descrise anterior ar implica calculul DFT intr-un numar foarte
mare de puncte, ceea ce nu este de obicei practicabil, datorita algoritmilor
FFT folositi in calculul DFT. Un alt motiv pentru care metoda anterioara
nu este folosita este acela ca prin receptionarea intregii secvente de intrare
se intoduc Intarzieri mari in raspuns, lucru care, in general, este de evitat.
Solutia la aceste probleme este oferita de convolutia bloc, in care
semnalul ce trebuie prelucrat este npartit in blocuri de lungime fixa, in
functie de disponibilitatile procesorului. Blocurile succesive sunt
prelucrate cu ajutorul DFT, iar iesirile sunt "alaturate" pentru a forma
secventa totala de iesire.

Exista doua metode de filtrare liniara a secventelor lungi, bloc cu
bloc, cu ajutorul DFT:
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- metoda cu suprapunere si sumare;

- metoda cu suprapunere si salvare.

Pentru ambele metode se presupune ca sistemul caruia se aplica
datele este cauzal, cu raspuns finit la impuls, de lungime M, iar secventa
de intrare cauzala este impartita in blocuri de lungime L, cu L >> M.

Metoda cu suprapunere §i sumare
Secventa de intrare poate fi reprezentata ca o suma de secvente, fiecare de
lungime L

x[n]= ix,[n—rL] (7.92)

x[n+rL], 0<n<L-1,
unde x [n]= (7.93)

0, in rest.
Deoarece convolutia este o operatie liniara, invarianta in timp, rezulta ca

M= xin]xh[n] =S y,[n-rL]. (7.94)
unde y.[n]=x[n]*h[n] (7.95)

Fiecare din termenii y, [n] are lungimea (L+M-1), ceea ce inseamna ca,
pentru a calcula convolutia liniara x [n]*A[n] cu ajutorul DFT in N

puncte, este necesar ca N >L+M —1. Pentru aceasta, raspunsul la
impuls se completeaza cu L-1 zerouri, iar blocurile de date cu M-1
zerouri, obtindndu-se

X', [n] = ({01, x[1], x{2]....,x[L — 1], 0,0,...0} (7.96)
X', [n] = (L], x[L +11,x[L +2],...x]2L —1],0,0,..0}  (7.97)
M —1zerouri
Xy [n]= 2L, M[2L +1],x[2L +2]...,x[3L -1],0,0,...0}  (7.98)
M —1zerouri

si asa mai departe. Impartirea datelor de intrare in blocuri si combinarea
blocurilor de date de iesire este ilustrata in figura 7.3.
Cele doua transformate Fourier discrete ale secventelor x[n] si A[n],

completate cu zerouri pana la N, se multiplica pentru a forma
Y [k]=H[k]X', [k], k=0]1..,N-1 (7.99)
Transformata Fourier discreta inversa a lui Y, [k] produce blocul y, [n]

de lungime N, fara eroare alias, deoarece fiecare din secvente a fost
crescuta pana la N puncte prin adaugarea de zerouri.
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Deoarece fiecare bloc de date se termina cu M-1 zerouri, ultimele M-1
puncte din fiecare bloc de iesire trebuie suprapuse si sumate cu primele
M-1 puncte ale blocului urmator pentru a obtine suma din (7.94), de unde
st numele metodei. Secventa de iesire va fi

yn]={y[01, y,[1,.. [ L =1, », [ L]+ »,[0], y, [L +1]+ y,[1],.

" (7.100)
WIN =1+ y,[M =1], y,[M], y,[M +1],...}
L L L
Date de
intrate
% [1] -1 _
Terout
- M-l
Xz[n] Terout
b ¥ M_l
%3 [1] Eerou
Diate de v [ ]
iegire 1L
-1 puncte
suthate Fz[ﬂ]
M-l puncte
suthate H‘“‘x YE[H]

Figura 7.3. Filtrare liniara prin metoda cu suprapunere si sumare

Medoda cu suprapunere si salvare

Si 1n aceasta metoda DFT si IDFT se calculeazain N =L+ M -1
puncte. Marimea blocului de date de intrare se creste pana la
N =L+ M —1. Fiecare bloc de date contine ultimele M-1 esantioane ale
blocului precedent de date, urmate de L esantioane noi de date, pentru a
forma secventa de lungime N=L+M-1.

Se calculeaza DFT in N puncte pentru fiecare bloc de date.
Raspunsul la impuls al filtrului FIR este crescut in lungime prin
adaugarea a L-1 zerouri si apoi se calculeaza DFT, iar secventa obtinuta
este stocata.

Multiplicarea a doua DFT in N puncte {H[k]} si {X,[k]} pentru
blocul “m” de date are ca rezultat
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Y [k]=H[k]X, [k], k=012,.,N-1 (7.101)
Apoi, prin calcularea IDFT in N puncte, rezulta
Vulnl=1{7,101, 9, L,.... y,,[M =11, ,[M]....y,[N -1]} (7.102)
Acesta corespunde convolutiei circulare a lui x, [n] si A[n]. Deoarece
datele au lungimea N, iar raspunsul la impuls, lungimea M, primele
min{N,M}—-1=M —1 puncte y,k[n] sunt afectate de eroare alias si nu
trebuie considerate. Ultimele L puncte ale lui y,[n] sunt exact cele
rezultate din convolutia liniara si, in consecinta,
v, [nl=y, [nl, pentru n=M,M+1,..N-1 (7.103)

Ultimele M-1 puncte ale fiecarei secvente de intrare sunt salvate si
acestea devin primele M-1 puncte ale secventei urmatoare. La inceperea
procesarii, primele M-1 puncte ale primului bloc de date sunt considerate
zero. Astfel, blocurile de date sunt de forma

x,[n] = {0,0....,0,x[0T, x[1],..., x| L — 1]} (7.104)
H_J
M -1 puncte
X,[n]={L - M +1],, x[L =1, X[ L, X[ L +1],... x[2L—1]}  (7.105)
M -1 puncte din datele L date noi

secventei x| [n]
xy[n]= {20 = M +1],..,d[2L — 1, x[2L], X[ L +1],...,x[3L—1]} (7.106)

M -1 puncte din datele L date noi
secventei xy[n]

si asa mai departe.

Secventele de date rezultate prin IDFT sunt date de (7.102), unde
primele M-1 puncte nu sunt luate in calcul datorita erorii alias produse de
acestea, iar cele L puncte ramase constituie rezultatul dorit din convolutia
liniara. Operatiile de segmentare a datelor de intrare si concatenare a
blocurilor obtinute la iesire pentru obtinerea secventei de iesire sunt
ilustrate in figura 7.4.

Din descrierea metodelor anterioare de filtrare a secventelor lungi
de date ar putea parea ca folosirea DFT nu este numai o metoda indirecta,
ci si una care presupune efectuarea multor calcule, deoarece datele de
intrare trebuie transformate in domeniul frecventa cu ajutorul DFT, apoi
multiplicate cu DFT a raspunsului la impuls al filtrului, iar in final
rezultatul trebuie transformat in domeniul timp cu ajutorul IDFT.

Utilizand insa algoritmi rapizi de calcul ai DFT si IDFT, efortul de
calcul este inferior celui necesar calcularii secventei de iesire prin
realizarea directa a sistemului FIR in domeniul timp (suma de

convolutie). Dupa cum s-a mai mentionat, daca w, =e/**'" atunci
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N-1
X[k]1=) x[nwy, 0<k<N-1
si "~ (7.107)
1 N-1 o
n]l=—=> X[k, 0<n<N-1
N k=0

Calcularea directa a lui X[k] necesita N multiplicari complexe (4N

reale), N-1 adunari complexe (4N-2 reale), in total fiind necesare N*
multiplicari complexe si N* - N adunari complexe. Exista doua proprietati
de simetrie si periodicitate care reduc substantial complexitatea
calculelor. Acestea sunt:

witV ' = —wh (7.108)
wi™ = wh, (7.109)

Transformata Fourier rapida este un algoritm rapid de calcul pentru DFT,
care foloseste aceste proprietati.

Date de
intrare

Eq (]

q (0]

Date de

1B SirE

Y1 [n]

LI-1 puncte
neconsiderate

¥,[n]

II-1 puncte
neconsiderate

¥;[n]

M-1 puncte
neconsiderate

Figura 7.4. Filtrare liniara prin metoda cu suprapunere si salvare
7.4. Probleme propuse

7.1. Sa se calculeze transformata Fourier discreta in N puncte pentru
semnalele:
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b) x[n]=8[n-n,], 0<n,<N;
¢) x[n]=a", 0<n<N-I;
1, 0<n<7 _
9 x[n]:{o, §<n<ls’
e) x[n]=ej(2“/N)k°” 0<n<N-1;

7.2.Se considera semnalul cu durata finita x[z]= {1, 2, 3,1}

a) sa se calculeze transformata Fourier discreta in patru puncte prin
rezolvarea sistemului de 4 ecuatii liniare cu 4 necunoscute definit de
formula transformatei Fourier discrete inverse;

b) sa se verifice rezultatul de la punctul a) prin calcularea DFT in 4
puncte, conform definitiei.

7.3.a) Sa se calculeze transformata Fourier X (®) a semnalului
x[n]=11, 2, 3,2,1,04
b) Sa se calculeze DFT in 6 puncte ,V (k), a semnalului
v[n]=1{3,2,1,0,1,2}
¢) Care este legatura dintre X () si V' (k) ? Sa se explice.

7.4. Primele 5 valori ale transformatei Fourier discrete in 8 puncte a
unei secvente reale sunt

{0.25,0.125—- j0.3018, 0,0.125— j0.0518,0}. Sa se determine

celelalte 3 valori.

7.5. Sa se calculeze convolutia circulara in 8 puncte pentru secventele
urmatoare:

a) x[n]={,1,1,1,0,0,0,0}

xz[n]:sin%n, 0<n<7;
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b) xl[n]:(%j , 0<n<7

xz[n]:cos%tn, 0<n<7

7.6. Se dau

x,[n =c0s2—nn x [n]zsinz—nn
1 N 2 N

Sa se determine, in N puncte:

a) convolutia circulara x, [n] [n],
b) corelatia circulara dintre X, [n] sl X, [n],
c) autocorelatia circulara a lui x, [n],

d) autocorelatia circulara a lui x, [n]

N-1

7.7. Sa se calculeze expresia le [n] X, [n]

n=0
pentru urmatoarele perechi de secvente:

a) xl[n]:xz[n]zcos%n, 0<n<N-I;

b) xl[n]zcos%n, xz[n]:sin%tn, 0<n<N-I;

o) x[n]=8[n]+8[n-8], x,[n]=ul[n]-u[n-N].

7.8. Sa se determine DFT-ul in N puncte pentru secventele:

0<n<N-I

x.[n]= x[n]cos 47
st

0<n<N-1.

X, [n] = x[n]sin 2nkn ,

79. Sa se determine convolutia
X [n]:
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secventele:
0<n<N-I.
circulara a secventelor

{1,2,3,1) 5i x, [n]= {1,2,3,1} in domeniul timp.



7.10. Sa se determine x3[n]:x1[n]®x2[n] cu ajutorul DFT si

IDFT in patru puncte, unde X, [n] sl X, [n] sunt secventele din problema
anterioara.

7.11. Cunoscand DFT-ul in opt puncte a secventei

1, 0<n<
ﬂﬂ={’ 0<n<3

0, 4<n<7
sa se calculeze DFT pentru urmatoarelor secvente:
I, n=0
a) xl[n]z 0, 1<n<4;
1, 5<n<7
0, 0<n<l
b) x[n]=11, 2<n<5.
0, 6<n<7

7.12. Fie X[k] transformata Fourier discreta in N puncte a secventei
x[n], 0<n<N-1. Care este DFT in N puncte a secventei
S[n]zX[n], 0<n<N-12?

7.13. Unui sistem liniar invariant in timp cu raspunsul in frecventa
H(o) i se aplica la intrare semnalul periodic x[n]= ZS[n—kN | se

k=—x0
calculeaza DFT-ul Y[k] din esantioanele y[n], 0<n<N-1, ale

secventei de iesire. Care este legatura dintre Y[k] si H(®).

265



	7.1.1.   Câteva propriet\\]i ale DFT
	4)Multiplicarea a dou\ DFT [i convolu]ia circular\ Se presupun dou\ secven]e de durat\ finit\ N, � [i � ale c\ror transformate Fourier discrete sunt
	7.3.1.   Folosirea DFT `n filtrarea liniar

