CAPITOLUL 5

EFECTELE LUNGIMII FINITE A CUVINTELOR
iN FILTRAREA DIGITALA

5. 1. Introducere

Teoria filtrelor digitale s-a bazat pe presupunerea ci atat
semnalele, cit si parametrii filtrelor pot avea orice valoare finitd. In
realitate, datoritd limitarii lungimilor cuvintelor din orice sistem digital,
sunt permise numai valori discrete ale amplitudinii semnalelor, respectiv
coeficientilor. Ludnd in consideratie aceste valori discrete in relatiile care
caracterizeaza filtrele, vor rezulta ecuatii neliniare, care, in general, nu vor
putea fi riguros prelucrate.

Implementarea sistemelor discrete, farda a considera efectele
lungimii finite a cuvintelor, inerente in orice implementare digitald, a
condus la obtinerea unor caracteristici liniare. De fapt, au fost analizate
sisteme modelate liniar, dar ale caror realizdri digitale sunt implicit
neliniare. Aceastd problemd reprezintd un dezavantaj major al filtrelor
digitale si, prin urmare, analiza efectelor lungimii finite a cuvintelor
asupra performantelor filtrelor constituie o etapad importanta in proiectarea
filtrelor digitale.

iIn cazul filtrelor recursive, caracteristicile neliniare rezultate din
operatia de cuantizare din multiplicatoare, pot cauza un comportament
oscilatoriu la iesirea filtrelor, chiar si in absenta semnalului de intrare.
Mai mult, In sumatoare poate aparea depasirea aritmetica care produce, de
asemenea, oscilatii la iesire.

In cazul calculatoarelor care lucreazi cu lungimi mari ale
cuvintelor (adica au un numar mare de biti disponibili pentru
reprezentarea numerelor), efectele cuantizarii pot fi nesemnificative.
Acestea cresc cu descresterea numarului de biti. Din acest motiv sunt
necesare modele matematice care si permita estimarea efectelor lungimii
finite a cuvintelor asupra performantelor filtrelor. Un model simplu este
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cel care se bazeaza pe presupunerea ca erorile de cuantizare sunt mici in
comparatie cu nivelul semnalului sau al parametrului, adicd este o
cuantizare ,,find” in care erorile pot fi tratate ca zgomot si problema
devine liniara [23].

Principalele tipuri de erori de cuantizare care apar in filtrarea
digitala sunt:

1. Erori de cuantizare ale semnalului de intrare in conversia
analog — digitala (A/D);

2. FErori rezultate din cuantizarea coeficientilor filtrelor
digitale;

3. Erori rezultate din rotunjirea produselor;

4. Depasirea aritmetica;

5. Oscilatii cu cicluri limita.

Dintre aceste tipuri de efecte, erorile de cuantizare ale semnalului
de intrare au loc In afara filtrului, inaintea calculelor interne, restul
efectelor sunt interne filtrului si influenteazd metoda prin care sistemul va
fi implementat.

De exemplu, pentru un filtru digital de ordinul intai

y[n] = Ay[n - 1]+ x[n] 5.1
eroarea de tipul 1 se refera la cuantizarea intrarii x[n], eroarea de tipul 2
apare 1n reprezentarea parametrului A iar cea de tipul 3 apare la formarea
produsului Ay[n - 1] , necesar la fiecare iteratie.

Elementul de bazd dintr-un calculator numeric este circuitul cu
doud stari echiprobabile, cdruia i se asociazd o informatie de 1 bit. N
astfel de dispozitive pot fi cascadate pentru a forma un registru care
contine N biti de informatie. Implementarea unui filtru digital recursiv de
ordinul intai descris de ecuatia (5.1) si redata in figura 5.1, ilustreaza cele
mai importante operatii ce trebuie efectuate.

Iesirea anterioara y[n—1] este stocatd in registrul de iegire sub
forma unui numar pe N biti. Acesta este multiplicat cu numarul pe N biti
care reprezintd coeficientul 4 care a fost stocat in registrul pentru
coeficienti. Produsul 4 y[n—1] (dupa rotunjire la NV biti) este adunat la

intrarea curentd x[n] (de asemenea un numar pe N biti) pentru a forma
iesirea actuald y[n] care este stocatd pentru multiplicare cu 4 in iteratia
urmitoare. Intreaga procedura incepe cu o valoare initiala y[—1] stocati

in registrul de iesire. Aceasta poate fi sau nu, egala cu zero. Filtrele de
ordin superior pot fi implementate Intr-un mod similar.
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xz[n] —poln 1 Eecgistru pentru stocarsa
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Figura 5.1. Implementarea unui filtru recursiv de ordinul intai

Diferitele structuri de implementare ale unui sistem descris de
ecuatii cu diferente cu coeficienti constanti sunt echivalente daca
furnizeazd aceeasi iesire pentru o intrare datd, presupunadnd calculele
interne ca fiind efectuate cu precizie infinita. Acestea nu sunt echivalente
cand sunt realizate cu precizie finita.

Trei factori importanti contribuie la alegerea unei anumite realizari
a filtrelor:

- complexitatea calculelor,

- necesarul de memorie,

- efectele lungimii finite a cuvintelor.

Efectul lungimii finite a cuvintelor reprezinta un factor important
in implementarea sistemelor digitale de prelucrare a semnalelor si trebuie
luat in calcul la realizarea filtrelor digitale, deoarece limitarea numarului
de biti conduce la degradarea performantelor filtrelor digitale. Inainte de a
examina aceste efecte, se va prezenta o scurtd introducere in aritmetica
digitala.

5.2. Reprezentarea numerelor

In procesarea digitali a semnalelor analogice, esantioanele
semnalului analogic sunt reprezentate in format digital. In principiu,
procesul de conversie A/D implicad esantionarea semnalului analogic si
reprezentarea esantioanelor ca secvente de biti care definesc amplitudinea
cuantizatd a semnalului. Principala caracteristicd a aritmeticii digitale
constd in numarul limitat (de obicei fix) de biti folositi in reprezentarea
numerelor. Aceastd constrdngere are ca rezultat precizia finitd a
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calculelor, care conduce la erori si efecte neliniare in comportamentul
filtrelor digitale.

In cadrul reprezentirii binare a numerelor reale sunt mai multe
metode prin care un esantion al unui semnal analogic poate fi reprezentat
in format binar. Clasa reprezentdrilor binare poate fi impartitd in
reprezentarile in virgula fixa, virgula mobild si virguld mobila cu blocuri.

5.2.1. Reprezentarea numerelor in virgula fixa

Reprezentarea numerelor in virguld fixd este generalizarea
reprezentarii zecimale, in care numerele din stanga virgulei reprezinta
partea intreagd a numdrului, iar cele din dreapta virgulei, partea
fractionara.

b
—i
x=(b_, b, by, b)), =D br 0<b, <(r-1) (5.2)
i=—a
unde b, reprezinta cifra, » — baza, a+1 — numarul de cifre ale partii intregi
si b — numarul de cifre ale partii fractionare.

Datoritd vitezei si costului scazut al partii hard asociate,
reprezentarea in virgula fixa este deseori preferata in computere mai putin
performante si in circuite dedicate care lucreaza in timp real. Cea mai
cunoscutd reprezentare este cea pentru care =2, in care numerele b, se

numesc numere binare sau biti si pot lua valorile {0,1}, obtindndu-se
codul binar natural direct. ,,Virgula binard” dintre by si b; nu exista fizic
in calculator. Circuitele logice ale acestuia sunt proiectate astfel incat
calculele sa aiba ca rezultat numere ce corespund pozitiei virgulei binare.
Totusi, in cele ce urmeaza, se va folosi virgula pentru a sublinia caracterul
fractionar al numarului reprezentat.

Folosind un format intreg pe n biti (a=n-1, b=0), se pot reprezenta
intregi fara semn cupringi in domeniul 0 +(2"-1). De obicei se foloseste
formatul fractionar (a=0, b=n-1), cu virgula binara intre by si by, care
permite reprezentarea numerelor in domeniul 0 <+ (1 -2™).

Indiferent daca codul binar reprezintd o fractie, un intreg, sau
ambele, primul bit din stdnga este numit cel mai semnificativ bit (most
significant bit, MSB) iar bitul cel mai din dreapta, cel mai putin
semnificativ bit (least significant bit, LSB). In reprezentarea unei fractii,
MSB are o pondere de 27'=1/2 iar LSB are o pondere de 2”=1/2", unde b
este numarul de biti pe care este reprezentata fractia. Ponderea 2P=112"
desemnata de LSB este numita si rezolutie.
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Orice intreg sau numar cu parte intreagd si fractionard poate fi
reprezentat in format fractionar prin factorizarea termenului 7* in relatia
(5.2). In aceasta notatie un cuvant de cod de a+1 biti, cum ar fi 10011,
corespunde numarului intreg

A=1-2"+1-2"+0-27+0-2° +1-2* =1+2+16=19

Pe de alta parte, numarul 0,10011 reprezintda o fractie
corespunzatoare numarului zecimal

B=1-2"40-2240-27+1-27*+1-27 :l+L 1_D
2 16 32 32

Se observa ca o deplasare a virgulei binare spre stdnga cu n pozitii
corespunde unei impartiri a numarului cu 2", iar o deplasare a virgulei
binare spre dreapta cu n pozitii corespunde unei Inmultiri a numarului cu
2",

Pentru a transforma un numar zecimal in corespondentul sau
binar, se procedeaza astfel: se divide in mod repetat numarul zecimal din
stanga virgulei la 2, retinandu-se restul. Acesta, scris in ordine inversa (de
la dreapta spre stdnga) este reprezentarea binara a partii intregi. Partea din
dreapta virgulei se multiplica Tn mod repetat cu 2, inldturand de fiecare
data partea zecimala si retinand partea intreaga. Scriind aceasta in ordine
normald, (de la stanga la dreapta), se obtine reprezentarea binard a partii
fractionare.

Exemplul 5.1.
Sa se transforme numarul zecimal 627,625 in format binar.
Solutie.
Partea intreaga Partea zecimala
627:2=313 1 0.625x2=1.250 1
313:2=156 1 0.250 x 2 =0.500 0
156:2= 78 0 0.500 x 2 =1.000 1
78:2= 39 0 0.000 x 2 =0.000 0
39:2= 19 1
19:2= 9 1
9:2= 4 1
4:2= 2 0
2:2= 1 0
1:2= 0 1
Prin urmare (627,625),, = (1001110011,101),

Operatiile cu numere binare se executa similar celor zecimale.
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1. Adunarea

0+0=0
0+1=1
1+0=1

1+1=0 setransporta 1
2. Scaderea

0-0=0
1-0=1
0-1=1 seimporta I
1-1=0

3. Multiplicarea
0x0=0
1x0=0
0x1=0
Ix1=1

4. Impartirea
1:1=1
0:1=0

impartirea la 0 nu este definita.

Aritmetica in virguld fixa este potrivitd atat pentru operatii cu
numere intregi, cat si fractionare.

Daca este necesara rotunjirea produsului a douda numere, este mai
bine a se limita reprezentarea in virguld fixa a numerelor fractionare,
decdt a celor care au atdt parte intreagd, cat si fractionara, deoarece
reducerea numarului de biti ai partii intregi ar cauza erori mari.

In conversia semnalelor analogice bipolare, este necesar un bit
aditional pentru a purta informatia de semn. De obicei cel mai
semnificativ bit este rezervat semnului numarului, cu conventia ca zero sa
indice un numar pozitiv, iar unu, un numar negativ. Rezultatul este un cod
binare, alegerea dintre acestea facandu-se in functie de avantajele si
dezavantajele pe care le prezinta fiecare pentru aplicatia respectiva. Patru
metode sunt frecvent folosite pentru reprezentarea numerelor bipolare. In
continuare se va considera cd numerele sunt reprezentate pe N=>b+1 biti,
din care unul pentru semn.

Formatul marime cu semn sau semn — valoare este cea mai simpla
metoda pentru reprezentarea numerelor cu semn in format digital. Un zero
in pozitia MSB reprezintd un numar pozitiv, iar un unu in aceeasi pozitie
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reprezintd un numdr negativ. Restul de b biti reprezinta modulul sau
amplitudinea numarului.

In cazul numerelor fractionare, reprezentarea marime cu semn
pentru un numar pozitiv x > 0 este de forma

(x),, =0,b,b,..b,, (5.3)
iar pentru numarul negativ x,, = —x =-0,b,b, ---b, , de forma
(xy),. =L,bb,..b,, (5.4)

Asa cum s-a precizat deja, virgula nu exista fizic in reprezentarea
numarului, dar, in cele ce urmeaza va fi utilizatd pentru a specifica
numerele fractionare. Se observa ca in acest format zero are doud
reprezentari: 0,0...0 si 1,00...0.

Valoarea zecimala a unui numar fractionar pozitiv este

b
(), =202, (5.5)
i=1
iar a unui numadr fractionar negativ este
b
(X ) == 527" (5.6)
i=1

Modulul unui numar fractionar reprezentat in formatul mérime cu
semn este dat de

b .
x| =|xy|=D 527" (5.7)
i=1

Reprezentarea in complement fata de unu este identicd celei in
reprezentarea marime cu semn pentru numere pozitive, dar diferd prin
modul cum sunt formate numerele negative. In acest format, un numar
negativ este obtinut prin complementarea numarului pozitiv
corespunzator.

In cazul formatului fractionar, numerele pozitive se reprezinti ca
in relatia (5.3), iar cele negative x, = —x =-0,b,b, ---b, sub forma

(xy)ie =0,0,b,..b, =1,b,b,..b, (5.8)
Plecand de la relatia (5.8), reprezentarea in complement fatd de
unu a unui numar negativ fractionar mai poate fi exprimata in forma

b
(X3 )ie =1x2° 4D (1=b)27" =2-27" |4 (5.9)
i=1
Se observa ambiguitate in reprezentarea lui zero, ca 0,0...0 sau 1,1...1.
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Modulul numarului negativ b,,b,b, ---b, reprezentat in complement
fata de unu este

b
xy|=1-) b2 =27 (5.10)
i=1

Valoarea zecimald a numarului negativ b,,b,b, ---b, reprezentat in
complement fatd de unu este

b
((ex e )y =1+ D B,27 427 (5.11)
i=1

Spre exemplu, reprezentarea lui —3/8 este 1,100, care este
complementul fata de unu al lui 0,011 (3/8).

Reprezentarea in complement fata de doi este identica cu formatul
marime cu semn in cazul numerelor pozitive. Prin urmare numerele
pozitive sunt reprezentate cu un zero in pozitia bitului de semn. Pentru a
obtine reprezentarea in complement fatd de doi a unui numar negativ, se
scrie modulul acestuia in formatul marime cu semn, se inverseaza bitii
acestei reprezentdri si se aduna o unitate logica in pozitia LSB.

Similar, un numar fractionar pozitiv se reprezintd sub forma (5.3),
iar numdrul fractionar negativ x, =-x =-0,b,b, ---b, , sub forma

(Xy)2. =0,b1b2+--b5 +0,0---01 (5.12)
Semnul “+” indica adunarea modulo 2 care ignora bitul de transport, daca
acesta este prezent in MSB.

Plecand de la relatia (5.12), reprezentarea in complement fata de
doi a unui numar fractionar negativ mai poate fi exprimata in forma

b
(xy )oe =14+ (1=b)27 +27" =2, (5.12)
i=1
adicd, un numar fractionar negativ este complementul fatd de doi al
numarului pozitiv corespunzator, care se obtine scazand numarul pozitiv
din 2, reprezentat in binar. De aici provine denumirea formatului.
Din (5.9) si (5.12°) rezulta

(xN)zc z(xzv)lc +27" (5.13)
Valoarea zecimala a unui numdr b,,bb,---b, reprezentat in

complement fatd de doi, este

b
(Xy0)10 = =0y 2° +Zb,.2” (5.14)

i=1
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unde b, =0, pentru numere pozitive si b, =1, pentru numere negative.

Modului numarului negativ reprezentat in complement fata de doi
este

b
bxy|=1-> 5,27 (5.15)
i=1

De exemplu, reprezentarea in complement fata de doi a numarului
—3/8 se obtine din complementarea Iui 0,011 (3/8), rezultand 1,100, si
apoi addugand 0,001. Rezultatul final este 1,101.

Codul binar deplasat sau offsetul binar este similar codului binar
direct, obtinandu-se din acesta prin deplasarea in domeniul valorilor
negative cu jumatate din intreaga scald. Cu b+1 biti se pot reprezenta b
numere. Pentru un cod bipolar existd 2M numere, cu M=2°, cuprinse in
intervalul -2° <(2” -1) pentru numere intregi si in intervalul -1-(1-2")
pentru numere fractionare. In acest format cel mai mic numir negativ este
reprezentat de un numadr format din b+1 biti de zero iar cel mai mare
numdr pozitiv este format din b+1 biti de unu. In acest caz zero are o
singurd reprezentare si, prin urmare, se evitd ambiguitatea intalnita la
formatul marime cu semn. Marele dezavantaj al acestei notatii este dat de
posibilele erori ce pot aparea la citirea MSB-ului, in loc de unu, zero sau
invers, rezultand o eroare de amplitudine mare.

Daca se compara formatul complement fatd de doi si offsetul
binar, se constatd ca ele diferd prin MSB si, prin urmare, este usor a se
trece de la o reprezentare la alta.

In Tabelul 5.1 sunt date codurile bipolare prezentate pentru
reprezentarea numerelor intregi pe 4 biti, dintre care unul pentru semn.

TABEL 5.1 Coduri bipolare

Numar |  Formatul Ofset Complement | Complement
marime cu | binar fatd de doi | fatd de unu
semn
7 0111 1111 0111 0111
6 0110 1110 0110 0110
5 0101 1101 0101 0101
4 0100 1100 0100 0100
3 0011 1011 0011 0011
2 0010 1010 0010 0010
1 0001 1001 0001 0001
0 0000 1000 0000 0000
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0 1000 1000 0000 1111
-1 1001 0111 1111 1110
-2 1010 0110 1110 1101
-3 1011 0101 1101 1100
-4 1100 0100 1100 1011
-5 1101 0011 1011 1010
-6 1110 0010 1010 1001
-7 1111 0001 1001 1000
-8 - 0000 - -

in Tabelul 5.2 sunt date, comparativ, diferite reprezentiri ale
numerelor fractionare pentru o lungime de 3 biti a cuvintelor.

Tabelul 5. 2
. | Echivalentul zecimal folosind reprezentarea
Numar o .
binar Mirime si | Complement | Complement
semn fatd de 1 fata de 2
0,11 3/4 3/4 3/4
0,10 2/4 2/4 2/4
0,01 1/4 1/4 1/4
0,00 0 0 0
1,00 -0 -3/4 -4/4=-1
1,01 -1/4 -2/4 -3/4
1,10 -2/4 -1/4 -2/4
1,11 -3/4 -0 -1/4

Din tabel se observa, asa cum s-a mai specificat, ca exista doua
reprezentdri pentru zero in format marime cu semn §i complement fata de
1 si nici o reprezentare pentru —1. Formatul complement fatd de 2 are o
singura reprezentare pentru 0 si poate reprezenta numere cuprinse intre —1
si 1-27 sau, in general, intre —1 si 1—2"""" pentru un registru de N
biti. Reprezentarea in complement fata de 2 este adesea utilizatd in
implementarea filtrelor digitale datorita usurintei efectudrii operatiilor de
adunare §i scadere, caz in care descazutul se adund cu complementul fata
de doi a scazatorului.

Diferenta dintre numarul maxim si cel minim ce poate fi
reprezentatd se numeste domeniu dinamic.
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Exemplul 5.2.
Folosind reprezentarea in complement fatad de 2 pe 4 biti sd se
efectueze operatiile a) A - B 5i b) B - A unde A = 0,250 si B =0,625

Solutie

a) zecimal complement fata de 2
0,250 - 0,010 +
0,625 1,011
-0,375 1,101 =-0,375

b) 0,650 - 0,101 +
0,250 1,110
0,375 0,011 =0,375

Se observa ca in reprezentarea in complement fata de 2 bitul de
transport in pozitia cea mai semnificativa este neglijat.

Adunarea si sciderea in complement fatd de 1 sunt similare, dar
bitul de transport din pozitia cea mai semnificativa este deplasat in pozitia
celui mai putin semnificativ bit.

De exemplu, %—%zg. In formatul complement fati de unu,
transportul din MSB, daca este prezent, este purtat spre LSB. Astfel,
calculul %— % =é devine 0,100 1,100=0,000® 0,001=0,001.

Adunarea si scaderea in sistemul marime cu semn sunt mai
complexe si, ca urmare, acesta este folosit mai mult la multiplicare, care
se efectueaza prin multiplicarea modulelor si stabilind semnul produsului.

Exemplul 5.3.

Sa se multiplice numerele 0,625 si 0,250 folosind reprezentarea
marime cu semn.

Solutie.

Zecimal Marime cu semn
0,625 0,101
0,250 0,010
0000 000

3125 101

1250 000

0,156250 0,001010=0,156250

Multiplicarea in aritmetica complement fatd de 1 si fata de 2 este
mai dificila si necesitd un hard sau algoritmi speciali.
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Daca rezultatul unei operatii aritmetice depdseste numarul maxim
ce poate fi reprezentat pe b biti, apare depdsirea. In procesarea digitala se
foloseste, de obicei, formatul fractionar, numerele care reprezintd
marimile ce intervin in procesare si rezultatele operatiilor aritmetice sunt
scalate, astfel incat modulul lor sa nu depaseasca valoarea 1.

La multiplicarea numerelor fractionare, nu exista probleme de
depasire in cele trei aritmetici. Depéasirea poate aparea numai cand suma
numerelor fractionare este mai mare decat 1. Daca depdsirea apare intr-o
etapa intermediard a adunarii, 1n final nu va exista depasire, cu conditia ca
valoarea absoluta a rezultatului final sa fie subunitara.

Exemplul 5.4.
Sa se adune 0,3125 + 0,7500 + (-0,6250) folosind aritmetica in
complement fatd de 1 pe cinci biti.

Solutie.
zecimal complement fata de 1
0,3125 0,0101
+0,7500 0,1100
1,0625 1,0001 — incorect, MSB = 1 implica numaér negativ
-0,6250 1,0101
0,4375 0,0111 — ultimul 1 se datoreaza transportului
Exemplul 5.5.

< . 1T, ..
Sa se exprimad fractiile g si —g in formatele: marime cu semn,
complement fatd de 1 si complement fata de 2.

. 7 1, A2 A .
Solutie. x = g , este reprezentat ca 2 1422423 care, in formatul
<. . 7
marime cu semn conduce la x=0,111, iar x = —g este reprezentat ca x =

. . e . ) 7

1,111. Reprezentarea in complement fatd de unu si fata de doi a lui x = N

este aceeasi ca formatul marime cu semn, adica x =0,111. Reprezentarea
. 7 Do

in complement fatd de unu a lui x= —g este x;c = 1,000 si in

complement fatd de doi este x,. =1,000+0,001=1,001.
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Desi sunt posibile o mare varietate de alte reprezentari in virgula
fixa, cele descrise anterior sunt cele mai utilizate in practica. Cele mai
multe procesoare de semnal in virgula fixa folosesc aritmetica in
complement fatd de doi. Aritmetica complementului fatd de doi este de
fapt aritmetica modulo-2""! (adica orice numar care depaseste domeniul,
este redus la acest domeniu, prin scaderea celui mai apropiat multiplu de
2ty

La adunarea sau scaderea a doud numere in virgula fixa, fiecare de
b biti lungime (cu un bit aditional de semn), rezultatul este un numar de b
biti. Daca rezultatul adunarii depaseste cel mai mare numar care poate fi
reprezentat pe b biti, apare depdsirea. Singura metodd pentru evitarea
acestei probleme este cresterea numarului de biti din acumulator si, prin
urmare, cresterea gamei dinamice care poate fi acoperita.

In general, inmultirea a doud numere in virgula fixa, fiecare in
lungime de b biti, are ca rezultat un produs de lungime 2b biti. in
aritmetica cu virguld fixa, produsul este de obicei trunchiat sau rotunjit la
b biti, ceea ce conduce la o eroare de trunchiere sau rotunjire cauzatd de
eliminarea celor mai putin semnificativi b biti.

Depasirea in cazul adundrii numerelor in reprezentarea in
aritmetica 1n virgula fixa este un dezavantaj cauzat de domeniul dinamic
redus. Aritmetica in virguld mobila nu prezinta acest dezavantaj.

5.2.2. Reprezentarea numerelor in virgula mobila

Reprezentarea in virgula fixa a numerelor, permite acoperirea unui
domeniu dinamic, Xmax-Xmin CU 0 rezolutie

A= X max ~ Xomi

m—1
unde m=2""" este numirul de nivele, iar b+1 numirul de biti. O
caracteristica de bazd a reprezentdrii in virguld fixa este ca rezolutia este
fixa. In plus, A creste direct proportional cu cresterea domeniului
dinamic.

Reprezentarea in virguld mobild poate fi folosita ca o metoda de
acoperire a unui domeniu dinamic mai larg. Reprezentarea in virgula
mobila cel mai des intdlnita in practicd constd dintr-o mantisa M, care este
partea fractionara a numarului si se incadreaza in domeniul 1/2 < M < 1,
inmultita cu factorul exponential 2” unde exponentul E este un intreg

pozitiv sau negativ. Un numdr X, este reprezentat ca: X = M -2°.
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Figura 5.2 Reprezentarea in virguld mobila

Mantisa si exponentul necesita fiecare cate un bit de semn pentru
reprezentarea numerelor pozitive sau negative. Deoarece mantisa este o
fractie cu semn, se poate folosi oricare din reprezentarile in virgula fixa
descrise anterior.

De exemplu, numarul X;=5 este reprezentat de urmatoarea mantisa
si exponent:

M,=0,101000

E=011

in timp ce numarul X2=§ este reprezentat de urmaitoarea mantisa si

exponent:

M>=0,110000

E»=101

Daca cele doua numere se inmultesc, mantisele sunt Tnmultite si
exponentii adunati. Prin urmare produsul celor doud numere date mai sus
este:

X,-X,=M,-M, 25" =(0,011110)-2°"" = (0,111100) - 2™

Impartirea a doud numere reprezentate in virguldi mobild se
efectueaza prin impartirea mantiselor si scaderea exponentilor.

ﬁ :%‘2(52*52)

X2 M2

Adunarea a doud numere in virguld mobild necesita ca exponentii
sa fie egali. Aceasta se poate obtine deplasand virgula binara a mantisei
celui mai mic numdir spre stinga si compensand prin cresterea
corespunzatoare a exponentului. Atunci numarul X, poate fi exprimat in
forma

M>=0,000011

E>,=011
Cu E\=E,, se pot aduna cele doud numere X; si X,. Rezultatul este
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X, +X, =(0,101011)-2""

Se observa cd operatia de deplasare, impusd de egalarea
exponentilor lui X, si X; poate conduce la o precizie mai micd in
reprezentarea lui X;. In exemplul anterior, mantisa pe sase biti a fost
suficient de lunga pentru a se face deplasarea a patru biti la dreapta pentru
M,, fard a pierde nici unul. Totusi o deplasare a cinci biti va cauza
pierderea unui singur bit iar deplasarea a sase biti va conduce la mantisa
M>»=0,000000; de aceea aceasta va trebui rotunjitd dupa deplasare astfel
incat M,=0,000001.

Eroarea de depdsire apare la multiplicarea a doud numere in
virguld mobild cand suma exponentilor depaseste domeniul dinamic al
reprezentarii In virgula fixa a exponentului.

Comparand reprezentarea in virgula fixa cu cea in virguld mobila,
cu acelasi numar total de biti, rezultd ca reprezentarea in virgula mobila
permite acoperirea unui domeniu mai larg prin varierea rezolutiei in acel
interval. Rezolutia scade odatd cu cresterea marimii numerelor succesive.
Cu alte cuvinte, distanta succesiva dintre doud numere reprezentate in
virguld mobild creste odatd cu cresterea numerelor in marime. Astfel,
pentru acoperirea aceluiagi domeniu dinamic cu ambele reprezentari, in
virguld fixa si virguld mobila, reprezentarea in virguld mobila ofera
rezolutie find pentru numere mici, dar rezolutie slaba pentru numere mari,
spre deosebire de reprezentarea in virguld fixd, care ofera o rezolutie
uniforma n reprezentarea numerelor.

De exemplu, pentru un calculator care lucreazd pe 32 biti, este
posibild reprezentarea a 2% numere. Daci se doreste reprezentarea
intregilor pozitivi incepand cu zero, cel mai mare numar intreg ce poate fi
reprezentat este: 2°°-1=4.294.967.295. Distanta dintre doud numere
succesive (rezolutia) este 1. Altfel, se poate folosi bitul cel mai din stinga
ca bit de semn si ceilalti 31 de biti raimasi pentru valoare. Intr-un astfel de
caz reprezentarea 1n virguld fixa permite acoperirea domeniului

-(2°1-1)=-2.147.483.647 la (2°'-1)=2.147.483.467
tot cu o rezolutie de 1. Dacd, insd, se alocd 10 biti pentru partea
fractionard, 21 de biti pentru partea intreaga si un bit pentru semn, aceasta
reprezentare permite acoperirea domeniul dinamic:

2" -2 =-2" 2" 1a (2" -1)-27""=2""-27" adica
de la -2.097.151,999 la  2.097.151,999
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in acest caz, rezolutia este 2'°. Prin urmare domeniul dinamic a
fost scazut cu un factor de aproximativ 1000 (210 mai exact), in timp ce
rezolutia a crescut cu acelasi factor.

Pentru comparatie, se presupune ca cei 32 biti ai cuvantului sunt
folositi pentru a reprezenta numere in virguld mobila astfel: mantisa pe 23
de biti plus un bit de semn si exponentul cu 7 biti plus un bit de semn.
Cel mai mic numar, in modul, va avea reprezentarea:

semn 23 biti semn 7 biti

0, 100.....0 1 1111111=%x2'127= 0,3x 1078

In cealalti extrema, cel mai mare numir care poate fi reprezentat
cu acest format 1n virguld mobila este:
semn 23 biti semn 7 biti
0, 11....1 0 1111111 =(1-2%)x 2%~ 1,7x 10

S-a obtinut un domeniu dinamic de aproximativ 107°, dar cu o
rezolutie variabild, adica rezolutie find pentru numere mici §i rezolutie
slaba pentru numere mari.

5.2.3. Reprezentarea in virguld mobila pe bloc

Acest mod de reprezentare a numerelor este un hibrid intre
sistemele cu virguld fixa si cele cu virguld mobila. In acest caz, in loc ca
fiecare numar sa fie reprezentat individual, ca 1n cazul sistemelor cu
virguld mobild, un bloc sau un sir de numere are un exponent fix asociat.
Acest exponent fix este obtinut din examinarea tuturor numerelor din bloc
si reprezentarea celui mai mare numar ca un numar cu virguld mobila cu o
mantisd normalizatd. Avantajul unui astfel de sistem consta in folosirea
unui singur exponent pentru un bloc mare de numere. Astfel sistemul este
potrivit pentru implementarea algoritmilor ce necesitd un volum mare de
calcule.

5.3. Efectele cuantizarii in conversia A/D a semnalelor

Operatiile de baza indeplinite de un convertor A/D sunt:
1. Sa esantioneze semnalul in mod periodic si cu ratd de
esantionare suficient de mare pentru a evita eroarea alias;
2. Sa cuantizeze amplitudinea esantioanelor intr-un set discret
de nivele.
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Prin urmare, dintr-un semnal analogic x,(¢) esantionat cu frecventa
F=1/T, unde T este perioada de esantionare, va rezulta o secventd
x[n]=x,(nT), a carei amplitudine este cuantizata, rezultdnd secventa

x,[n]= Qlx[n]] (5.17)

unde x [n] reprezintd semnalul cuantizat, iar O[e] operatia de cuantizare.
Daca un semnal al carui domeniu dinamic este R urmeaza a fi
reprezentat pe N=b+1 biti, numarul nivelelor de cuantizare ce pot fi
reprezentate este de 2°*'. In reprezentarea in virgula fixa b biti dau 2°

valori ale amplitudinii iar un bit dd informatia de semn. Distanta dintre
R
[63].

doua nivele adiacente sau pasul de cuantizare este A = So

In reprezentarea in virguld fixd a numerelor fractionare, daci
domeniul dinamic depaseste =+ 1, de multe ori este necesard scalarea
semnalului, caz in care pasul de cuantizare al semnalului scalat este redus

- 2 -
corespunzator la A, = o =27,

Exemplul 5. 6.

Sa se determine nivelele de cuantizare ale unui semnal continuu cu
domeniul dinamic + 20V dupa ce a fost esantionat §i apoi procesat cu un
convertor A/D pe N=4 biti.

Solutie. Pasul de cuantizare pentru semnalul nescalat este

A= g = 2,5V . Pasul de cuantizare pentru semnalul scalat la domeniul

+ 1 este A1=2%=O,125V care este 27" =27, adicd valoarea

corespunzatoare unui 1 in pozitia bitului cel mai putin semnificativ.

5.3.1. Cuantizarea semnalului de intrare. Erori rezultate
din rotunjire si trunchiere

In executarea calculelor folosind aritmetica in virguld fixa sau
mobild, apare problema cuantizarii numerelor prin trunchiere sau rotunjire
de la o reprezentare pe un anumit numar de biti b, (posibil a fi, la limita,
si infinit In cazul unui esantion al unui semnal analogic) la o alta, pe un
numdr mai mic de biti, b. Daca valoarea semnalului se afld intre doua
nivele, aceasta poate fi aproximata fie prin cel mai apropiat nivel superior,
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fie prin cel mai apropiat nivel inferior. Efectul cuantizérii este ca
introduce o eroare a carei valoare depinde de numarul de biti din numarul
original si de numarul de biti de dupa cuantizare.

Sunt trei metode de cuantizare frecvent folosite:

- Rotunjirea, caz in care valoarea semnalului este aproximata de
cel mai apropiat nivel de cuantizare.

- Trunchierea, caz in care valoarea semnalului este aproximata
de cel mai mare nivel care este inferior sau egal valoric cu
esantionul semnalului.

- Trunchierea semn — valoare, care este asemandtoare cu
trunchierea pentru numere pozitive, dar valorile negative ale
semnalului sunt aproximate de cel mai apropiat nivel de
cuantizare mai mare sau egal cu semnalul.

Aceste descrieri se aplicd cuantizarii in aritmetica in virguld fixa.

Cele doua metode de trunchiere rezultd din tratarile diferite ale numerelor
negative in reprezentarile: marime cu semn, complement fatd de 1,
complement fata de 2.

La un moment dat, nT, eroarea datorata cuantizarii este

E; = Q,[x{n]]-x,(nT)=x, - x, (5.18)
unde i=r 1n cazul rotunjirii §i i =¢ in cazul trunchierii, x, = x, (nT)
reprezintd valoarea necuantizatad a semnalului reprezentata pe b, +1 biti,
iar Q,[x[n]]=x,, valoarea cuantizatd a semnalului reprezentata pe b+1

biti.

Rotunjirea
In cazul rotunjirii

E, =Q[xn]]-x,(nT)=x, —x, si %SEr s% ,A=27" (5.19)

Relatia neliniara dintre x, si x, este reprezentatd in figura 5.3

unde x, este un semnal cu amplitudine continud (b, = ).

In reprezentarea in virguld fixd, eroarea de rotunjire satisface
relatia (5.19), indiferent de aritmetica folositd pentru reprezentarea
numerelor negative, deoarece rotunjirea este independentd de semn, ea
depinzand numai de marimea numarului.
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Figura 5.3 Relatia dintre valorile cuantizate si necuantizate in cazul rotunjirii

In reprezentarea in virgula mobila, mantisa este cea trunchiatd sau
rotunjita.

Daci x,=M,-2" (5.20)
s Q. [xn]]=M -2° (5.21)
atunci E =0, [xn]]-x, =(M-M,)2" (5.22)
Dar pentru rotunjire —A2<M-M,<A2 (5.23)

si atunci din relatia (5.19) rezulta
—2FAJ2<E <2FA/2, (5.24)

care da eroarea absolutd in virguld mobild datoratd cuantizarii mantisei.
Se defineste eroarea relativa ¢, astfel incat
0, [xn]]=x,(1+¢) (5.25)
Datoritd  rezolutiei neuniforme, eroarea corespunzatoare
reprezentdrii in virgulda mobild este proportionald cu numarul, adica

E =¢-x, (5.20)
si relatia (5.24) devine
—25A2<ex, <25 A2 (5.27)
sau
—25A/2 <eM 25 <2 A[2 (5.28)
adica
—A/2<eM < A2 (5.29)
Mantisa satisface relatia
% <M, <1 (5.30)



1. . . . .
Dacda M, =5 din (5.29) se obtine domeniul maxim al erorii

relative ca fiind
—A<g<A (5.31)

Trunchierea

Daca metoda de cuantizare este trunchierea, numarul este
aproximat n aritmetica In virgula fixa, prin cel mai mare nivel care este
mai mic sau egal cu valoarea semnalului. Trunchierea numerelor pozitive,
negative si relatia neliniara dintre x,, si x, sunt reprezentate in figura 5.4,

unde x, este un semnal cu amplitudine continua.

b — — — —
33 0 a ® necuantizat
A - .
1& e l - _ m cuantizat
h=—=7-—7— -] If’-\ ___ nivel de
0 z - ®m-- T cuantizare
ol ) by
&% th
2--!:-__ th=Qt[X[n]]
B >
o )
Be=2g-%, —2b< B0
c)

Figura 5.4. Relatia dintre valorile cuantizate §i necuantizate in cazul trunchierii
a) pentru numere pozitive, b) pentru numere negative, c) caracteristica de trunchiere in
complement fatd de 2

Eroarea de trunchiere £, = Q, [x[n]] — x, este negativa sau zero.
-A<E <0 (5.32)
Acest lucru este valabil pentru toate numerele pozitive reprezentate in
formatul marime cu semn, complement fata de 1 si complement fata de 2.
In continuare se examineaza trunchierea numerelor negative

reprezentate in diverse formate. Fie intai reprezentarea in complement fatd
de 2. Se considera ca numarul ce urmeaza a fi trunchiat este reprezentat
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pe b, +1 biti (la limitd, se poate considera cd b, = oo pentru esantioane ale
unui semnal analogic). Modulul acestui numar negativ este

b” .
A =1->b-2" (5.33)
i=1
Daca acesta este trunchiat la b biti, modulul numarului devine
b
A=1->1b-2" (5.34)
i=1

Diferenta de marime a modulului numarului negativ rezultata prin
trunchiere este

b, b ) by i
A=A, =>b-27"=>b-2"=>b-2"20 (5.35)
i=1 i=1 i=b+1
Deoarece modulul creste prin trunchiere, numarul negativ
reprezentat in complement fatd de 2 devine mai mic. Valoarea maxima a
modulului erorii se obtine cand toti coeficientii b, sunt egali cu 1, caz in
care
A—4,=2"-2"" <A, (5.36)
deoarece A =27 . Prin urmare, in reprezentarea in complement fati de 2,
eroarea se situeaza in domeniul
—-A<E <0 (5.37)
Situatia descrisd anterior este reprezentata in figura 5.4.
In cazul reprezentarii numerelor negative in complement fata de 1
pe b, +1 biti, modulul numarului negativ este

4 :1—5‘,1),24 -2 (5.38)
Prin trunchierea la b+1 blltzll, modulul numarului negativ devine
Azl—zb:biZ’i -27, (5.39)
astfel Incat diferenta acestora els:tle
A-4 = ibiZ’i — Zb:b,.zf" +27n 27 =

. = = (5.40)
= 3b27 -2 =2 )<0

i=b+1
Modulul numerelor negative descreste prin trunchiere, adica, de
fapt, acestea cresc. Situatia este ilustratd in Figura 5.5. care reprezinta

271



trunchierea 1n reprezentarea semn - valoare. Prin urmare, domeniul in care
poate lua valori eroarea ce apare prin trunchierea numerelor negative
reprezentate in complement fata de 1 este

0<E <A (5.41)
be — — — — — — _
3 0 uT ® necuantizat
I ——— __Iﬂ_ N, __é__ . m cuantizat
h———7-- - —fl If_\. nivel de
0 i T T T 7 — 77 " cuantizare
nT
a) by
F 3 th
. Egt=0Q[x[n]]
I
Ei=xy-%, —2b< g 2-d
c)

Figura 5.5. Relatia dintre valorile cuantizate i necuantizate in cazul trunchierii semn
valoare a) numere pozitive, b) numere negative, c) caracteristica de trunchiere in
semn — valoare

In reprezentarea numerelor negative in formatul mdrime cu semn,
bitii care reprezintd modulul numarului negativ sunt aceeasi cu cei
corespunzatori numarului pozitiv, diferind numai bitul de semn. Aceasta
inseamna ca prin trunchierea unui numar negativ modulul acestuia scade,
iar valoarea trunchiata este data de cel mai apropiat nivel de cuantizare
care nu este mai mic decat numarul, situatie reprezentatd in Figura 5.5.

In continuare se va considera trunchierea mantisei in cazul
reprezentarii in virgula mobila.

E, =Q,[x[n]]-x, =(M-M,)2" (5.42)
In reprezentarea in complement faté de 2 a mantisei
—A<M-M_,<0 (5.43)
sau -2%A<E <0 (5.44)
Deoarece E, = ¢x, , se obtine
-2 A<ex, <0 (5.45)
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sau -2 A<eM 2 <0 (5.46)
care implica -A<eM, <0 (5.47)

g 1 . . . . .
Daca M, = 5 se obtine domeniul maxim al erorii relative ¢, ca

fiind
-2A<e<0 (5.48)
Daca M, = —% , domeniul erorii relative este
0<e<2A (5.49)

In reprezentarea in complement fata de 1, eroarea de trunchiere
pentru valori pozitive ale mantisei este:

—A<M-M_<0 (5.50)
sau -2FA<E <0 (5.51)
Cu E =¢x,=eM 2" (5.52)

a

st M =3 se obtine domeniul maxim al erorii relative pentru M,

pozitiv, ca fiind

—2A <e<0 (5.53)
Pentru valori negative ale mantisei, eroarea este
0<M-M,<A (5.54)
sau 0<E <2°A (5.55)
Pentru M, = —% , domeniul maxim pentru eroarea relativa este
-2A <¢<0, (5.56)

aceeasi ca si pentru M, pozitiv.
Acest lucru este valabil, de asemenea, §i pentru cazul in care
mantisa este reprezentatd in formatul marime cu semn.

5.3.2. Model statistic pentru cuantizarea fina
In calculele aritmetice ce implicd cuantizare prin trunchiere sau

rotunjire, este convenabil sd se adopte o metodd statisticd pentru
caracterizarea erorilor rezultate. Cuantizorul poate fi modelat prin
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introducerea unui zgomot aditiv e[x] ce se suprapune peste semnalul x[7],
cu respectarea unor ipoteze ce vor fi specificate in cele ce urmeaza, adica

Qlx[n]] = x,[n] = x[n] +e[n] (5.57)

unde e[n]= E; pentru rotunjire si e[n]= E; pentru trunchiere, iar
modelul este ilustrat in figura 5.6.

Cuartiz ol
[n]—w g[x[n]] > "el2]  2[n] xgm] = x[n] +e[x]

@ Pl
Figura 5.6. Modelul zgomotului aditiv pentru procesul liniar de cuantizare:
(a) sistemul real; (b) model de cuantizare

Cum x[n] poate fi orice numar care se incadreaza in domeniul
cuantizorului, eroarea de cuantizare este uzual modelatd ca o variabila
aleatoare care se incadreaza in limitele specificate anterior pentru erori.
Mai mult, in practicd, b, >> b, deci marimea 2~ poate fi neglijata in
relatiile precedente. In aceste conditii, erorile de cuantizare ale numerelor
reprezentate in virgula fixa si virgula mobild se incadreaza in intervalele
prezentate n Tabelul 5.3.

Tabelul 5.3 Intervalele erorii de cuantizare

Tipul Tipul de Numere Numere
cuantizarii aritmetica reprezentate reprezentate
cu virgula fixa cu virgula mobila
Rotunjire |-Semn-valoare
-Complement
fata de 1 2 <R, <2t 2h<g <t
-Complement
fata de 2
Trunchiere | Complement 2P<E <0 2 <e<0,x>0
fata de 2 0<e<2? x<0
Trunchiere | -Complement 2P <E <0 , x>0
semn- | fati de 1 0<E,<2? x<0 2l e <
valoare | -Semn-valoare
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In aceste conditii, functiile densitate de probabilitate pentru erorile
de rotunjire si trunchiere pentru formatele de reprezentare in virgula fixa
prezentate sunt ilustrate in figura 5.7 [49]. Se observa ca in cazul
trunchierii in formatul complement fata de doi, valoarea medie a erorii are
o deplasare de 27”/2, in timp ce pentru celelalte cazuri ilustrate anterior,
eroarea are o valoare medie nula.

L ity 4 p(BD
1A ,
}'_"1=2é .|'i‘t.=2-
17244
- 0 Al hﬂ' £ i 4 =Et
(a) (b)
Fy I:(Etj
14t be2?
) 0 >
© .

Figura 5.7 Caracterizarea statisticd a erorilor de cuantizare. Functiile densitate de
probabilitate ale (a) erorii de rotunjire; (b) erorii de trunchiere in formatul semn-valoare;
(c) erorii de trunchiere in formatul complement fata de doi

Analiza rezultatelor din Tabelul 5.3 si a expresiilor densitatilor de
repartitie pentru erorile de rotunjire si trunchiere conduce la concluzia ca
rotunjirea este preferatd altor metode de cuantizare, din urmatoarele
motive[34]:

—semnalul de eroare este independent de tipul de aritmetica;

—media semnalului eroare este zero;

—nici o altd metodd de cuantizare nu conduce la o dispersie mai
mica.

Cuantizarea reprezinta o operatie neliniara si ireversibila.

Efectele erorii de cuantizare datorate rotunjirii pot fi evidentiate
daca e[n] se considera o secventd aleatoare care satisface urmatoarele
proprietati:
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1. Eroarea e[ n] este uniform distribuita in domeniul [-A/2,A/2],

2. Secventa de eroare {e[n]} este o secventd de zgomot alb
stationar, pentru care e[n] si e[m], pentru m # n, sunt necorelate.

3. Secventa de eroare {e[n]} este necorelatd cu semnalul x[#].

Ipotezele de mai sus sunt indeplinite cand pasul de cuantizare este
mic si semnalul x[n] traverseaza mai multe nivele de cuantizare intre doua
esantioane succesive. Efectul zgomotului aditiv, e[n], asupra semnalului
dorit poate fi studiat evaluand raportul semnal-zgomot (SNR) care, pe
scara logaritmica (in decibeli), este

SNR=10-10g10i (5.58)
F,
unde P, este puterea semnalului, iar P, este puterea zgomotului de
cuantizare.
Daca eroarea de cuantizare este uniform distribuitd in domeniul
(-A/2, A/2), asa cum este reprezentat in figura 5.7a, valoarea medie a
erorii este zero si dispersia (puterea zgomotului de cuantizare) este

A/2 1 A2 A2 2—2/7
P =0= J.ezp(e)dez— Je2de=—: (5.59)
—AJ2 A ~A/2 12 12

Prin urmare, SNR este

P
SNR =10-1log,, FX =10-log,, P, +10-log,,(12 x 2*") (5.60)

SNR =10-log,, P, +10,8+ 6b (5.61)

Aceasta expresie pentru SNR indica faptul ca fiecare bit folosit in
convertorul A/D sau cuantizor, mareste raportul semnal/zgomot de
cuantizare cu 6 dB sau reduce puterea zgomotului de cuantizare cu 6 dB.

De exemplu, dacd se stabileste nivelul puterii zgomotului de
cuantizare la —70 dB fatd de nivelul puterii semnalului, trebuie folosit un
cuantizor pe 10 biti (sau convertor pe 10 biti).

Pentru a analiza efectul zgomotului de cuantizare asupra
raspunsului unui sistem discret, liniar, invariant in timp, se considera un
astfel de sistem caracterizat de functia pondere A[n], la intrarea caruia se

aplicd semnalul cuantizat x [n]=x[n]+e[n]. Datoritd liniaritatii

sistemului, iesirea sa este suma raspunsurilor sistemului la semnalul
necuantizat x[n] si la eroarea de cuantizare e[n]. Notand semnalul de
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iesire datorat zgomotului sau erorii de cuantizare cu z[{n], conform figurii
5.8, se poate scrie

2[n] = Z kle[n—k] (5.62)

relatie din care poate fi determinata dispersia zgomotului de iesire cauzat
de eroarea de cuantizare.

Eroare de
cuantizare
e[n]
Filtr
Ea[nT] Eq(n] 0 ¥[n]
—
Sermnal + Sermnal ﬁg[;;?l
necuantizat cuanatizat
a)
e[n] Z[n]
h[n] lesite
b)

Figura 5.8. Model pentru eroarea datorata cuantizarii semnalului de intrare
a) Modelul de eroare, b) iesirea datorata zgomotului de cuantizare
b)
In cazul cuantizirii prin rotunjire, tinind seama de ipotezele
asumate pentru eroare si de relatia (5.59), dispersia fiecarui termen din
suma (5.62) este

o2h*[k] = %hz[k] (5.63)

Deoarece dispersia unei sume de variabile aleatoare independente
este egald cu suma dispersiilor lor, rezultd ca, in ipoteza ca erorile de
cuantizare s-au presupus independente la diferite momente de timp,
dispersia iesirii z[n] este

ol[n]= %ihz [k] (5.64)

Dispersia creste pand la o valoare de regim permanent cu conditia
ca filtrul sa fie stabil. Dispersia de regim permanent se calculeaza cu
relatia

AZ 0
o’ =1grlagz[n]=1—2h2[k] (5.65)

ozss
k=0
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O alta forma pentru expresia dispersiei de regim permanent a
iesirii poate fi obtinuta cu ajutorul functiei de sistem a filtrului, H (z), in

felul urmator:

H(z)=> hk]z™* (5.66)
H(z")= ih[m]z’” (5.67)

Prin urmare,
H()H(z")= i ih[k]h[m]z’”’k (5.68)

MultiplicAnd ambii membri cu z' si integrand dupi z pe un
contur inchis ce contine originea in planul z, rezulta
[ HEHE)z"dz = [ DY HkIAm) 2" dz (5.69)
¢ “k=0 m=0
Cand conturul ¢ este 1n regiunea de convergentd pentru H (z) si H (z’1 ),
se poate schimba ordinea de sumare si integrare din membrul drept. Se
observa cd cercul unitate este inclus in domeniul rezultat din intersectia
regiunilor de convergenta pentru H (z) si H (Z’l), cu conditia ca H (z) sa
fie stabil. Astfel se justificd alegerea cercului unitate drept contur de
integrare. Relatia (5.69) devine

| CH(Z)H(z*l )z dz = i ih[k]h[m] [ 2z (5.70)

k=0 m=0
Deoarece conturul de integrare contine originea planului Z,
conform teoremei lui Cauchy [48]

jz'"-k-ldz:{2’7 m=k (5.71)
c 0 m#k
Cu (5.71), relatia (5.70) devine
[ HH()z"dz = 27y'ih2[k] (5.72)
¢ k=0
si, deci,
& 1
hlkl=—| H(z)H|z" )z 'dz 5.73
St~ [ () (573)

Din (5.65) si (5.73) rezulta urmatoarea expresie pentru dispersia
de regim permanent
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2
ol = IA_2 Zrezz'duurile lui H (Z)H (z_1 )z‘1 , (5.74)

polii din
cercul unitate

expresie care, de multe ori, este mai usor de evaluat decét (5.65).

Exemplul 5. 7.

Sa se determine dispersia de regim permanent a zgomotului de la
iesirea unui sistem cauzal, stabil, de ordinul intdi, datorat cuantizirii
semnalului de intrare.

Solutie. Ecuatia cu diferente care caracterizeaza sistemul este
y[n]= Ay[n—1]+x[n], cu | A|<1. Raspunsul la impuls al acestui sistem

este h[n]= A"u[n]. Din (5.65) rezulta dispersia zgomotului de iesire
A2 n Azk B AZ 1_ A2(n+1)

o’ [n]=— =
1] 12,{2:(; 12 1-4°
2 A
Dispersia de regim permanent, cand n — o, este o, = .
p gimp 0z = 5 Z 4
1
H(z)=————,cuunpolin z=4,si Hlz" )= cu un pol in
) 1-Az" P ; ( ) 1-Az P
z= % in afara cercului unitate. Conform relatiei (5.74) rezulta
ol = A—z reziduurile lui N oz = A
12 =4 -4z | ) 12(-4)

identica, evident, cu expresia obtinutd anterior.
Pentru sisteme de ordin superior este mai usor a se folosi relatia (5.74)
decat (5.65) din cauza complexitatii expresiei raspunsului la impuls.

5.4. Erori cauzate de cuantizarea coeficientilor
filtrelor

5.4.1. Efectul cuantizarii parametrilor filtrului asupra

stabilitatii. = Analiza  senzitivitatii la  cuantizarea
coeficientilor filtrelor IIR

Pentru a asigura stabilitatea unui filtru recursiv cauzal, toti polii
acestuia trebuie sa fie in interiorul cercului unitate din planul Z. In multe
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cazuri este de dorit ca un pol sau o pereche de poli sa fie in apropierea
cercului unitate. Daca in acest caz pasul de cuantizare este atit de mare
incat reprezentarea polilor sa fie pe sau in afara cercului unitate, filtrul
astfel implementat devine instabil.

Fie, de exemplu, un filtru de ordinul intai

y[n]:Ay[n—1]+x[n] (5.75)

si fie N =b+1, numarul bitilor disponibili reprezentarii coeficientului 4
care, pentru un filtru stabil, este cuprins in domeniul —1< 4 <1 .

Mirimea pasului de cuantizare este A=2". Dacd £=1-4 este
distanta de la pol la cercul unitate, cea mai mica valoare a lui ¢ care
poate fi precis reprezentati este A=2"". Pentru asigurarea stabilititii
trebuie ca pasul de cuantizare sa fie mai mic sau egal cu distanta de la pol
la cercul unitate, A < &, adicd 27"*' < (1 4), de unde rezultd

,_lozue y loen(l-4) (5.76)
log,, 2 log,, 2

Exemplul 5. 8.

a) Fie A=e", unde a=1rad/s, T=10" secunde. Daci se
foloseste trunchierea ca metoda de cuantizare, sd se determine numarul
minim de biti, N, necesar reprezentarii lui 4, astfel incat sd nu rezulte
instabilitate.

b) Daci sunt disponibili 9 biti si 7 =10 secunde, si se giseasci
a, astfel incat filtrul sa fie stabil.
log,,aT

Solutie. a)l — A=1—e™“" ~aT, prin urmare, N > —
log,, 2

+1=11biti

B log,, (10"3 . a)
0.3

Pentru filtrele de ordin superior localizarea polilor depinde, in
general, de mai multi coeficienti. Pentru a ilustra efectul cuantizarii
coeficientilor asupra localizarii polilor si, implicit, asupra caracteristicii
de frecventd, fie un filtru IIR cu functia de sistem

M
Zbszk

H(z)=—= (5.77)

1+Zakz’k
k=1

280

b) 9= +1 care necesitd a = 4rad/secunda .



Filtrul IIR cu coeficienti cuantizati are functia de sistem
M

Ekz_k
H(z)=—5%—— (5.78)
1+ Z az"
k=1
unde coeficientii cuantizati {b, } si {@, } pot fi exprimati in functie de
coeficientii necuantizati {b;} si {ax} prin relatiile
ak :ak +Aak k=1,2,...,N

_ (5.79)
b,=b +Ab,  k=01,..M

{Aby} si {Aa;} reprezentand erorile de cuantizare ale coeficientilor.
Numitorul lui H(z) poate fi exprimat in forma

D(2)=1+Y az* =[]0~ piz™) (5.80)

unde {pi} sunt polii lui H(z). Similar, se poate descompune numitorul lui
H(z)in forma

D@)=[]0-p.z") (5.81)

unde p, = p, +Ap,, k=1, 2, ..., N, si Ap; este eroarea sau perturbatia care
rezultd din cuantizarea coeficientilor filtrului.

In continuare, se urmireste a se exprima perturbatia totald Ap; a
polului p;, in functie de eroarea de cuantizare {Aa;} a coeficientilor.
Perturbatia Ap; poate fi exprimata ca [48]

N
Ap, = Z@ Aa, (5.82)
k=1 k

unde P reprezintd variatia pozitiei polului p; determinatd de variatia
k
coeficientului a;. Astfel, eroarea totala este exprimata ca o suma a erorilor
datorate schimbarilor in fiecare din coeficientii {a;}.
Derivatele partiale &p,/au,, k=1, 2, .., N, pot fi obtinute

diferentiind D(z) in functie de fiecare {a;}, dupd cum urmeaza [48]:

(29 - (&) o

ébk
Din (5.83) rezulta

z=p;
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(D) any),

@ _| 1.y (5.84)
au, (d)(z)/ ﬁz)

Numaratorul relatiei (5.84) este

(ﬂD(z)j
a, -

Z=pi

Z=pi

=p " (5.85)

Numitorul relatiei (5.84) este
é’D(z)j 0| & 4
) 1< 1—
( & Z=p; { & |:H ( plZ

u P il 1 1 &
= > ETTa-pzhy =—]1w -p) (586
k=t 201 P

# z=p, #0

Z=p;

Prin urmare, relatia (5.84) poate fi exprimata sub forma
@) p N-k
a F
’ H (p i — P )
=1

1#i

Inlocuind rezultatul din (5.87) in (5.82) rezulti eroarea totald de
perturbatie Ap; in forma

(5.87)

N N-k
VD P a— (5.88)
= H(pi - pl)
=1

l#i
schimbare a coeficientilor {a;}.

Un rezultat analog se poate obtine pentru senzitivitatea zerourilor
la erorile cauzate de cuantizarea parametrilor {b;}.

Termenii (p; - p;) din numitorul relatiei (5.88) reprezinta vectori, in
planul Z, orientati de la polii {p;} la polul {p;}. Dacad polii sunt foarte
grupati, ca in cazul unui filtru de banda ingusta reprezentat in figura 5.9,
lungimile | p; - p1| vor fi mici pentru polii din vecindtatea lui p;. Aceste
lungimi mici vor contribui la erori mari §i va rezulta o perturbatie Ap;
mare. Eroarea Ap; poate fi minimizata prin maximizarea lungimii | Di- p;ﬁ
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Cercul unitate
H
XX
:"?el’zﬁ
% E
H

Figura 5.9 Pozitii ale polilor unui filtru IIR trece banda

Acest lucru se poate realiza prin implementarea filtrelor de ordin
mare cu celule cu un singur pol sau cu doi poli. Fltrele cu un singur pol (si
un singur zero) au valori complexe pentru coeficienti si necesitd operatii
aritmetice in complex pentru realizarea lor. Aceastd problema poate fi
evitatd combinand polii si zerourile complex conjugate, pentru a forma
sectiuni de filtru de ordin doi cu coeficienti reali. Deoarece polii complex
conjugati sunt suficient de departati, eroarea de cuantizare Ap; este
minimizatd §i, in consecintd, filtrul cu coeficientii cuantizati rezultat
aproximeaza mai bine caracteristica raspunsului in frecventa a filtrului cu
coeficientii necuantizati.

Exemplul 5. 9.
Un filtru digital de ordinul doi are polii reali p, si p,. Acesta
este implementat in forma directa. Se cere:

a) Din relatia generald (5.82) sa se scrie o relatie pentru modificarea
pozitiei polilor datoratd modificarilor coeficientilor ecuatiei cu
diferente corespunzitoare.

b) Daca p, =098 si p, =094, care este numdrul minim de biti
necesar ca filtrul s ramana stabil Tn urma cuantizarii coeficientilor?
Metoda de cuantizare se presupune a fi rotunjirea.

2-k
Solufie. a) Din (5.87) rezults 2 P- = — k=128 i=12.
oa,
[T~ p.)

!
4

1
op, _ D op, _ 1

oa, b= D, da, Pr— P,
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op, D, op, 1

da, Py P da, p,—p
variatia totala in pozitia polilor este
2 ap
Ap, = ~Aa
; da, g
: 0 0 1
adicd Ap, = plAalJr p'Aazz—[plAa1+Aa2]
da da, b= P
: 0 0 1
s Ap, = pzAa1+ 2 Aazz—[pzAal+Aa2]
Oa Oa, Py — P

b)Este necesar a determina Aa, si Aa,. Numitorul functiei de
transfer a filtrului are forma (z - D )(z - p2)= z’—az+a, unde
a=p +p, st a,=pp,. Pentru asigurarea stabilitatii trebuie ca
—2<a, <2 si -l<a,<1 [63]. In aritmetica in virguld fixa
coeficientul a, poate fi scalat pentru a se obtine un numar fractionar, desi

pentru coeficientii filtrului virgula binara este adesea mutatd spre dreapta
pentru a adapta coeficientii la marimi mai mari ca unitatea. In orice caz se
poate calcula pasul de cuantizare si numarul de biti, N=b+1.

2

4 .
Pentru a;, A =— sipentrurotunjirc Aa, =—=—
2 2 2
S-ar putea alege acelasi pas de cuantizare si pentru a,, caz in care
ar fi necesari N - 1 biti deoarece domeniul lui a, este jumatate din cel

pentru aq,. In schimb, s-ar putea adopta N biti pentru ambele registre,
. . . g 2 A
pentru a, si a, si pasul de cuantizare pentru a,sd fie o astfel

. 1
incat, pentru rotunjire Aa, = A/4= oV

Pentru ultima alegere, din expresia mentionatd anterior pentru
schimbarea pozitiei polului rezulta
1
=—+——(0,98)2+1,0)/2" =74/2" i
s aail0s9z o)t <742 s
B 1
0,94 -0,98

A p,

Ap, [(0,94)2 +1,0]/2" =—-72/2"
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Polul p,, fiind mai apropiat de cercul unitate este posibil si
cauzeze instabilitatea filtrului, dacd nu este reprezentat adecvat. Pentru
stabilitate, trebuie sa fie indeplinitd relatia 1-p, =0,02> A p, = 74/ 2"

sau 2" > 3700, care implici N=12 biti lungimea minimai a registrului.

Pentru a completa analiza, este necesar a considera si cazul polilor
complex conjugati in expresia functiei de transfer (5.77). Numitorul
acesteia se poate scrie

S

N q
1+ az" =] (1 -p.z” )H [1 ~2r,(cos8, )z + rkzz'z] (5.89)
k=1 i=l1 k=1

N-q T . . . .
unde s= — cu g poli simpli si s perechi de poli complex conjugati.

Diferentiind (5.89) 1in raport cu a,, cu 1</< N se determind

. O,
, 1<m<qg si —, si
a a

m

senzitivitatea la cuantizarea coeficientilor

00,
oa,
simpli p,,, 1 <m < g [58]

, 1< g <s. Dupa cateva prelucrari matematice rezultd pentru polii

—I+1

aprﬂ — - prﬂ , (5.90)
[1 -2, (cos 0, )p,;1 + rkzp;f]

1 k=1

si pentru polii complecsi rgeigg , 1<g<s

or, —r"sin[l-1)0,]

= ' (5.91)
oa, 2C,sind,
00, _ r;'ksinf1-2)0,]- c':Ojeg sin[(1-1)8, |} 592)
da, 2C,sin" 0,
unde
q N
C, = H(l—piz_l)H(l—bfk cosf,z” +rkzz_2) o, (5.93)
N z=rge

i=l1

09 —

#*

Eonkanl

Deviatiile totale sunt
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0P _
Ap, =Y. Aa, I=1,...,q (5.94)
= 0aq,
N Or
Arg:Z—agAa, g=1..,s (5.95)
I=1 ]
00

£ Aaq, g=1L...5 (5.96)
!

Din nou se observa ca, daca polii sunt grupati, ca in cazul filtrelor
de banda ingusta, polii realizarii in forma directd sunt sensibili la erorile
de cuantizare a coeficientilor si, cu cat este mai mare numdrul de poli
grupati, cu atat si senzitivitatea este mai mare.

Este interesant de observat modul in care influenteaza structura de
implementare a filtrului erorile cauzate de cuantizarea coeficientilor.
Pentru a ilustra acest lucru, fie un filtru cu doi poli complex conjugati,
caracterizat de functia de sistem

1
- (2rcos0)z ! +r°z7

H(z) (5.97)

Filtrul are polii la z; , = re¥? . Cénd este realizat ca in figura 5.10,
existd doi coeficienti: a; = —2rcos® si a, = r*. Cu precizie infinit este
posibil sa obtinem un numadr infinit de pozitii ale polilor. Evident, cu
precizie finita (adica a; $i a, cuantizati), pozitiile posibile ale polilor sunt
in numar finit.

x[n] ¥l

Figura 5.10. Realizare directd a unui filtru cu doi poli

De exemplu, pentru b=3, sunt posibile 7 valori nenule pentru a; si
a,. In figura 5.11 sunt reprezentate pozitiile posibile ale polilor, numai
pentru primul cadran al planului z. Sunt posibile 40 de pozitii ale polilor
in acest caz. Neuniformitatea in pozitia polilor este datorata faptului ca se
cuantizeaza * iar polii se gisesc pe un arc de cerc de raza r. Pentru o
anumita cuantizare a coeficientilor, polii se afld pe o grila din planul z
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definitd de intersectia cercurilor concentrice corespunzatoare cuantizarii
lui #* si liniilor verticale corespunzitoare cuantizarii lui 2rcosf. De
importanta particulara este setul rar de poli, pentru € apropiat de zero si,
datorita simetriei, pentru # in apropierea lui m. Aceasta situatie va fi critic
nefavorabild pentru filtrele trece jos si filtrele trece sus care au in mod
normal polii grupati in jurul frecventei unghiulare 6=0 si, respectiv, 6=m.

e poztia polior
sisternuln

reahzabil

0 025 05 075 1

Fig. 5.11 Pozitii posibile ale polilor structurii de ordinul doi In planul Z, pentru
cuantizarea pe trei biti

O alternativa in realizarea filtrelor cu doi poli este forma cuplata,
reprezentata in figura 5.12.

-®

F

z[n] ¥ [n]

-1

v, [n-1]
rain g

rcosd

—ramnd

— y(n]

rocosd l:']
.

y[n-1]

Figura 5.12. Realizare in forma cuplata a filtrului IIR cu doi poli

Cele doua ecuatii cuplate sunt:
y,[n]=x[n]+(rcos@)-y,[n—1]—(rsin@)- y[n—1]
y[n]=(rsin@)-y,[n—1]+(rcosb)- y[n—1]

287

(5.98)



Transformand aceste ecuatii in domeniul Z, se poate scrie
E:H(z): (rsin@)_zl’l _
X(2) 1-(2rcos0)z +r°z
In forma cuplati se observa ca sunt de asemenea doi coeficienti,
oy = 7 sinB §i oy = r cosB. Deoarece ambii sunt liniari in 7, pozitiile
posibile ale polilor sunt acum puncte egal spatiate pe un caroiaj
dreptunghiular, ca in figura 5.13.

(5.99)

Tr(z)

Figura 5.13. Pozitii posibile ale polilor filtrului cu doi poli, realizat in forma
cuplata din figura 5.12

Ca urmare, pozitionarea polilor este acum uniform distribuita in
interiorul cercului, lucru mult mai favorabil decat realizarea precedenta,
mai ales pentru filtrele trece jos. Pretul platit pentru aceastd distribuire
uniformd a pozitiei polilor este o crestere a volumului de calcule.
Realizarea In forma cuplata necesita patru multiplicari, cate doua pentru
fiecare iesire, in timp ce realizarea din figura 5.10 necesitd doar doua
multiplicari. Este interesant de observat faptul cd pentru o anumita
lungime a coeficientilor, forma directd permite o plasare mai adecvatd a
polilor cu r apropiat de unitate si @ mare, pe cand forma cuplatd este mai
avantajoasa pentru 6 mic.

Deoarece sunt diverse metode de a realiza sectiunile de ordin doi
localizarea polilor in cazul coeficientilor cuantizati. Ideal ar fi si se
selecteze o structura care conduce la un set dens de puncte in regiunea
unde se afla polii. Din nefericire nu existd o metoda simpla si sistematica
pentru determinarea realizarii filtrului care sa duca la rezultatul dorit.

Avand dat un filtru IIR de ordin inalt care trebuie implementat ca
o combinatie de sectiuni de ordinul doi, va trebui sa se decidd intre o
structurd in cascada si una in paralel, adica intre realizarea
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2

K bo,+b,z"' +b,z"
H(z)=] [ o202 T % (5.100)
o l+tayz +a,z

si realizarea

K -1
H(z)=) —tn? (5.101)
o lta,z +a,z

Daca filtrul IR are zerouri pe cercul unitate, cum este cazul
filtrelor eliptice si Cebyshev de tipul doi, fiecare sectiune de ordin doi din
configuratia in cascada din (5.100) contine o pereche de zerouri complex
conjugate. Coeficientii {by;} din (5.100) determina in mod direct pozitiile
acestor zerouri, iar cuantizarea lor tinde si le deplaseze de pe cercul
unitate. Senzitivitatea raspunsului sistemului la eroarea de cuantizare este
usor si direct controlabila prin alocarea unui numar suficient de biti pentru
reprezentarea coeficientilor cuantizati {by} cu o precizie specificata.
Astfel va exista control direct asupra polilor si zerourilor care rezulta din
procesul de cuantizare. De fapt, se poate evalua efectul perturbarii
rezultate din cuantizarea coeficientilor {by}, cu o anumita precizie ceruta.

Realizarea in paralel a lui H(z), conform relatiei (5.101), asigura
un control direct doar asupra polilor sistemului. Coeficientii
numaratorului {c} si {cx;} sunt obtinuti prin descompunerea in fractii
simple a lui H(z). Prin urmare polii influenteaza indirect localizarea
zerourilor, prin combinarea tuturor termenilor din descompunerea in
fractii simple a lui H(z) si, In consecintd, este mult mai dificil a se
determina efectul erorii de cuantizare datorat coeficientilor {csx}, In
localizarea zerourilor sistemelor.

Cuantizarea parametrilor {cy} poate produce o perturbatie
semnificativa a pozitiilor zerourilor si, de obicei, va fi suficient de mare in
implementarile cu virguld fixa pentru a deplasa zerourile de pe cercul
unitate. Aceasta este o situatie foarte neplicutd, care poate fi insd
remediata folosind o reprezentare in virguld mobila. In orice caz, structura
in cascadd este mult mai robustd in prezenta cuantizarii coeficientilor si
trebuie sa fie alegerea preferatd in aplicatii practice, mai ales unde este
folositd reprezentarea in virgula fixa.
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5.4.2. Cuantizarea coeficientilor filtrelor FIR

aplicata polilor unui sistem se aplica direct si zerourilor filtrelor IIR. Prin
urmare, o expresie asemanatoare cu relatia (5.88) se poate obtine pentru
zerourile unui filtru FIR. Pentru a minimiza senzitivitatea la cuantizarea
coeficientilor, va trebui ca filtrul FIR cu un numar mare de zerouri sa fie
implementat ca o cascada de sectiuni de ordinul unu si doi.

Un aspect important In practicd il reprezintd filtrele FIR cu
raspuns liniar de fazad. Realizarile directe ale unor astfel de filtre mentin
proprietatea de faza liniard chiar si in cazul cuantizarii coeficientilor.
Aceasta rezulta din observatia cad functia de sistem a unui filtru FIR de
faza liniara satisface proprietatea

H(z)=+z""VYH(z™), (5.102)
indiferent daca coeficientii sunt sau nu, cuntizati.

Prin urmare, cuantizarea coeficientilor filtrului FIR afecteaza doar
caracteristica de amplitudine.

Din practica se stie cd pentru a reprezenta coeficientii unui filtru
FIR de faza liniard de lungime moderata (M=32 + 256) sunt necesari cel
putin 10 biti, dar, daca este posibil, se preferd a se folosi 12 pana la 14
biti. Cu cresterea lungimii filtrului trebuie sa creasca si numarul de biti
pentru reprezentarea coeficientilor, pentru a mentine aceeasi eroare in
raspunsul in frecventa al filtrului. Se presupune, de exemplu, ca fiecare
coeficient al filtrului este rotunjit la (b+1) biti. Prin urmare, eroarea de
rotunjire se incadreaza in domeniul: 277 /2 < e, [n] <27 /2.

Valoarea cuantizata a raspunsului la impuls poate fi reprezentata
ca h, [n]=h[n]+e,.[n] sieroarea in raspunsul in frecventa este

E, (w)= Afer[n]-e"i”” (5.103)

n=0
Presupunand ca ¢,[n] este o variabild aleatoare uniform distribuita
in intervalul [-2"b/2, 2'b/2] cu valoarea medie zero, E)(w) va fi, de
asemenea, de medie zero. Presupunand, in continuare, ca e[n] poate fi
modelata ca o secventd de zgomot alb stationar, secventa erorilor e,[#n],
0 < n < M-1, are esantioanele necorelate. Prin urmare, dispersia erorii in
raspunsul in frecventa Ej() este suma dispersiilor celor M termeni e,[n]

27217
T
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Ecuatia (5.104) subliniaza faptul ca dispersia erorii creste liniar cu
lungimea filtrului M. Deviatia standard a erorii Ep(®) este

-b
o, = 2 M (5.105)
V12
Prin urmare, pentru fiecare crestere de patru ori a lui M, precizia in
reprezentarea coeficientilor filtrului trebuie crescutd cu un bit, pentru a
mentine deviatia standard fixd. Din practica se constatd cd pentru a avea
o deviatie standard acceptabila se folosesc 12, 13 biti. Dacd lungimea
filtrului, M, este mai mare decat 256 sau numarul de biti folositi pentru
reprezentarea coeficientilor este mai mic de 12, atunci filtrul trebuie
implementat ca o cascada de sectiuni de filtre de lungimi mai mici.
Intr-o realizare in cascada, de forma

H(z):G-ﬁHk(z) (5.106)
sectiunile de ordinul doi sunt: a

H, (z)=1+b,z"" +b,z". (5.107)
Coeficientii au forma b,, = —2r, cos®, si b,, = r,”. Cuantizarea lui by si

by, conduce la localizarea zerourilor ca in figura 5.11, cu exceptia faptului
ca grid-ul se extinde 1n afara cercului unitate.
Ecuatia (5.102) arati ci zerourile lui H(z") sunt identice cu cele

ale lui H(z). Dacd H(z) are un zerou complex z =7, -e’% atunci H(z)
trebuiec sa aibd si o “imagine—oglindd” a acestuia, adicd zeroul
z'=(1/r)-e’%. Pe de alti parte, daci rispunsul la impuls este real,
zerourile complexe ale lui H(z) apar in perechi conjugate. Problema care
apare 1n acest caz este mentinerea proprietatii de faza liniard, deoarece
perechea de zerouri cuantizate z;, = (1/r,)- e*/% poate s nu fie imaginea

~ . o .. . . +7.0,
in oglindd a perechii de zerouri cuantizate z,, =7, -e™/%.

Aceastd problema poate fi evitatd prin rearanjarea termenilor
corespunzatori imaginii 1n oglinda. Se pot scrie astfel coeficientii imaginii
in oglinda, sub forma

2 1 1
(1——0059,{2' +—222j = —(rk2 —2r,cos0,z"' +z’2) (5.108)
Ty

2
7, 7,

291



Factorul {1/r#} poate fi combinat cu castigul total G, sau poate fi
distribuit in sectiunile de filtru de ordin doi. Termenul din (5.108) contine

. . . _ 2 . .
exact aceeasi parametri ca si factorul (1—27r, cos0,z"' +7°z7) si, prin
urmare, zerourile apar acum in perechi imagine-oglinda chiar daca
coeficientii sunt cuantizati.

5.5. Erori cauzate de cuantizarea produselor.
Caracterizarea statisticd a efectelor cuantizarii in
realizarea in virgula fixa a filtrelor digitale

Multiplicarea a doud numere reprezentate pe b biti fiecare,
exceptand bitul de semn, are ca rezultat un numar reprezentat pe 2b biti.
In practica, datorita lungimii finite a registrelor cu care se lucreazi, se
impune exprimarea produselor prin b biti semnificativi, astfel incat,
inevitabil, cuantizarea este asociatd cu formarea produsului. Indiferent de
tipul de cuantizare folosit, s-a Incetdtenit ca acesta sd se numeascd
rotunjirea produsului. Efectul acestei cuantizari asupra performantelor
filtrului depinde de modul de implementare a acestuia.

Se presupune ca eroarea de rotunjire asociatd formarii produsului
este independentd de la o iteratie la alta, astfel incat poate fi folosit
modelul cuantizarii fine, sursele de zgomot fiind introduse in sistem dupa
multiplicatoare. Astfel, multiplicatorul este modelat cu o operatie in
precizie infinitd urmatd de o sursd de zgomot aditiv e[n], asa incat
rezultatul final sa fie egal cu un nivel de cuantizare, exact cum s-a
procedat la caracterizarea erorii de cuantizare la conversia A/D a unui
semnal analogic.

Se incepe cu caracterizarea zgomotului de rotunjire intr-un filtru
cauzal, cu un singur pol, care este implementat in aritmetica cu virgula
fixa si este descris de ecuatia neliniara cu diferente

vin] =0, [av[n —1]]+ x[n] (5.109)

Efectul rotunjirii produsului av[n-1] este modelat cu o secventa de
zgomot e[n] adunata la produsul necuantizat av[n-1], care este
O [avin—1]] = av[n—1]+ ¢[n] (5.110)

Cu acest model pentru eroarea de cuantizare, sistemul considerat
este descris de ecuatia liniara cu diferente
v[n] = avin —1]+ x[n] + ¢[n] (5.111)
Sistemul corespunzator este ilustrat in diagrama bloc din figura 5.14.
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]

e[n]
Figura 5.14. Modelul zgomotului aditiv pentru eroarea de cuantizare a produsului pentru
un filtru cu un singur pol

Secventa de iesire a filtrului v[n], poate fi separatd in doud
componente. Prima este raspunsul sistemului, y[n], la secventa de intrare
x[n], iar a doua este raspunsul sistemului, z[n], la zgomotul aditiv de
cuantizare e[n]. Secventa de iesire se exprima ca o suma a acestor doud
componente, adica

v[n] = y[n]+ z[n] (5.112)

Inlocuind v[n] din (5.112) in (5.111), se obtine

y[n]+z[n] = ay[n —1]+ az[n — 1]+ x[n] + €[ n] (5.113)

Pentru a simplifica analiza, se fac urmatoarele presupuneri in
legatura cu eroarea e[n]:

1. Pentru orice n, secventa de eroare {e[n]} este uniform distribuitd in

intervalul (—%2b,l2bj. Aceasta implicd valoarea medie a lui

{e[n]} egala cu zero, si dispersia
2—2b
2
o, B (5.114)
2. FEroarea {e[n]} este o secventa stationara de zgomot alb §i, ca urmare,
e[n] si e[m] sunt necorelate pentru n#m.
3. Secventa de eroare {e[n]} este necorelatd cu semnalul {x[n]}.
Ultima presupunere permite separarea ecuatiei cu diferente (5.113)
in doud ecuatii independente:
y[n]=ay[n—1]+ x[n] (5.115)
z[n] = az[n —1]+ ¢[n] (5.116)
Ecuatia cu diferente (5.115) reprezinta relatia de intrare-iesire
pentru sistemul dorit, iar cea din (5.116) reprezintd relatia pentru eroarea
de cuantizare la iesirea sistemului.
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Pentru a completa analiza se face apel la doud relatii importante.
Prima este relatia pentru valoarea medie a iesirii z[n] pentru un filtru
liniar, invariant in timp, cu raspunsul la impuls 4[#n], cand este excitat de o
secventa e[n] cu media m,. Rezultatul este [48]

m, =m, Y hln] (5.117)
n=0
sau, echivalent,
m, =m,H(0) (5.118)

unde H(0) valoarea raspunsului in frecventd H(w) la ® = 0.

Deoarece eroarea de cuantizare datoratd rotunjirii are media zero,
valoarea medie a erorii la iesire este m,=0.

A doua relatie importantd este expresia pentru secventa de
autocorelatie a iesirii z[n] a unui filtru cu raspunsul la impuls A[x] la
secventa aleatoare de intrare e[n]. Aceasta este [63]

=2 D hlkIAy  Jk —1+n] (5.119)
k=0 =0
unde y, [n] este functia de autocorelatie a secventei de intrare e[n].
In cazul particular cand secventa aleatoare este zgomot alb,
secventa de autocorelatie 7.[n] este un impuls scalat cu dispersia o,
adica [34]

Veo[n]=0.5[n] (5.120)

Dupa substitutia relatiei (5.120) in (5.119), se obtine secventa de
autocorelatie de la iesirea filtrului excitat cu zgomot alb

y_[n]= afih[k]h[k+n] (5.121)

Dispersia o a zgomotului de iesire este obtinutd evaluand y.[n]
la n=0, adica [34]

ol =0l h’[k] (5.122)
k=—
sau, cu ajutorul teoremei lui Parseval [63], expresia alternativa
2 - 2
ot =2 j |H(w)| do (5.123)
27 o7

In cazul filtrului cu un singur pol, rispunsul la impuls este
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h[n]=a"u[n] (5.124)

Dispersia erorii la iesirea filtrului rezulta

) 2

ol =02 a? =2 (5.125)

z e = 2
k=0 l-a

Se observd cd puterea zgomotului o’ la iesirea filtrului este
marita fati de puterea zgomotului de la intrare, o>, cu factorul 1/(1-a?).
Acest factor creste odata cu apropierea polului de cercul unitate.

Fie, In continuare, un filtru recursiv de ordinul doi:

y [n] =-a,y [n - 1]— azy[n - 2]+ box[n]+ blx[n - 1] (5.126)

In calculul iesirii sunt implicate patru multiplicari, daca a,,a,, b,
si b, nu sunt egali cu unitatea. Zgomotul de rotunjire asociat cu fiecare
multiplicare este e, [n], i=03.

Se considera intai realizarea In forma directa I, ca in figura 5.15.

¥[nl+z[n]

E'l[n] lrezultanta
' eln]

Fig. 5.15. Zgomotul de rotunjire la multiplicare pentru un filtru de ordinul doi
in forma directa I

Deoarece toate sursele de zgomot se aduna in acelasi punct,
acestea pot fi inlocuite cu o sursa de zgomot echivalenta

e[n]z lzsolel. [n] (5.127)

Se observa ca in implementarea in forma directd I, zgomotul trece
numai prin partea de sistem ce contine numai poli, adica zerourile nu au
nici un efect asupra zgomotului din iesire.

In cazul rotunjirii, cAnd pasul de cuantizare este constant, dispersia
unei surse de zgomot este

295



2
» LA 023 (5.128)

e >

Presupunand erorile de cuantizare independente, dispersia
zgomotului rezultat este suma dispersiilor componentelor
3 2
ol =>o! _A (5.129)
=
Pentru cazul general al formei directe I, cand sistemul are M+1
multiplicari pentru zerouri $i N multiplicari pentru poli cu coeficienti

diferiti de 0 si 1, dispersia surselor de zgomot este
2

ol = (M+N+1)1A—2 (5.130)

Portiunea din filtru prin care trece zgomotul de rotunjire este
aratata in figura 5.16. lesirea z [n] datorata zgomotului formeaza o parte a
iesirii cuantizate.

a[n]

Figura 5.16. Portiunea din filtrul recursiv afectata de zgomotul de rotunjire pentru
realizarea 1n forma directa I.

Pentru figura 5.16 se poate scrie
zZ 1
EACIy z)= — — (5.131)
E(z) l+az +a,z
Evident, aceastad functie de transfer diferd de cea a filtrului care
include si zerouri, care este

by + bz
H(z)=+ nIE (5.132)
+a,z" +a,z

Conform relatiei (5.74), dispersia totald de regim permanent a

iesirii datorate zgomotului de rotunjire este
A , :
Oy =— Zreziduurile lui H'(z) H (Z’1 )Zﬁl (5.133)
polii din

cercul unitate
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cu H'(z) datde (5.131).

In cazul formei directe I dispersia totalid de regim permanent a
zgomotului datorat rotunjirii multiplicarilor este

2 A1 : (1),
O :(M+N+1)——'§H (Z)H (Z )Z dz =
12 27
(5.134)

|2

:(M+N+1)%Z|h'[n]

1 . C e .
unde H'(z) = ————— este partea care contine toti polii sistemului.

In continuare, se considera implementarea canonica (forma directa
IT) a filtrului descris de (5.126), caz in care erorile de rotunjire pot fi
reprezentate ca surse de zgomot pozitionate ca in figura 5.17.

o ¥[nl+z[n]

Figura 5.17. Zgomotul de rotunjire al produselor pentru un filtru recursiv implementat in
forma canonica

Se
3 A2
observi ci semnalule de eroare e,[n]= Zei [n] cu dispersia e trece
i=2
1 A2
prin tot filtru, in timp ce e,[n]= Ze[ [n] cu dispersia ra este un zgomot
i=0
adunat direct la iesire. In acest caz dispersia de regim permanent a iesirii
datoratd zgomotului de rotunjire a produselor este suma dispersiilor

zgomotelor determinate de cele doud semnale de eroare e, [n] si e;[n].
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Coy = A? 1+ Z reziduurile lui H(z) H(Z_l )Z_] (5.135)

polii din int eriorul
cercului unitate

cu H(z) dat de (5.132).

Pentru cazul general al formei directe II pentru filtrul IIR, cand
coeficientii acestuia sunt diferiti de O si 1, dispersia de regim permanent a

zgomotului de iesire este
2

Ozvv _N__ H _1 ]dZ+(M+l)A=
12 279 12
(5.136)

2 2
_ N%Zn]h[nﬂz +(M +1)1A—2

Fara a considera valori numerice pentru coeficienti, numai din
compararea relatiilor (5.134) si (5.136), nu este posibil a decide care
dintre aceste forme de implementare produce un zgomot de iesire mai mic
datorat erorii de cuantizare a produselor.

Exemplul 5. 10.
Sa se determine dispersia de regim permanent a zgomotului de
iesire, datorat rotunjirii aritmetice, a filtrului cu functia de sistem

1
b, + b,z
1-2rcos@z" +r’z

H(z)= =
implementat n
a) forma directd I
b) forma directa II
daca r=0,9, 0 =z/4, b, =1,1, b, =0, 3 si pasul de cuantizare A.
Solutie. a) Din figura 5.15 si 5.16 rezultd ca dispersia de regim
permanent a zgomotului de iesire este
AZ
Coy =— D reziduurile lui H'(z) H’(z‘1 )z" =
3 polii din cercul
unitate ai lui Hl(z)

_A21+r2 1

_3_1—7”2 r* —2r*cos26 +1
1

1-2rcos@z" +r’z

b) Din figura (5.17) rezulta
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, AN A
bu =—+— Y reziduurile lui H(z) H (z‘1 )z‘1 =
6 6 polii lui H(z)
AN s (b(f +b12)(1+r2)—4b0blrcos¢9
6 (r4 —2r? cos2t9+l)(1—r2)

Se observa ca forma directa II (canonicd) produce un zgomot de
iesire mai mic pentru valorile date ale parametrilor decat forma directa I si
ca valorile by si b; nu afecteaza dispersia zgomotului de iesire in forma
directa I.

Ecuatiile (5.134) si (5.136) arata ca structurile in forma directa I si
I sunt afectate diferit de cuantizarea produselor in implementarea
ecuatiilor cu diferente corespunzitoare. In general, alte structuri
echivalente, cum ar fi cele in cascada, in paralel, lattice si formele
transpuse vor avea dispersii totale ale zgomotului la iesire diferite de cele
din structurile in forma directd. Nu se poate spune care sistem va avea
dispersia de zgomot la iesire cea mai mica, daca nu se cunosc valorile
coeficientilor.

Imbunitatirea performantei de zgomot a sistemelor numerice este
posibild folosind sumatoare si acumulatoare pe un numar mai mare de
biti. Aceasta solutie presupune insd o complicare semnificativa a realizarii
“hard” a schemei.

} =1,07 A

5.6. Oscilatii cu ciclu-limita in sisteme recursive

In sectiunile anterioare au fost analizate erorile care apar in
operatiile aritmetice realizate de un filtru digital. Prezenta unuia sau a mai
multor cuantizoare in implementarea unui filtru digital, conduce la un
dispozitiv neliniar a carui caracteristica poate fi semnificativ diferita de
cea a filtrului ideal. Efectele neliniare datorate aritmeticii cu precizie
finitd, Ingreuneaza analiza performantelor unui filtru digital. Pentru a
efectua o analizd a efectului cuantizarii, s-a adoptat o caracterizare
statistica a erorilor de cuantizare, ceea ce a condus in final la un model
liniar pentru filtru.

In sistemele recursive, neliniaritatea datoratd efectudrii operatiilor
matematice In aritmetica finitd poate cauza oscilatii periodice la iesire,
chiar dacd secventa de intrare este zero sau o valoare constanta, nenula.
Astfel de oscilatii in sistemele recursive sunt numite cicluri limita si pot fi
direct atribuite erorii de rotunjire sau trunchiere la multiplicare. Aceste
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oscilatii pot fi reduse folosind registre pe mai multi biti. Al doilea tip de
oscilatii numit oscilatii de depdsire poate apdrea cand intrarea
cuantizorului depaseste domeniul dinamic. Aceste oscilatii au, de obicei,
amplitudine mare si nu pot fi reduse prin cresterea numarului de biti.

5.6.1. Cicluri limita datorate rotunjirii

Fenomenul ciclurilor limitd este diferit de comportamentul
zgomotului cauzat de cuantizare. Efectele cuantizérii se identifica cu
zgomotul cand nivelul semnalului este mare si foarte variabil, facand
eroarea de cuantizare, la orice moment de timp, aproape independenta de
erorile anterioare. Cand nivelul semnalului este scazut, erorile cauzate de
cuantizare devin corelate. Ciclurile limita sunt periodice, dar nu neaparat
sinusoidale. Ele sunt susceptibile a aparea acolo unde exista reactie in
filtru; filtrele IIR au intotdeauna mecanisme de reactie in interiorul lor,
deci astfel de oscilatii pot aparea la iesirea lor. Spre deosebire de acestea,
filtrele FIR nu contin mecanisme de reactie si, in consecinta, ele nu vor
prezenta oscilatii la iegire. Acesta este un avantaj al filtrelor FIR fata de
cele IIR. Tratarea generald a comportarii pe cicluri limitd a filtrelor
digitale este dificild, motiv pentru care se vor analiza structurile de
ordinul 1 si 2.

Pentru a ilustra caracteristica unei oscilatii de ciclu limita, se
considerda un sistem cu un singur pol, descris de ecuatia liniard cu
diferente

Vn]=ay[n—1]+x[n] (5.137)

in care polul este situat la z=a. Sistemul ideal este prezentat in figura
5.18a.

D —_ :
[n] ¥ oy Hn] K | S
z! arl z!
a . a
a) b)

Figura 5.18. a) Sistemul recursiv ideal cu un singur pol b) Sistemul neliniar real

Sistemul real, care este descris de ecuatia neliniara cu diferente
v[n] = Qlav[n —1]]+ x[n] (5.138)
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este realizat ca in figura 5.18b.

Se presupune ca sistemul real din figura 5.18b este implementat cu
o aritmeticd in virguld fixd cu patru biti pentru amplitudine si un bit
pentru semn. Cuantizarea care se face dupa multiplicare este presupusa a
rotunji produsul prin adaos. In Tabelul 5.4 se prezinti rispunsul
sistemului real pentru patru pozitii diferite ale polului z=a si intrarea
x[n]=p0 [n], unde f=15/16, care are reprezentarea binara 0,1111.

Tabel 5.4 Cicluri limita pentru un filtru cu un singur pol

a=0,1000
=12

a=1,1000
=-172

S

a=0,1100
=3/4

a=1,1000
=-3/4

0,1111 (15/16)

0,1111 (15/16)

0,1011 (11/16)

0,1011 (11/16)

0,1000 (7/16)

1,1000 (-7/16)

0,1000 (8/16)

1,1000 (-8/16)

0,0100 (3/16)

0,0100 ( 3/16)

0,0110 (6/16)

0,0110 ( 6/16)

0,0010 ( 1/16)

1,0010 (~1/16)

0,0101 (5/16)

1,0101 (=5/16)

0,0001 ( 1/16)

0,0001 ( 1/16)

0,0100 (4/16)

0,0100 ( 4/16)

0,0001 (1/16)

1,0001 (—1/16)

0,0011 (3/16)

1,0011 (=3/16)

0,0001 ( 1/16)

0,0001 ( 1/16)

0,0010 ( 2/16)

0,0010 ( 2/16)

0,0001 ( 1/16)

1,0001 (~1/16)

0,0010 ( 2/16)

1,0010 (-2/16)

R[QA N[N | [ W~

0,0001 ( 1/16)

0,0001 ( 1/16)

0,0010 ( 2/16)

0,0010 ( 2/16)

In mod ideal, rispunsul sistemului ar trebui si scadd exponential
spre zero ( y[n]= a" — 0 cand n— ). In sistemul real, totusi, raspunsul
v[n] atinge o stare stabila periodica la iesire, cu o perioada ce depinde de
valoarea polului. Cand polul este pozitiv, oscilatiile au loc cu perioada
N, =1, astfel incat iesirea atinge o valoare constanta de 1/16 pentru a=1/2
si 1/8 pentru a=3/4. Acest fenomen este numit ciclu limitd cu frecventa
ZEero.

Pe de alta parte, cand polul este negativ, secventa de iesire
oscileaza intre valori pozitive si negative (£1/16 pentru a = —1/2 si £1/8
pentru a = —3/4). Prin urmare, perioada este N, = 2. Se obtine astfel o
oscilatie de amplitudine constantd, a carei pulsatie este egald cu © §i a
carei amplitudine este £1/16 sau £1/8.

Aceste cicluri-limitd apar ca rezultat al efectului de cuantizare in
multiplicari. Cand secventa de intrare x[n] devine zero, iesirea intra intr-
un ciclu limitd dupd un numar de iteratii. Iesirea rdmane in acest ciclu
limitd pand cand este aplicat un alt semnal de intrare, suficient de
puternic, pentru a scoate sistemul din ciclu. In mod similar, ciclurile
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pe perioada ciclului limita este inclusa intr-un domeniu de valori care este
numit “banda moarta” a filtrului. Frecventa si amplitudinea ciclului limita
depind de coeficienti, conditii initiale, metoda de cuantizare si lungimea
cuvantului.

Este interesant de mentionat faptul cd atunci cand raspunsul
filtrului cu un pol este in ciclu limitd, sistemul neliniar real lucreaza ca un
sistem liniar echivalent, cu un pol la z=1, atunci cand polul este pozitiv
(a>0), siz = -1, cand polul este negativ (a<0). Aceasta Inseamna

vin—-1],a>0

O, [av[n—1]] ={ (5.139)

—vn-1],a<0

Deoarece produsul av[n-1] este rotunjit, eroarea de cuantizare este
limitata de

O lalv-1]]-av[n —1]| < %2_’) (5.140)

unde b este numarul de biti (exclusiv semnul) utilizat in reprezentarea
polului a si a lui v[x]. Prin urmare, relatiile (5.139) si (5.140) conduc la

Mn—1]—|av[n—1] < %N

si, deci
l 2-b
n—1] < 12_ 7 (5.141)

Cand coeficientul a este pozitiv, raspunsul ciclului limita se
numeste de curent continuu (are amplitudine si semn constante), iar daca
a este negativ comportamentul ciclului limita are amplitudine constanta
dar semn alternant.

Expresia din (5.141) defineste zona sau banda moarta pentru un
filtru cu un singur pol. De exemplu, cand b = 4 si |a|=1/2 banda moarta
este cuprinsd in domeniul (-1/16, 1/16) pentru amplitudini, iar pentru
b=4si | a | =3/4, banda moarta creste la (-1/8, 1/8).

Comportarea ciclului limitd in cazul unui filtru cu doi poli este
mult mai complexa prin faptul ca poate aparea o mai mare varietate de
oscilatii. In acest caz sistemul ideal cu doi poli este descris de ecuatia
liniara cu diferente

y[nl=a,y[n—-1]+a,y[n—-2]+ x[n] (5.142)
in timp ce sistemul real este descris de ecuatia neliniara cu diferente
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vin]=Q,[apn-1]1+ O, [a,v[n —2]]+ x[n] (5.143)
Cand coeficientii filtrului satisfac conditia a,> < —4a,, polii
sistemului apar la Zi, = re*’? , unde a, = —? si a; = 2rcosH. Ca si in cazul

filtrului cu un singur pol, cand sistemul este intr-un ciclu limita cu intrare
zero [49],

0,[a[n=2]]=-v[n-2], (5.144)
adica sistemul se comportd ca un oscilator cu polii complex-conjugati

situati pe cercul unitate (a; = —* = —1 ). Rotunjirea produsului av[n-2]
implica

O la,v[n—2]]-a,v[n-2] §12_b (5.145)
2

Dupa substitutia lui (5.144) in (5.145), se obtine

Mn—2] ~|a,vin-2] < %21’

sau, echivalent

iy o

n—2] < 12_ o (5.146)
2

Expresia din (5.146) defineste banda moartd a unui filtru de ordin
doi cu poli complex conjugati. Se observa cd limitele benzii moarte
depind doar de a,. Parametrul a; = 2rcos® determind doar frecventa
oscilatiilor.

Un alt ciclu limita posibil cu intrarea zero, care este numai amintit
si care apare ca rezultat al rotunjirii multiplicarilor, corespunde unui
sistem echivalent de ordinul doi cu polii la z = £1.

Este interesant de mentionat cum ciclurile limitd descrise anterior
au rezultat prin rotunjirea produsului dintre coeficientii filtrului si iesirile
precedente v[n -1] si v[n -2]. In locul rotunjirii, se poate alege a trunchia
produsul la b biti, caz in care se pot elimina multe din ciclurile limita, dar
aceasta solutie nu este foarte agreatd, deoarece trunchierea are ca rezultat
o deplasare a valorii medii a erorii, exceptie facand cazul cand se
foloseste reprezentarea semn-valoare unde eroarea de trunchiere este
simetrica fata de zero.

In realizarea in paralel a diverselor sisteme IIR de ordin inalt cu
sectiuni de ordinul doi, fiecare sectiune genereaza propriul ciclu limita,
fara interactiune intre sectiunile de filtru de ordin doi. Prin urmare, iesirea
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este o suma a ciclurilor limitd cu intrare zero a sectiunilor individuale. In
cazul realizarii in cascadd pentru un sistem IIR de ordin inalt, ciclurile
limita sunt mult mai greu de analizat. In particular, cand prima sectiune de
filtru genereaza un ciclu limitd cu intrare zero, acesta este filtrat de
sectiunile succesive. Daca frecventa ciclului limitd este apropiata de
frecventa de rezonantd a filtrului urmator din succesiune, amplitudinea
secventei va fi marita de caracteristica de rezonanti. In general, trebuie
evitate astfel de situatii.

5.6.2. Cicluri limita datorate depasirii

Un tip mult mai sever de cicluri limitd poate apdrea datorita
depasirii aritmetice din interiorul filtrelor care folosesc aritmetica in
complement fatd de unu sau in complement fatd de doi. Aceste cicluri
limita sunt cunoscute sub numele de oscilatii de depdsire. O depasire la
adunarea a doud sau mai multe numere binare apare atunci cand suma
depdseste lungimea disponibild a cuvantului la implementarea digitala a
sistemului.

De exemplu, se considera sectiunea de filtru de ordin doi
prezentatd In figura 5.19, In care adunarea se face in aritmetica
complementului fata de doi.

Figura 5.19. Sectiune de filtru de ordinul doi

Iesirea din filtru se poate scrie
yin] = gla,y[n—1]+a,y[n - 2]+ x{n]] (5.147)
unde functia g[.] reprezinta adunarea in complement fata de doi.
Figura 5.20 prezintd caracteristica intrare-iesire g[v] a sumatorului
in complement fata de doi.
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Figura 5.20. Caracteristica functionala pentru adunarea In complement fata de doi a doud
sau mai multe numere

Domeniul de valori al parametrilor (a;, a;) pentru un filtru stabil
este precizat de triunghiul de stabilitate [63]. Totusi, aceste conditii nu
sunt de ajuns pentru a preveni oscilatiile datorate depasirii din aritmetica
in complement fatad de doi. Conditia necesara si suficientd pentru a nu
aparea cicluri limita datorate depasirii, este [49]

la,|+|a,| < 1 (5.148)
care este o conditie extrem de restrictivd si duce la o constrangere
nerezonabild asupra oricarei sectiuni de filtru de ordin doi.

Un remediu efectiv pentru rezolvarea problemei oscilatiilor
provocate de depasire este de a modifica caracteristica sumatorului, ca in
figura 5.21, care opereaza cu saturare numericd. Atunci cand este sesizata
o depasire (sau o subdepatire), iesirea sumatorului va avea valoarea
maxima de capat de scard £1. Distorsiunea cauzata de aceasta neliniaritate
in sumator este de obicei mica deoarece saturatia apare rar. Folosirea unei
astfel de neliniaritati nu elimind necesitatea scaldrii semnalelor si a
parametrilor sistemului, asa cum va fi descris in paragraful urmator.

2

11

1

Figura 5.21. Caracteristica functionala pentru adunare cu saturare la 1
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Ilustrarea oscilatiilor datorate depasirii se face pe exemplul
urmator. Se considera sectiunea de filtru de ordin doi caracterizatd de
ecuatia (5.143) in care adunarea se face in aritmetica complementului fata
de doi, cu lungimea cuvintelor de 4 biti, incluzand bitul de semn, si se
foloseste rotunjirea pentru reprezentirile in complement fatd de doi. Se
presupune ca a; = 3/4=0,110 si a,=- 3/4 = 1,010 si, de asemenea, ca x[n]
ramane zero pentru n > 0.

Se considera conditiile initiale v[-1] = (3/4)10 = (0,110)yc si
v[-2] = (-3/4)10 = (1,010)5c. Esantionul de la iesire la momentul n=0 va fi

v [0]=0,110+0,110+1,010+1,010 = 0,100100 + 0,100100.

Daca se rotunjeste fiecare produs, rezulta

v[0]=0,101+0,101 = 1,010 = -3/4.

n mod similar se obtine

v[1]=1,011+1,011=0,110 =3/4,
adica, v[n] va continua sa oscileze intre —3/4 si 3/4 pana ce este aplicat un
semnal de intrare care sd scoatd sistemul din acest ciclu limitd. Acesta
este un exemplu de oscilatii de depasire. Sistemele de ordin mai mare au o
comportare mai complexa.

5.7. Scalarea pentru prevenirea depasirii

Saturatia aritmeticd descrisd in paragraful anterior elimind
ciclurile limita datorate depasirii pe de o parte, dar, pe de altd parte, duce
la distorsiuni nedorite ale semnalelor, in acest caz nemaifunctionand
regula conform céreia, dacd se aduna mai multe numere a caror suma este
de modul subunitar, rezultatul este corect, chiar daca apar depasiri in
etapele intermediare de calcul. Pentru a limita aceste distorsiuni neliniare
se scaleaza semnalul de intrare si raspunsul la impuls intre intrare si orice
nod din sistem, astfel incat sa nu se depaseasca gama dinamica.

Efectul depasirii este mult mai sever pentru un filtru recursiv,
decat pentru unul nerecursiv, deoarece erorile sunt filtrate din nou
(datoritd reactiei) ceea ce face ca filtrul sd devina inutilizabil in scurt
timp. Pentru ambele tipuri de filtre, scalarea este necesard pentru
reducerea amplitudinii semnalelor in anumite limite, evitdndu-se
depasirea in conditii normale de lucru. Existd mai multe reguli de scalare,
care vor fi prezentate in cele ce urmeaza.
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5.7.1. Norme de scalare

5.7.1.1. Scalarea dupa norma I,

Se analizeaza toate nodurile in care ar putea aparea depasiri si
fiecare nod din retea este constrans sa aiba o amplitudine mai mica decat
1, pentru a evita depasirea. Daca w,[n] reprezintd valoarea variabilei
asociatd nodului 7 iar 4,[n]este raspunsul la impuls de la nodul de intrare,

caruia 1i este asociata variabila x[n], pana la nodul i, atunci se poate scrie

lw,[n] = i x[n—mlh, [m]‘ . (5.149)

Considerand ci x{n —m] are Valoar(;n:maximé X, ,rezultd
(Wi [1] < X i|hi[m]| . (5.150)

O conditie suficienti ca |w,.[n]|m<=01 este ca
o < (5.151)
mZJh" [m]
pentru toate nodurile din refea. Marimea £, =[], = 3 Jf,[m]| se numeste
o

norma [, a luih;. Daca x,_, nu satisface ecuatia (5.151), atunci se poate

X

multiplica x[n] cu factorul de scalare s, <m_in{ﬁ} la intrarea
ifh

sistemului, astfel incat s,x_, sa satisfaca (5.151) pentru toate nodurile din

max
retea, adica

X, < _ (5.152)

. miax{im[m]@

Scaland intrarea pe aceastd cale se garanteaza cd depasirea nu
apare niciodatd la nici unul din nodurile de retea. La iesire se
. L. : 1 oA, s
compenseaza scalarea prin inmultirea cu —, astfel incit sd nu se
Sl
modifice functia de transfer a filtrului. Relatia (5.152) conduce la o
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scalare foarte severa, care se mai numeste si scalare de sumad. In practica
scalarea nu este facutd niciodatd asa puternic, pentru cd inrautiteste
raportul semnal-zgomot, fapt ce va fi aratat ulterior.

5.7.1.2. Scalarea dupa norma 1,

Daca se dispune de cunostinte suplimentare despre intrare, se
poate alege factorul de scalare, s.., mai mare, astfel incat sa se garanteze
lipsa depasirii. Daca intrarea este un semnal de banda ingusta modelat cu
x[n] =x,,, cos(w,n), variabilele de noduri vor fi [39]

w,[n] = |H (@)X ex COS[@1 + ZH ()] (5.153)
Depasirea este evitata pentru toate semnalele armonice daca
maX|H (a))|x

i, w‘<7z

max

(5.154)

max
Marimea [/ = ||H ; ||oo = max|H ; (a))| se numeste norma /_ a lui H;.
‘w‘iiz

Daca intrarea este scalatd prin factorul de scalare

S, <m1n{|| " }rezulté
1

_ 1
S X < max|H (a))| (5.155)

a)‘<;r

5.7.1.3. Scalarea dupa norma I,

O alta abordare posibila este de a scala intrarea astfel incat energia
fiecarei variabile de nod sa fie mai mica sau egald cu energia totala a
secventei de intrare. Se poate obtine scalarea corespunzatoare folosind
inegalitatea Schwartz Buniacovski si teorema lui Parseval [63].

ol = 1Tk —4] < S [ Y ain -k =
k=0 k=0 k=0 (5.156)
= > I lk] Y|tk

Pentru a asigura conditia de nedepasire a energiei semnalului de

intrare de catre varialilele de noduri, adica |w,.[n]|2 SZ|X[1’I]2 , unde
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Z:|x[n]|2 = FE_ este energia semnalului de intrare, se poate multiplica
n=0

secventa x[n]cu factorul de scalare s, , ales astfel incat
1 1
2

Fp— - . (5.157)
max »_|h,[n] max .HH" (a))|2da)
! n=0 i 272' _r

A

|2

© 1/2
Marimea /, :||hl.||2 :(Z|h,[n]|2j se numeste norma [, alui h,.

n=0

5.7.1.4. Scalarea dupa norma |,
Metodele anterioare pot fi generalizaze in sensul normei ;..
Norma /, a unei transformate Fourier H (w) este definita ca [39]

1

1, =], = % J;|H(a))|p}pda) (5.158)
Se poate arata ca, in general, este indeplinita inegalitatea [26]
o <], (5.159)
unde p si g sunt intregi astfel Incat
l+l=1. (5.160)
P 9

Pentru orice secventd A[n] cu transformata Fourier H(w) exista
relatia [23]
|#],. = |H

. *
,» oricare arfi pe N .

Ca urmare, scalarea / reduce nivelele de semnal Intr-o masura
mai mare decét alte scalari de tip /,. Cele mai folosite scalari sunt /,, /

2 o

precum si scalarea de suma. Se poate arata ca exista relatia [23]
>, [n]” < max|H, (o) < |h,[n], (5.161)
n=0 Lo n=0

adica [, <[ </
Dintre acestea, cea mai severa este scalarea de suma, care este si
dificil de calculat. Cel mai usor de evaluat analitic este relatia (5.157),

deoarece aceasta integrald poate fi calculata folosind teorema reziduurilor
a lui Cauchy [1].
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Deoarece in implementarea filtrelor recursive intervin mai multe
puncte de sumare, iesirea fiecdruia trebuie scalatd pentru a evita
depasirea, deci vor fi mai multe raspunsuri la impuls 4;[n] si functii de
sistem corespunzatoare, H,(z), care fac legitura intre intrarea x[n] si
semnalele intermediare wi[n].

5.7.2. Interactiunea dintre domeniul dinamic si zgomot

Normele de scalare /,,/ ,l, reprezintd trei moduri de a obtine
coeficienti de scalare pentru intrarea unui filtru digital. Prin scalarea
intrarii cu factorul s,, p =1,00,2, raportul semnal / zgomot de cuantizare
la iesire scade.

in figura 22 ab, se prezintd un sistem IIR de ordinul doi,
implementat in forma directa I si forma direct II, cu intrarea scalata. in
figura 22 a, factorul de scalare s-a combinat cu coeficientii by, astfel incat
sursa de zgomot este aceeasi ca in cazul fara scalare, prezentat in figura
5.15. Deoarece acest zgomot este filtrat din nou de partea de filtru care
contine polii, puterea zgomotului de iesire este aceeasi pentru sistemul
nescalat, reprezentat in figura 5.15 si cel scalat, reprezentat in 5.22a.
Pentru sistemul din figura 22a, functia de sistem este s,H(z), fatd de

H(z)a sistemului cu intrarea nescalatd si, corespunzator, iesirea este
Y'[n]=s,y[n], in loc de y[n]. Deoarece zgomotul este injectat dupa

scalare, raportul dintre puterea semnalului si cea a zgomotului in sistemul
scalat este de s; ori raportul semnal/zgomot pentru sistemul nescalat din

figura 5.15. Cum s, <1 atunci cind este necesara scalarea, raportul

semnal / zgomot la iesirea filtrului se reduce prin scalare.

: el 1] ey [n]
45 [n] s fﬁ"-h‘a b r"rr“*b
x[n] by i i Pty 0 ey
) Fa ! : g™ Vl' LSRR 7 I
RSP v [n] A[n]' & o ~ & v [n]
7l I =l Z._]
b1 Ve SP=gl P W
Y ""\: \L L 4 1 zp k:-'j‘ ki r\‘-’j
s z! P14, 00 =1
b2 e —&q T b2
a) b

Figura 5.22. Scalarea sistemelor de ordinul doi. a) Forma directa I, b) Forma directa I1
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In cazul implementirii in forma directa II din figura 22b factorul
de scalare trebuie determinat astfel incat sa se evite depdsirea in ambele
noduri incercuite. Functia de sistem a filtrului scalat este s, H(z).

Factorul de scalare s,, p =1,,2, contribuie cu o sursa suplimentard de

zgomot la e [n] a sistemului nescalat reprezentat in figura 5.17. Acest
zgomot este filtrat in acelasi mod de sistemul nescalat si de cel scalat. Prin
urmare, puterea semnalului se multiplica cu s 12) , 1ar puterea zgomotului de

iesire este datd de relatia (5.136), cu N inlocuit cu (N+1), astfel Incéat
raportul semnal/zgomot se reduce si in acest caz, dacd se efectueaza
scalarea pentru a evita depasirea.

In concluzie, cu cat o reguld de scalare conduce la un factor de
scalare mai scazut, se reduce probabilitatea depasirii, dar se reduce si
raportul semnal/zgomot de cuantizare. Acest fapt reprezinta interactiunea
dintre domeniul dinamic i zgomot. Din acest motiv prezintd interes
gdsirea unor structuri caracterizate de zgomot de cuantizare minim in
conditii de scalare precizate. Utilizarea unor structuri in forma directd de
ordin mare nu conduce la rezultate satisfacatoare din acest punct de
vedere, astfel incat sunt preferate structurile in cascada sau in paralel,
realizate cu sectiuni de ordinul doi.

In continuare sunt date schemele de scalare pentru structurile in
cascada si in paralel.

5.7.3. Scalarea in realizarea in cascada si in paralel

5.7.3.1. Analiza realizirii in cascada

In figura 5.23 este prezentat un sistem implementat cu K module
de ordinul doi, fiecare din acestea implementat in forma canonica,
conectate in cascada.

Figura 5.23. Scalarea la realizarea in cascadd a unui filtru cu K celule de ordinul doi
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Se noteaza cu Fy, k=1,...K, functia de sistem a unui modul de ordinul doi.
by, + blkz’1 + b2kz’2
2

F,(2)=

o - (5.162)
al,(z +61sz

[, = ||Hi (a))”p ;1=1,2,3,... K, p=1, 2, oo, reprezintd norma dupa care s-a
efectuat scalarea, iar H,(w) - functia de transfer de la intrare la nodul w;,.
i—1
HF (2)

H,(2)=+ S - (5.163)
+a,z" +ayz

pi

coeficientii pot fi Incorporati in b,;,b,,,b,,.
p(i+l)
Tindnd seama de cele prezentate in paragraful precedent, scalarea
este propriu-zis necesara numai pentru sectiunile pentru care normele

[, = ||H ; (a))”p sunt supraunitare. Dacd, insa, ||H ; (a))”p <1, rezulta ca nu

este necesara scalare pentru celula respectivé, ceea ce ar corespunde unui
factor de scalare unitar, fard efect asupra zgomotului de cuantizare.
Totusi, dacé se scaleaza intrarea intr-o sectiune de ordinul doi cu un factor
supraunitar, care va amplifica semnalul, va creste raportul
semnal/zgomot, prin utilizarea eficientd a gamei dinamice a filtrului.
Astfel, scalarea poate fi privitd nu numai ca un mod de a evita depasirea,
ci si de adaptare a nivelului semnalului la gama dinamica a filtrului.

In cazul unui filtru numeric IIR de ordin mare realizat prin
conectarea in cascada a unor structuri de ordinul doi, puterea zgomotului
la iesire depinde de modul in care polii si zerourile sunt imperecheate
pentru a forma structuri de ordinul doi si de ordinea sectiunilor in
cascadd. Se poate observa ca pentru K sectiuni de ordin doi exista K!
sectiunile de ordinul doi rezultate. Rezulta in total (K 1)? sisteme diferite.
In plus, se poate alege oricare din formele directe I sau II (sau transpusele
lor) pentru implementarea sectiunilor de ordinul doi. Chiar si pentru
sisteme de ordin mic problema imperecherii i ordondrii nu este simpla,
deoarece necesita un volum mare de calcule.

Se defineste factorul (sau cdstigul) de varf pentru celula k cu
relatia
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maX|H . (a))|
Py = “© T (5.164)
[21” .[|Hk (a))|2da)}

In ciuda dificultatii gasirii unei imperecheri si ordoniri optime,
Jackson a ardtat cd o grupare optimd minimizeaza factorii de varf si a
gasit cd se pot obtine rezultate bune aplicand urmatoarele reguli simple
[23]:

1. Polul care este cel mai apropiat de cercul de raza unitate din planul
Z, trebuie Tmperecheat cu zeroul cel mai apropiat de el;

2. Regula 1 se aplica repetat pana ce toti polii si zerourile au fost
imperecheate;

3. Sectiunile de ordinul doi rezultate trebuie ordonate in functie de
apropierea polilor de cercul unitate, fie in ordinea crescatoare, fie
descrescatoare a apropierii polilor de cercul unitate.

Regulile de imperechere sunt bazate pe observatia ca subsistemele
cu castig (factor) de varf foarte mare sunt nedorite pentru ca ele pot cauza
depisiri si pot amplifica zgomotul de cuantizare. Imperechind un pol ce
este apropiat de cercul unitate, cu un zerou adiacent se tinde sa se reduca
castigul de varf al sectiunii.

O motivatie pentru regula 3 este aceea cd pentru ca spectrul
zgomotului de iesire sa nu aiba o alurd ascutita, cu un maxim puternic in
apropierea unui pol ce este apropiat de cercul de unitate din planul Z, este
de dorit ca acesti poli sa fie la inceputul schemei in cascadad. Pe de alta
parte, raspunsul in frecventa la iesirea unui anumit nod implica produsul
raspunsurilor in frecventd ale subsistemelor care preced nodul. Astfel,
pentru a evita reducerea excesivd a nivelului de semnal in etajele
anterioare ale cascadei ar trebui ca polii ce sunt apropiati de cercul unitate
sd fie plasati ultimii in cascada. Se observda cad problema ordonarii
sectiunilor depinde de o varietate de factori, cum ar fi dispersia totald a
zgomotului de iesire si forma spectrului zgomotului de iesire. Jackson a
folosit norme /, pentru a cuantifica analiza problemei imperecherii si
ordonarii polilor si zerourilor si a elaborat o serie de reguli empirice
pentru obtinerea de rezultate satisfacatoare, fard a evalua toate

De multe ori, pentru obtinerea unui zgomot cat mai mic, celulele
se ordoneaza in sens crescator al factorului de varf. In figura 5.24 este
prezentatd ordonarea sectiunilor de ordinul doi in cascadd in ordinea
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crescatoare a selectivitatii, astfel Incat celula cea mai selectiva sa filtreze
zgomotele provenite de la toate filtrele, atenuandu-le.

— H A SRS 48 —
=) |H2(w)| | |HK(&J)| |
| | I
G L\ :
"o T "0 ?lr To T

Figura 5. 24. Ordonarea sectiunilor de ordinul doi in cascada In ordinea crescatoare a
selectivitatii acestora

Urmatorul exemplu ilustreaza punctul de vedere conform caruia
ordonarea in cascadd a sectiunilor este importantd in controlarea
zgomotului de rotunjire a produselor la iesirea intregului sistem.

Exemplul 5.11.
Sa se determine dispersia zgomotului cauzat de rotunjirea
produselor, la iesirea realizdrii Tn cascada a filtrului cauzal, cu functia de

sistem
H(z)= Hl(Z)Hz(Z)

unde H1(2)=+;H2(z)=+

|- |

Solutie. Fie h[n], hi[n], si hy[n] raspunsurile la impuls
corespunzatoare functiilor de transfer H(z), Hi(z) si, respectiv, H(z).
Acestea sunt:

hyln] = Gjnu[n], hy[n] = Gjnu[nl, in] = Hg] - GHM

Cele doua realizari in cascada sunt prezentate in figura 5.25.
In prima realizare 1n cascada, dispersia zgomotului la iesire este

o7 = Gf[ihz[nhihf[n]}

n=0 n=0
In a doua realizare in cascada, dispersia este
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n=0 1_1 n=0 _I_L_IS
4 16
D hn]= 41— 41+ 11 = 1,83
n=0 1_7 1_7 1_7
4 8 16
x[n] o F) 1 ) 1T Fn]+z, [n]
zt 27 &) Realizarea
in cascada I
1i2 /4
21[n] 23[n]
x[n] 1) ) r@ 1 > J"[n]+z,2 [n]
-1 R
z £ b) Eealizarea
m cascada II
14 3 12
22[n] 21[n]

Figura 5. 25. Realizari In cascada

In consecinta,
ol =2900"
2 2
o, =3160,

2
022

iar raportul dispersiilor zgomotului de iesire este —==1,09.

z1
Prin urmare, puterea zgomotului in a doua realizare in cascada
este cu 9% mai mare decat in primul caz.
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5.7.3.2.  Analiza realizérii in paralel

In figura 5.26 este prezentat un sistem implementat cu K module
de ordinul doi, conectate in paralel.

X[n]

Figura 5.26. Scalarea la realizarea in paralel a unui filtru cu K celule de ordinul 2

lpi = ||Hz (a))|

care s-a efectuat scalarea.
H,(w) - functia de transfer de la intrare x[n] la nodul w,. Functia

) i=1,2,3,...K,p=1, 2, o, reprezintd norma dupa

de sistem corespunzitoare este

H,(z)= :

-1
l+a,z" +a,z

i=1,2,3.... (5.165)

-

Analiza efectelor de cuantizare Intr-un filtru de ordin doi poate fi
direct aplicata la filtrele de ordin superior bazate pe realizari in paralel. In
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acest caz, fiecare sectiune de ordinul doi este independentd de celelalte
sectiuni si, deci, puterea totald a zgomotului de cuantizare la iesire este
suma puterii zgomotului de cuantizare a fiecdrei sectiuni individuale.
Tehnicile de imperechere enuntate anterior pot fi aplicate si la formele in
paralel unde se poate arata [23] cd puterea de zgomot la iesire este
comparabild cu cele mai bune imperecheri si ordonari la conectarea in
cascadd. Forma in cascadd ramane totusi cea mai folositd pentru
structurile TIR.

Deoarece structurile IIR cu formele directe I si II includ si
sistemele FIR in forma directd ca un caz particular, rezultatele si tehnicile
de analiza considerate mai sus se aplica la sistemele FIR, daca se elimina
toate referirile la polii functiei de sistem si se elimind caile de reactie in
toate grafurile de semnal.

Pentru sistemele FIR cu faza liniara, implementarea se poate face
cu aproximativ jumatate din multiplicarile sistemului FIR general, ceea ce
determinad reducerea la jumatate a dispersiei zgomotului la iesire, daca
produsele sunt cuantizate inainte de adunare.

Rezultatele pentru realizarile in cascadd de tip IIR sunt aplicabile
si pentru realizdrile in cascadd de tip FIR, pentru acestea urmarindu-se
numai problema ordonarii sectiunilor de ordinul doi.

5.7.4. Analiza erorii de cuantizare in cazul scalarii intrarii

Pentru a obtine o imagine mai clard a efectului erorii de
cuantizare, se va considera si efectul scalarii intrarii. Se reia cazul filtrului
cu un singur pol din exemplul 5.7 prezentat in figura 5.12. Se presupune
ca secventa de intrare {x[n]} este o secventd de zgomot alb, a carei
amplitudine a fost scalatd cu norma I; pentru a preveni depasirea la
adunare. Atunci

]| < X, D H]
n=0
Cum se doreste ca | y[n] | <1, rezulta

! =1-|q| (5.166)

Daca se presupune x[n] uniform distribuit in domeniul (-Xmax,
Xmax), atunci, dispersia semnalului de intrare este o> = (1- |a|)*/3.
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Potrivit relatiei (5.125), puterea zgomotului la iegirea filtrului este
2

2 Ge
o. = .
Fo1-a’
Puterea semnalului de la iesirea filtrului este
0 2
2 2 2k O-x
ol=0l) at =—— (5.167)
k=0 l-a

Raportul dintre puterea semnalului de iesire, ayz , §1 puterea erorii de

cuantizare, GZZ , este

o’ 2
2o GE = (1—|a])? - 220 (5.168)

z e

Aceastd expresie pentru raportul semnal/zgomot de la iesirea
filtrului arata pretul platit ca urmare a scaldarii intrarii, mai ales cand polul
este apropiat de cercul unitate.

Prin comparatie, daca intrarea nu este scalatd si sumatorul are un
numar suficient de mare de biti pentru a evita depasirea, amplitudinea
semnalului este in intervalul (-1, 1). In acest caz, dispersia semnalului de
intrare este o> = 1/3, independenti de pozitia polului. Atunci

2
o

_ n2(b+])
G—yz_z ! (5.169)

z

Diferenta dintre rapoartele semnal/zgomot din (5.168) si (5.169)
demonstreazd necesitatea de a utiliza mai multi biti la adunare, fata de
multiplicare. Numarul bitilor aditionali depinde de pozitia polului si
trebuie crescut odata cu mutarea polului mai aproape de cercul unitate.

In continuare, se considera un filtru cu doi poli care, cu precizie
infinita, este descris de ecuatia liniard cu diferente

Vn]=ayln—1]+ a,y[n—2]+ x[n] (5.170)
unde a;=2rcos0 si a,= 2.

Cand cele doud produse sunt rotunjite, rezultd un sistem care este
descris de ecuatia neliniara cu diferente

vin]= 0, [avn—-1]]+ QO [a,v[n —2]]+ x[n] (5.171)

Sistemul este prezentat in schema bloc din figura 5.27.
Fiind doud multiplicari, se produc doud erori de cuantizare pentru
fiecare iesire.
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Prin urmare, trebuie sd se introducd doud secvente de zgomot e[n] si
ez[n], care corespund iesirilor cuantizoarelor

O,lavn~1]]1= ap[n—1]+e [n]

(5.172)
O,la,v[n—1]]=a,[n—2]+e,[n]

]

[ ]

] e

Figura 5.27 Filtru cu doi poli cu cuantizoare prin rotunjire a produselor

O diagrama bloc pentru modelul corespunzator este ilustrata in
figura 5.28. Se observa ca secventele de eroare e)[#] si e;[n] pot fi mutate
direct la intrarea filtrului.

Ca si in cazul filtrului de ordinul intai, iesirea filtrului de ordin doi
poate fi separatd in doud componente, componenta semnalului dorit si
componenta erorii de cuantizare. Prima poate fi descrisa de ecuatia cu
diferente

y[nl=a,y[n—-1]+a,y[n—-2]+ x[n] (5.173)
in timp ce a doua satisface ecuatia cu diferente

z[n] = a,z[n—1]+ a,z[n - 2]+ e,[n] + e, [n] (5.174)

Figura 5.28 Modelul zgomotului aditiv pentru erorile de cuantizare ale unui filtru cu doi
poli
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Se presupune ca secventele e;[n] si ex[n] sunt necorelate.
Raspunsul la impuls al filtrului este [63]

n

h(n) = ——sin(n +1)8 - u[n] (5.175)
sin @
Prin urmare,
s 1+ 72 1
h*[n] = 5.176
; 7] 1—r* r* +1-2r% cos26 ( )

Aplicand (5.122) se obtine dispersia erorii de cuantizare la iesirea
filtrului, in forma [47]

1+72 1
o’ =0 5.177
: N1=r? r* +1-2r%cos260 ( )

Daca semnalul de intrare x[n] este scalat cu norma /; ca in (5.151)
pentru a evita depagirea, puterea semnalului de iesire este

Gi =Gfih2[n] (5.178)

n=0

unde puterea semnalului de intrare x[#] este data de dispersia

) 1
{imnﬂ

In concluzie, raportul semnal/zgomot la iesirea filtrului cu doi poli

o

X

(5.179)

este

O.% 2 2(b+1)
& %27 (5.180)

o {ilh[nﬂ

Cu toate ca este dificila evaluarea exacta a numitorului in (5.180),
este usor sa determinam marginile superioara si inferioara ale acestuia. In
particular, |A[n] | este marginita superior

|h[n]| < _1 r" n>0 (5.181)
sin &

[§)

astfel incat
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0 0 1

h[n] < rt=— 5.182
;' [ ]| sianZ::; (1-7)sin@ ( )
Marginea inferioara se poate obtine daca se observa ca
\H(w)|=>_hnle”’™ <> |hln] (5.183)
n=0 n=0
Dar,
H(ow)= ! (5.184)

(1 —relfe™® )(1 —re P )

La ©=0, care este frecventa de rezonanta a filtrului, se obtine cea
mai mare valoare a lui |H(co)

, deci
Z 1
hn] = |H ()| =
Q [2]H©) (1= N1+ 77 —2rcos20

Prin urmare, raportul semnal/zgomot este marginit superior si
inferior conform relatiei

(5.185)

2
o
2(b+1) 2 22 y 2(b+1) 2 2

2 (I-r)"sin“ @ <——<2 (1-r)"(1+7r° —2rcos26) (5.186)

De exemplu, cand 6 = /2, expresia din (5.186) devine

O_2
2(b+1) 2 y 2(b+1) 2 2
2 (1-r) S?SZ (1-r)yd+r) (5.187)
Termenul dominant in aceste margini este (I1- 7)°, care poate
reduce serios raportul semnal/zgomot odatd cu apropierea polilor de
cercul unitate. Dacd & = 1-r este distanta de la pol la cercul unitate,
raportul semnal/zgomot din (5.187) este redus cu &°. Aceste rezultate
servesc la intarirea asertiuni anterioare, referitoare la necesitatea utilizarii
mai multor biti la adunare decdt la multiplicare, ca un mecanism de
evitare a erorilor rezultate din operatia de scalare.
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