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CAPITOLUL 4 
 
 
 
 
 

STRUCTURI PENTRU IMPLEMENTAREA 
SISTEMELOR DISCRETE 

 
      Acest capitol este dedicat implementării sistemelor discrete, 
liniare, invariante în timp. Există diferite configuraţii de structuri pentru 
implementarea sistemelor discrete cu răspuns finit (FIR) şi infinit la 
impuls (IIR), dintre care se vor prezenta formele directe, structurile în 
cascadă, în paralel şi cele lattice,  ce prezintă robusteţe la implementarea 
cu aritmetică finită. De asemenea, este descrisă în acest capitol 
implementarea în domeniul frecvenţă a unui sistem FIR, care are 
avantajul de a fi eficient din punct de vedere al calculelor, faţă de alte 
implementări pentru sistemele FIR. 
 O parte semnificativă a acestui capitol se referă la descrierea  
sistemelor discrete, liniare, invariante în timp, în spaţiul stărilor. Este 
prezentată, de asemenea, o analiză a sistemelor caracterizate cu ajutorul 
variabilelor de stare. 
 

4.1. Consideraţii asupra implementării sistemelor 
discrete 
 
Sistemele discrete, liniare, invariante în timp sunt caracterizate 

de ecuaţia cu diferenţe cu coeficienţi constanţi descrisă de relaţia 
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 O astfel de clasă de sisteme liniare invariante în timp sunt 
caracterizate de funcţia de sistem 
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Cu ajutorul ultimei caracterizări, se obţin zerourile şi polii funcţiei de 
transfer, care depind de alegerea parametrilor sistemului {ak} şi {bk} şi 
care determină răspunsul în frecvenţă al sistemului. 
 În acest capitol se vor prezenta diferite metode de implementare a 
relaţiilor (4.1) sau (4.2), care depind de forma în care aceste două 
caracterizări sunt aranjate. În general, relaţia (4.1) poate fi privită ca o 
procedură de calcul (un algoritm) pentru determinarea secvenţei de ieşire 
y[n] a sistemului, cunoscând secvenţa de intrare la momentele n, n-1, n-M 
şi condiţiile iniţiale pentru sistem [63]. Relaţia (4.1) poate fi aranjată într-
un set echivalent de ecuaţii cu diferenţe. Fiecare set de ecuaţii defineşte o 
procedură de calcul sau un algoritm pentru implementarea sistemului. 
Pentru fiecare set de ecuaţii se poate construi o diagramă bloc constând 
din interconexiuni de elemente de întârziere,  elemente de multiplicare şi 
sumare. Având în vedere cele prezentate, ar putea apărea întrebarea de ce 
nu sunt implementate direct cele două relaţii şi ce beneficii decurg din 
rearanjarea acestora în diverse moduri. În acest capitol se urmăreşte a se 
răspunde la această întrebare, ţinând cont că factorii importanţi care 
determină alegerea unei structuri particulare sunt complexitatea 
calculului, necesarul de memorie şi efectele lungimii finite a cuvintelor 
asupra performanţelor sistemului. 
 Complexitatea calculului se referă la numărul de operaţii 
aritmetice (în general, multiplicări şi sumări) necesare pentru a calcula o 
valoare de ieşire y[n] a sistemului. 
 Memoria necesară se referă la numărul de locaţii de memorie 
necesare pentru a stoca parametrii de sistem, intrări anterioare, ieşiri 
anterioare şi orice valori intermediare necesare. 
 Efectele lungimii finite a cuvintelor sau efectele de precizie 
finită se referă la efectele de cuantizare ce sunt prezente în orice 
implementare digitală a sistemului, fie ea hardware sau software. 
Parametri unui sistem trebuie reprezentaţi cu precizie finită. Calculele 
care sunt executate în procesul de obţinere a valorii unei ieşiri din sistem 
trebuie neapărat rotunjite sau trunchiate adecvat în limita preciziei date de 
calculator. Un alt considerent ce trebuie avut în vedere este tipul de 
aritmetică folosit, virgulă fixă sau mobilă. Toate aceste probleme sunt 
uzual denumite efectele lungimii finite a cuvintelor şi sunt extrem de 
importante, având influenţă în alegerea modului de implementare a unui 
sistem. Se va observa că diferite structuri de sistem, care sunt echivalente 
pentru precizie infinită, prezintă o comportare diferită, când mărimile care 
caracterizează sistemul sunt reprezentate cu precizie finită. Prin urmare, 



  185

este foarte important în practică a selecta o implementare care nu este 
foarte sensibilă la efectele lungimii finite a cuvintelor. 
 Deşi factorii majori prezentaţi mai sus influenţează alegerea 
modului de implementare a unui sistem, mai există şi alţi factori, destul de 
importanţi, cum ar fi timpul necesar furnizării mărimii de interes. În acest 
sens, posibilitatea de procesare în paralel sau “pipeline”, poate juca un rol 
important în alegerea modului de implementare a sistemului. 
 În analiza de faţă a structurilor de implementare a sistemelor 
discrete, se vor avea în vedere cei trei factori importanţi prezentaţi mai 
sus. Ocazional, vor fi incluşi unii factori suplimentari care pot fi de o 
importanţă majoră în unele implementări. În particular, în acest capitol se 
va urmări complexitatea calculelor şi memoria necesară. 

 
4.2. Implementarea sistemelor cu răspuns finit la 
impuls 

 
 Pentru a păstra unitatea de notaţii cu Capitolul 2, se consideră că, 
în general, un sistem FIR este descris de ecuaţia cu diferenţe 
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sau, echivalent, prin funcţia de sistem 
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 Răspunsul la impuls al unui sistem FIR este identic cu coeficienţii 
bn, prin urmare, se poate scrie 
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 În continuare se vor prezenta diferite metode de implementare a 
unui sistem FIR, începând cu cea mai simplă structură, numită forma 
directă. O a doua structură este forma în cascadă. A treia structură care va 
fi prezentată este cea cu eşantionare în frecvenţă. În final, se va prezenta 
structura lattice. 
 

4.2.1. Implementarea în forma directă 
 
 Aceasta implementare rezultă imediat din ecuaţia cu diferenţe 
nerecursivă dată de relaţia (4.3) sau, echivalent, prin suma de convoluţie 
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 Structura care implementează această relaţie este ilustrată în figura 
4.1. Se observă că această structură necesită M-1 locaţii de memorie 
pentru cele M-1 intrări anterioare, şi are o complexitate de M multiplicări 
şi M-1 sumări pentru fiecare ieşire. Deoarece ieşirea constă dintr-o 
combinaţie  liniară a intrării curente şi a M-1 valori anterioare ale acesteia, 
structura din figura 4.1. reprezintă o linie de întârziere sau un sistem 
transversal. Din această cauză forma directă de implementare este adesea 
numită filtru transversal sau filtru cu linie de întârziere. 
 

 
Fig. 4.1. Forma directă de implementare a sistemului FIR 

 
 În Capitolul 2 s-a arătat că răspunsul la impuls al unui sistem FIR 
de fază liniară satisface condiţia  

  ]1[][ nMhnh −−±=                                     (4.7) 
 Pentru un astfel de sistem numărul de multiplicări este redus de la 
M la M/2 pentru M par şi la (M+1)/2 pentru M impar. În figura 4.2 este 
ilustrată posibilitatea de implementare a unui sistem FIR cu fază liniară 
pentru M impar. 

 
 

Figura 4.2. Forma directă de implementare a unui sistem FIR de fază liniară cu M impar 
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4.2.2. Implementarea în cascadă 
 

 Implementarea în cascadă presupune scrierea funcţiei de sistem 
dată de relaţia (4.4) sub forma unui produs de factori )(zH k , Kk ,1= . 
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unde, în cazul implementării cu module de ordinul doi, 
   ( ) 2

2
1

11 −− ++= zbzbzH kkk ,   k = 1,2,…,K                    (4.9) 
K fiind partea întreagă a lui (M+1)/2. Factorul de câştig G ar putea fi egal 
distribuit între cele K secţiuni ale filtrului, astfel că G = G1G2…GK. 
Zerourile lui ( )zH  sunt grupate în perechi ce produc sistemele de ordin 
doi de tip FIR caracterizate de relaţia (4.9). Întotdeauna se doreşte a grupa 
perechi de rădăcini complex-conjugate astfel încât coeficienţii 
{ } 2,1, =ibki , din relaţia (4.9) să fie reali. Rădăcinile reale pot fi 
împerecheate în orice manieră. Implementarea în cascadă cu secţiunea de 
bază de ordin doi este indicată în figura 4.3.  
 

 
Figura 4.3. a) Realizarea în cascadă a unui sistem FIR, b) o secţiune de filtru FIR de 

ordinul doi 
 

În cazul filtrelor FIR de fază liniară, simetria în h[n] implică 
faptul că zerourile lui H(z) prezintă, de asemenea, o formă de simetrie. În 
particular, dacă zk şi zk

* sunt o pereche de zerouri complex-conjugate 
atunci 1/zk şi 1/zk

* sunt, de asemenea, o pereche de zerouri complex-
conjugate. Prin urmare, se obţin câteva simplificări formând secţiuni de 
ordinul patru pentru un sistem FIR, după cum urmează: 
              ( ) ( )( )( )( )*111*1 /1/111 kkkkk zzzzzzzzzH −−−− −−−−=  

            = 1 + ck1z-1 + ck2z-2 + ck1z-3 + z-4                               (4.10) 
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unde coeficienţii { }1kc şi { }2kc  sunt funcţii de zerourile zk. Astfel, 
combinând cele două perechi de zerouri, pentru a forma o secţiune de 
ordin patru, numărul de multiplicări se reduce de la patru la două (cu un 
factor de 50%). Figura 4.4 ilustrează structura de bază a filtrului FIR cu 
funcţia de sistem (4.10). 

 
Figura 4.4. Secţiune de ordinul 4 în realizarea în cascadă a unui filtru FIR de fază liniară 
 

4.2.3. Implementarea structurii cu eşantionare în 
frecvenţă 

 
 În implementarea cu eşantionare în frecvenţă a unui filtru FIR, 
parametrii ce caracterizează filtrul sunt valori ale răspunsului în frecvenţă 
dorit, în loc de răspunsul la impuls h[n]. Pentru a prezenta acest tip de 
structură se reaminteşte că răspunsul în frecvenţă dorit poate fi specificat 
pentru un anumit set de frecvenţe egal depărtate, şi anume: 

 ( )
2
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 Se alege 2
1=α  când răspunsul în frecvenţă în origine nu poate fi 

specificat, din motivele prezentate în paragraful 2.5. Dacă răspunsul în 
frecvenţă se exprimă sub forma 
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atunci valorile lui ( )ωH  la frecvenţele ( )( )απω += kMk /2  sunt 
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 Cazul 0=α  corespunde transformatei Fourier discrete (DFT) în 
M puncte a secvenţei { }][nh . 
 Din relaţia (4.11) rezultă 

      ( ) ( )∑
−

=

++=
1

0

/21][
M

k

MnkjekH
M

nh απα      n = 0, 1, . . ., M-1        (4.12) 

Pentru 0=α , { }][nh  reprezintă transformata Fourier discretă 
inversă (IDFT) a lui ( ){ }kH . Dacă se înlocuieşte expresia lui h[n] în 
expresia funcţiei de sistem, se obţine 
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 Schimbând ordinea de sumare în (4.13), se obţine 
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 Astfel, funcţia de sistem, )(zH , este caracterizată de setul de 
eşantioane în frecvenţă ( ){ }α+kH . Acest filtru FIR poate fi privit ca o 
cascadă de două filtre, H(z) = H1(z)H2(z). Unul dintre ele este un filtru 
pieptene, cu funcţia de sistem 

  )1(1)( 2
1

παjM ez
M

zH −−=                             (4.15) 

 Zerourile sale sunt poziţionate în puncte egal depărtate pe cercul 
unitate 
  ( ) Mkj

k ez /2 απ +=        k = 0, 1, …, M-1. 
 Al doilea filtru, cu funcţia de sistem 
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constă dintr-un banc paralel de filtre cu un singur pol 
                        ( ) Mkj

k ep /2 απ +=               k = 0, 1, . . .,M-1 
 Se observă că poziţionarea polilor este identică cu poziţionarea 
zerourilor şi ambele apar la ( ) ,/2 Mkk απω +=  care sunt frecvenţele la 
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care este specificat răspunsul în frecvenţă dorit. Acest tip de implementare  
este ilustrat în figura 4.5. 

 
Figura 4.5. Implementarea cu eşantionare în frecvenţă pentru filtre FIR 

 
  Când caracteristica răspunsului în frecvenţă a filtrului FIR este de 
bandă îngustă, mulţi dintre factorii de câştig  ( ){ }α+kH  vor fi zero. Prin 
urmare, filtrele rezonante corespunzătoare pot fi eliminate, reţinându-se 
doar filtrele cu câştig nenul. Rezultatul este un filtru care necesită un 
număr mai mic de calcule (multiplicări şi adunări) faţă de implementarea 
în formă directă, obţinându-se astfel o implementare mult mai eficientă. În 
cazul când răspunsul la impuls este real, structura cu eşantionare în 
frecvenţă poate fi simplificată şi mai mult, ţinând seama de simetria în 
( )α+kH , şi anume, ( ) ( )kMHkH −= *  pentru α = 0 şi 
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din relaţia (4.11). Ca rezultat al acestei simetrii, o pereche de filtre cu un 
singur pol pot fi combinate pentru a forma un filtru cu doi poli cu 
coeficienţi reali. Astfel, pentru α = 0 funcţia de transfer ( )zH 2  se reduce la 
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unde 
                                  )()()( kMHkHkA −+=                                                                    

 MkjMkj ekMHekHkB /2/2 )()()( ππ −+= −                  (4.18) 
Expresii similare se pot obţine şi pentru α = ½. 

 
Exemplul 4.1. 
Să se deseneze diagrama bloc pentru implementarea formei 

directe şi cea cu eşantionare în frecvenţă, pentru M = 32 şi α = 0 , pentru 
filtrul FIR de fază liniară, cu funcţia de transfer  
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Să se compare complexitatea calculului pentru aceste două structuri. 
 Soluţie. Deoarece filtrul este de fază liniară, răspunsul său la 
impuls prezintă o formă de simetrie care va conduce, în cazul 
implementării în forma directă, la reducerea numărului de multiplicări cu 
un factor de 2, adică de la 32 la 16. Numărul de sumatoare este 31. 
Diagrama bloc a formei directe de implementare este ilustrată în figura 
4.6. 

 
Figura 4.6. Implementarea în forma directă a filtrului FIR de fază liniară pentru M=32 

 
            În implementarea filtrului prin structura cu eşantionare în 
frecvenţă s-au folosit relaţiile (4.15) şi (4.17), în care s-au eliminat toţi 
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termenii care au coeficienţii cu câştig zero ( ){ }kH . Coeficienţii cu câştig 
nenul sunt )(kH  şi perechile corespunzătoare ),( kMH −  pentru            
k = 0,1, 2, 3. Diagrama bloc pentru acest tip de implementare este 
indicată în figura 4.7. Deoarece H(0) = 1, filtrul cu un singur pol nu 
necesită operaţii de multiplicare. Cele trei filtre cu doi poli necesită trei 
multiplicări fiecare, deci, în  total, nouă multiplicări. Numărul total de 
sumări este 14. Prin urmare, implementarea cu eşantionare în frecvenţă a 
filtrului FIR, este, din punct de vedere al calculului, mult mai eficientă 
decât forma directă de implementare. 

 
Figura 4.7. Implementarea cu eşantionare în frecvenţă a filtrului FIR din exemplul 4.1. 

 

 4.2.4. Structura lattice 
 
 În acest paragraf se introduce o altă structură de filtru FIR, numită 
lattice, des utilizată în implementarea filtrelor adaptive. 
 Se consideră o succesiune de filtre FIR cu funcţiile de transfer 
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                    )()( zAzH mm =     m = 0, 1, 2, ..., M-1                   (4.19) 
unde, prin definiţie )(zAm  este un polinom 
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şi ( ) .10 =zA  Răspunsul la impuls al filtrului de ordin m este 1]0[ =mh  şi 
][][ kkh mm α= , k = 1, 2, ….,m. Din considerente matematice se defineşte 

1]0[ =mα . Dacă ][nx  este secvenţa de intrare în filtrul )(zAm  şi ][ny  
secvenţa de ieşire, se poate scrie 
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 Două structuri de realizare a filtrelor FIR în forma directă sunt date 
în figura 4.8. 

 
Figura 4.8. Forma directă de realizare pentru (a) un filtru FIR, (b) un filtru FIR predictor 

 
 Structurile din figura 4.8 sunt în strânsă legătură cu predicţia 
liniară [16], unde  

            ∑
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−−=
m

k
m knxknx

1
][][][ˆ α                              (4.22) 

este  valoarea  prezisă a lui x[n] pe baza a m intrări  anterioare,  x[n-1], 
x[n-2], …, x[n-m], iar ][ˆ][][ nxnxny −= , dat de (4.21), reprezintă eroarea 
de predicţie. Astfel, ieşirea filtrului FIR dată de relaţia (4.21) poate fi 
văzută ca eroarea între valoarea adevărată a semnalului x[n] şi valoarea 
prezisă ].[ˆ nx  
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 Se consideră un filtru de ordinul m = 1. Ieşirea unui astfel de filtru 
este 

                       ]1[]1[][][ 1 −+= nxnxny α                                   (4.23) 
 În  figura 4.9 se prezintă un filtru lattice de ordinul întâi sau un 
filtru lattice cu o singură treaptă. Dacă în această structură se excită 
ambele intrări cu x[n] şi se selectează ieşirea de pe ramura de sus, se 
obţine exact semnalul dat de relaţia (4.23), dacă se alege K1=α1[1]. 
Parametrul K1 din structura lattice este denumit coeficient de reflexie. 

 
Figura 4.9. Filtru lattice cu o treapta 

 
Pentru această structură se pot scrie relaţiile: 

                      
]1[][]1[][][
]1[][]1[][][

][][][

10011

10101

00

−+=−+=
−+=−+=

==

nxnxKngnfKng
nxKnxngKnfnf

nxngnf
           (4.24) 

 În continuare, se consideră un filtru FIR pentru care m = 2. În acest 
caz ieşirea structurii în formă directă este 

                        ]2[]2[]1[]1[][][ 22 −+−+= nxnxnxny αα                (4.25) 
 Conectând în cascadă două trepte de structuri lattice ca în figura 
4.10, este posibil a se obţine ieşirea ca în relaţia (4.25).  

 
Figura 4.10. Filtru lattice cu două trepte 

 Ieşirea din prima treaptă este dată de relaţia (4.24), iar  ieşirea din 
treapta a doua este 

  
]1[][][
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                               (4.26) 
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 Înlocuind f1[n] şi g1[n] din relaţia (4.24) în relaţia (4.26) se obţine 

 
[ ]

]2[]1[)1(][
]2[]1[]1[][][

221

1212

−+−++=
−+−+−+=

nxKnxKKnx
nxnxKKnxKnxnf

         (4.27) 

  Relaţia (4.27) este identică cu ieşirea filtrului FIR în forma directă 
dată de (4.25), dacă între coeficienţi există relaţiile 

                )1(]1[]2[ 21222 KKK +== αα                       (4.28) 
sau, echivalent 

                 
]2[1

]1[]2[
2

2
122 α

αα
+

== KK                          (4.29) 

 Astfel, coeficienţii de  reflexie ai structurii lattice, K1 şi K2, pot fi 
obţinuţi din coeficienţii { }][kmα  ai formei directe de implementare. 
 Continuând procedeul de cascadare a structurilor lattice, se poate 
demonstra prin inducţie echivalenţa dintre filtrul FIR de ordin m 
implementat în forma directă şi filtrul lattice de ordin m sau cu m trepte. 
 Filtrul lattice este descris, în general, de următorul sistem de 
ecuaţii recursive: 

  ][][][ 00 nxngnf ==                                          (4.30) 
 1,...,2,1]1[][][ 11 −=−+= −− MmngKnfnf mmmm      (4.31) 
 1,...,2,1]1[][][ 11 −=−+= −− MmngnfKng mmmm      (4.32) 

 Ieşirea filtrului cu (M-1) trepte corespunde ieşirii filtrului FIR de 
ordin (M-1). Prin urmare  
                    ][][ 1 nfny M −= . 
 

 
 

Figura 4.11. (a) Filtru lattice cu M-1 trepte, (b) Structura unei trepte 
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Figura 4.11 ilustrează un filtru lattice cu M-1 trepte într-o 
diagramă bloc, împreună cu structura unei trepte, caracterizată de 
relaţiile (4.31) şi (4.32). 
             Ca urmare a echivalenţei între un filtru FIR în formă directă şi un 
filtru lattice, ieşirea fm[n] a unui filtru lattice de ordin m poate fi exprimată 
sub forma 

  ∑
=

=−=
m

k
mmm knxknf

0
1]0[][][][ αα             (4.33) 

Deoarece relaţia (4.33) este o sumă de convoluţie, transformata sa Z este 
                )()()( zXzAzF mm = , unde ]}[{)( nZzA mm α=        (4.34) 

sau, echivalent 

                     
)(
)(

)(
)(

)(
0 zF

zF
zX
zF

zA mm
m ==                                 (4.34’) 

 Cealaltă ieşire a structurii lattice, ][ngm , ar putea fi, de asemenea, 
exprimată sub forma unei sume de convoluţie ca în relaţia (4.33), utilizând 
un alt set de coeficienţi, notaţi { }.][kmβ  Din relaţia (4.24) se observă cum 
coeficienţii filtrului care produce ieşirea ][1 nf  sunt { } { }]1[,1,1 11 α=K  în 
timp ce coeficienţii filtrului cu ieşirea ][1 ng , sunt { } { }.1],1[1, 11 α=K  Se 
observă că aceste două seturi de coeficienţi sunt în ordine inversă. Dacă se 
consideră filtrul cu două trepte, cu ieşirea dată de relaţia (4.27), atunci 

][2 ng ar putea fi exprimat sub forma 

           [ ]

]2[]1[]1[][]2[
]2[]1[)1(][

]2[]1[]1[][
]1[][][

22

212

112

1122

−+−+=
−+−++=

−+−+−+=
−+=

nxnxnx
nxnxKKnxK

nxnxKnxKnxK
ngnfKng

αα

 

 În consecinţă, coeficienţii filtrului sunt { }1],1[],2[ 22 αα , iar pentru 
filtrul ce produce ieşirea ][2 nf  sunt { }]2[],1[,1 22 αα . Aici, din nou, cele 
două seturi de coeficienţi sunt în ordine inversă. 
 Din dezvoltarea de mai sus se observă că ieşirea ][ngm  a filtrului 
lattice de ordin m ar putea fi exprimată cu ajutorul sumei de convoluţie  

 ∑
=

−=
m

k
mm knxkng

0
][][][ β                                (4.35) 

unde coeficienţii filtrului, { }][kmβ , sunt asociaţi cu ai filtrului care 
produce ieşirea ][][ nynfm = , dar care operează în ordine inversă.  
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 Se presupune în continuare că valorile x[n], x[n-1], . . . ,x[n-m+1], 
sunt utilizate pentru predicţia liniară a eşantionului de semnal x[n-m] [47]. 
Valoarea prezisă este 

  ∑
−

=

−−=−
1

0
][][][ˆ

m

k
m knxkmnx β                                (4.36) 

unde coeficienţii ][kmβ  ai filtrului predictor sunt chiar coeficienţii 
{ }][kmα  luaţi în ordine inversă, prin urmare 

 ][][ kmk mm −=αβ            k = 0, 1, . . . ,m                 (4.37) 
 Predicţia efectuată pe baza relaţiei (4.36) se numeşte predicţie 
inversă sau înapoi, adică datele circulă în sens invers prin predictorul cu 
coeficienţii { }.][kmβ−  Faţă de acesta, filtrul cu funcţia de transfer )(zAm , 
dată de (4.34’) efectuează o predicţie directă sau înainte. 
 În domeniul transformatei Z, relaţia (4.35) devine 

)()()( zXzBzG mm = , unde ]}[{)( nZzB mm β=             (4.38) 
 Rezultă atunci 

                 
)(
)(

)(
zX
zGzB m

m =                                          (4.39) 

)(zBm  reprezintă funcţia de sistem a filtrului FIR cu coeficienţii { })(kmβ , 
care se poate scrie 

                 ∑
=

−=
m

k

k
mm zkzB

0
][)( β                                  (4.40) 

 Înlocuind (4.37) în (4.40) se obţine 

                      
)(][][

][)(

1

00

0

−−

=

−

=

−

=

−

===

−=

∑∑

∑

zAzzlzzl

zkmzB

m
m

m

l

l
m

m
m

l

ml
m

m

k

k
mm

αα

α
           (4.41) 

 Din relaţia (4.41) rezultă că zerourile filtrului FIR cu funcţia de 
transfer )(zBm  sunt reciproce zerourilor lui )(zAm . Din acest motiv 

)(zBm este numit polinom reciproc sau invers al lui )(zAm .  
        Aplicând transformata Z relaţiilor recursive (4.30) ÷ (4.32), se obţine 

                   )()()( 00 zXzGzF ==                                (4.42) 
          )()()( 1

1
1 zGzKzFzF mmmm −

−
− +=   m = 1, 2, . . . , M-1            (4.43) 

        )()()( 1
1

1 zGzzFKzG mmmm −
−

− +=      m = 1, 2, . . .  , M-1          (4.44) 
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Împărţind fiecare ecuaţie prin )(zX , se obţin rezultatele dorite, sub forma 
                     1)()( 00 == zBzA                                          (4.45) 

    )()()( 1
1

1 zBzKzAzA mmmm −
−

− +=     m = 1, 2, . .  ., M-1           (4.46) 
    )()()( 1

1
1 zBzzAKzB mmmm −

−
− +=     m = 1, 2, . . . , M-1           (4.47) 

 Astfel, o treaptă lattice, este descrisă în domeniul Z de o ecuaţie 
matriceală de forma 

                        















=









−
−

−

)(
)(

1
1

)(
)(

1
1

1

zBz
zA

K
K

zB
zA

m

m

m

m

m

m                      (4.48) 

 
4.2.4.1. Conversia coeficienţilor structurii lattice în coeficienţi 
ai filtrului în formă directă 

 
 Coeficienţii filtrului FIR realizat în formă directă { }][kmα  pot fi 
obţinuţi din coeficienţii { }iK  ai structurii lattice, folosind următoarele 
relaţii: 

              1)()( 00 == zBzA                                                 (4.49) 
         )()()( 1

1
1 zBzKzAzA mmmm −

−
− += ,       m = 1, 2, . . . , M-1     (4.50) 

          )()( 1−−= zAzzB m
m

m ,                m = 1, 2, . . . , M-1     (4.51) 
 Soluţia este obţinută recursiv, începând cu rangul m = 1. Astfel se 
obţine o succesiune de (M-1) filtre FIR, fiecare din ele pentru o valoare a 
lui m. Procedura este ilustrată în exemplul următor. 
 
 Exemplul 4.2. 
 Se dă un filtru lattice cu trei trepte având coeficienţii   K1 = ¼,     
K2 = ½, 3

1
3K = . Să se determine coeficienţii filtrului FIR în formă 

directă. 
 Soluţie. Problema se rezolvă recursiv, utilizând relaţia (4.50) 
începând cu m = 1.  

 Astfel, 11
10

1
101 4

111)()()( −−− +=+=+= zzKzBzKzAzA .       

 Prin urmare, coeficienţii filtrului FIR corespunzători structurii 
lattice cu o singură treaptă, sunt .4/1]1[,1]0[ 111 === Kαα   

          Deoarece )(zBm  este reciprocul lui )(zAm , rezultă  1
1 4

1)( −+= zzB . 
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          Se adaugă a doua treaptă structurii lattice. Pentru m=2, din (4.50) 
rezultă 

                          21
1

1
212 2

1
8
31)()()( −−− ++=+= zzzBzKzAzA  

 Parametrii filtrului FIR corespunzători structurii lattice cu două 
trepte sunt .2/1]2[,8/3]1[,1]0[ 222 === ααα  Din (4.51) rezultă atunci 

                              21
2 8

3
2
1)( −− ++= zzzB  

 În final, prin adăugarea celei de-a treia trepte în structura lattice,  
rezultă polinomul 

 321
2

1
323 3

1
8
5

24
131)()()( −−−− +++=+= zzzzBzKzAzA  

şi, ca urmare, filtrul FIR în formă directă este caracterizat de coeficienţii 

                  
3
1]3[,

8
5]2[,

24
13]1[,1]0[ 3333 ==== αααα  

 În general, structura lattice cu parametrii ,...,,, 21 mKKK  
corespunde unei clase de m filtre FIR în forma directă cu funcţiile de 
sistem ).(),...,(),( 21 zAzAzA m  Este interesant de observat că o caracterizare 
a acestei clase de filtre FIR în formă directă necesită m(m+1)/2 coeficienţi, 
în timp ce o caracterizare lattice necesită doar m coeficienţi de reflexie 
{ }iK . Motivul pentru care structura lattice produce o reprezentare mult 
mai compactă pentru clasa de filtre FIR de ordin m se datoreză faptului că 
adăugarea treptelor la structura lattice nu modifică parametrii treptelor 
anterioare, în timp ce coeficienţii funcţiei de sistem )(zAm  sunt total 
diferiţi de coeficienţii unui filtru FIR de ordin inferior, cu funcţia de 
sistem ).(1 zAm−   
 O formulă pentru determinarea recursivă a coeficienţilor { }][kmα  
ai filtrului  poate fi obţinută din polinoamele date în relaţiile (4.49)÷(4.51). 
 Din relaţia (4.50) se obţine 

       
∑ ∑∑
−

=

−

=

+−
−

−
−

−

=

−
−

−

−−+=

⇔+=
1

0

1

0

)1(
11

0

1
1

1

]1[][][

)()()(
m

k

m

k

k
mm

k
m

k
m

k
m

mmmm

zkmKzkzk

zBzKzAzA

ααα
   (4.52) 

 Prin egalarea coeficienţilor de puteri egale a lui 1−z  şi reamintind 
că 1]0[ =mα  pentru m = 1,2,...,M-1, se obţin ecuaţiile recursive dorite 
pentru coeficienţii filtrului FIR sub forma 
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          1]0[ =mα                                                 (4.53) 
         mm Km =][α                                             (4.54)  

.1...,2,1,11
][][][][][][ 1111

−=−≤≤
−+=−+= −−−−

Mmmk
kmmkkmKkk mmmmmmm αααααα

  (4.55) 

  
 4.2.4.2. Conversia coeficienţilor filtrului FIR din forma  directă 
 în coeficienţi ai structurii lattice 

 
 Dacă se cunosc coeficienţii filtrului FIR pentru implementarea în 
formă directă sau, echivalent, polinomul )(zAm  şi se doreşte determinarea 
coeficienţilor corespunzători structurii lattice, de ordin m, atunci 

].[mK mm α=  Pentru a obţine coeficientul 1−mK  sunt necesare polinoamele 
)(1 zAm−  deoarece, în general, mK  este obţinut din polinomul )(zAm  

pentru m=M-1, M-2,..,1. Prin urmare, trebuie calculate succesiv 
polinoamele )(zAm , începând de la m = M-1 până la m = 1. 
 Relaţia recursivă dorită pentru polinoame se determină uşor din 
(4.46) şi (4.47). 

                        [ ])()()(
)()()(

11

1
1

1

zAKzBKzA
zBzKzAzA

mmmmm

mmmm

−−

−
−

−

−+=

+=
 

de unde rezultă  

          1,...,2,1
1

)()(
)( 21 −−=

−
−

=− MMm
K

zBKzAzA
m

mmm
m        (4.56) 

 Astfel se calculează toate polinoamele de grad inferior )(zAm  
începând cu )(1 zAM −  şi se obţin coeficienţii doriţi ai structurii lattice din 
relaţia ].[mK mm α=  Se observă că procedura prezentată este operaţională 
atât timp cît 1≠mK  pentru m = 1, 2, ...,M-1. 
 Din ecuaţia recursivă (4.56), se poate obţine o formulă pentru 
calculul recursiv al coeficienţilor mK , începând cu m = M-1 până la m=1. 
Pentru m = M-1, M-2,...,1 se obţine 

1]0[][ 1 == −mmm mK αα                (4.57) 

11,
][1

][][][
1

][][
][ 221 −≤≤

−
−−

=
−
−

=− mk
m

kmmk
K

kKkk
m

mmm

m

mmm
m α

αααβα
α (4.58) 

de asemenea, recursivă.  



  201

 Ecuaţia recursivă (4.58) nu poate fi folosită, dacă .1=mK  Dacă 
aceasta se întâmplă, înseamnă că polinomul )(1 zAm−  are o rădăcină pe 
cercul unitate. Aceasta poate fi factorizată în polinomul )(1 zAm−  şi 
procesul iterativ dat de relaţia (4.58) se reia pentru sistemul de ordin redus. 
 
 Exemplul 4.3. 
 Să se determine coeficienţii structurii lattice corespunzătoare 
filtrului FIR cu funcţia de sistem 

  321
3 3

1
8
5

24
131)()( −−− +++== zzzzAzH  

 Soluţie. Mai întâi se observă că .
3
1]3[33 == αK  Mai departe, 

                 321
3 24

13
8
5

3
1)( −−− +++= zzzzB  

 Relaţia de decrementare din (4.56), cu m =3, conduce la 

                  21
2
3

333
2 2

1
8
31

1
)()(

)( −− ++=
−
−

= zz
K

zBKzAzA  

Prin urmare, 2/1]2[22 ==αK  şi 11
2 )8/3(2/1)( −− ++= zzzB . Repetând 

decrementarea recursivă, se obţine 

              1
2
2

222
1 4

11
1

)()()( −+=
−
−

= z
K

zBKzAzA  

 Astfel, .
4
1]1[11 ==αK  

 
 4. 3. Implementarea sistemelor cu răspuns infinit la 
impuls  

 
 În această secţiune se consideră diferite structuri de sisteme de tip 
IIR descrise prin ecuaţia cu diferenţe (4.1) sau, echivalent, prin funcţia de 
sistem (4.2). Ca şi în cazul sistemelor FIR, există mai multe tipuri de 
structuri de implementare, incluzând structura în formă directă, structura 
în cascadă, în paralel, structura lattice numai cu poli şi structura lattice cu 
poli şi zerouri. 
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 4.3.1. Implementarea în formă directă 
 

Funcţia de sistem dată în relaţia (4.2) ce caracterizează un sistem 
IIR, poate fi văzută ca o cascadă de două sisteme, astfel încât 

                         )()()( 21 zHzHzH =                                      (4.59) 
unde )(1 zH  conţine toate zerourile lui )(zH iar )(2 zH conţine toţi polii 
lui )(zH , adică 

                    ∑
=

−=
M

k

k
k zbzH

0
1 )(                                     (4.60) 

şi                           
∑
=

−+
= N

k

k
k za

zH

1

2

1

1)(                                 (4.61) 

 
Figura 4.12. Implementarea sistemului IIR în forma directă I 

 
 )(1 zH  este un sistem FIR, iar implementarea sa în formă directă a 
fost prezentată în figura 4.1. Conectând sistemul numai cu poli )(2 zH  în 
cascadă cu )(1 zH , se obţine implementarea în forma directă I, ilustrată în 
figura 4.12. Această implementare necesită M+N+1 multiplicatoare, M+N 
sumatoare, şi M+N  locaţii de memorie. 
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 Dacă filtrul numai cu poli, )(2 zH , este plasat înaintea filtrului 
numai cu zerouri, )(1 zH , se obţine o structură mai compactă. Se 
reaminteşte că ecuaţia cu diferenţe pentru un filtru numai cu poli este 

                         ∑
=

+−−=
N

k
k nxknwanw

1
][][][                         (4.62) 

Dacă ][nw  este intrarea sistemului numai cu zerouri, atunci ieşirea sa este 

                          ∑
=

−=
M

k
k knwbny

0
][][                                  (4.63) 

 Se observă că ambele relaţii (4.62) şi (4.63) implică versiuni 
întârziate ale secvenţei { }.][nw  Prin urmare, este necesară doar o singură 
linie de întârziere sau un singur set de locaţii de memorie pentru a stoca 
valori trecute ale lui { }.][nw  Structura rezultată care implementează (4.62) 
şi (4.63) este numită implementarea în forma directă II şi este ilustrată în 
figura 4.13.  

 
 

Figura 4.13. Implementarea sistemului IIR în forma directă II  
 

Această structură necesită M+N+1 multiplicatoare, M+N sumatoare, şi 
maximul dintre { }NM ,  de locaţii de memorie. Implementarea care 
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minimizează numărul de locaţii de memorie se numeşte canonică. Forma 
directă II este canonică.   
 Structurile din figurile 4.12 şi 4.13 sunt amândouă numite 
implementări în “formă directă” deoarece ele se obţin direct din funcţia de 
sistem )(zH  fără nici o rearanjare a acesteia. Din nefericire, ambele 
implementări sunt, în general, extrem de senzitive la cuantizarea 
parametrilor şi nu sunt recomandate în aplicaţii practice, problemă 
detaliată în Capitolul 5.   

 
 4.3.2. Grafuri de semnal şi structuri transpuse 

 
 Un graf de semnal oferă o alternativă echivalentă de reprezentare a 
structurilor de diagramă bloc şi este utilizat pentru a ilustra diferite 
implementări ale sistemelor. Elementele de bază ale unui graf sunt 
nodurile şi ramurile. Un graf de semnal are la bază un set de ramuri 
orientate ce se conectează la noduri. Prin definiţie, semnalul care iese 
dintr-o ramură  este egal cu semnalul care intră în ramură înmulţit cu 
câştigul ramurii. Suma algebrică a semnalelor din toate ramurile conectate 
la un nod al unui graf de semnal este egală cu zero. 
 Pentru fixarea ideilor, se va considera un sistem cu două zerouri şi 
cu doi poli ca în diagrama bloc din figura 4.14a, structură echivalentă cu 
cea din figura 4.14.b. Diagrama bloc a sistemului poate fi convertită într-
un graf de semnal ca în figura 4.14c. Se observă că graful de semnal 
conţine cinci noduri etichetate de la 1 la 5. Nodurile care conţin sumatoare 
se numesc de sumare, iar cele în care se conectează două sau mai multe 
ramuri şi nu conţin sumatoare, se numesc de branşare. Ambele tipuri de 
noduri se reprezintă la fel în graf. Două dintre noduri, (1,3), sunt noduri de 
sumare, în timp ce celelalte noduri reprezintă puncte de branşare din graf. 
Transmitanţele ramurilor sunt indicate pe ramurile grafului. Se observă că 
o întârziere este indicată prin transmitanţa z-1. Când transmitanţa ramurii 
este unitară, ea rămâne neetichetată. Nodul corespunzător intrării în sistem 
se numeşte nod sursă iar nodul corespunzător semnalului de ieşire,  nod 
receptor. Se mai observă că graful de semnal conţine aceleaşi informaţii 
de bază ca şi implementarea diagramei bloc a unui sistem. Singura 
diferenţă aparentă este că atât sumatoarele cît şi punctele de branşare a 
ramurilor sunt reprezentate prin noduri în graf. 
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Figura 4.14. (a), (b) Filtru de ordinul 2 şi (c) graful de semnal corespunzător 
 

 Un rezultat de bază din teoria grafurilor se referă la  transformarea 
unui graf de semnal în altul fără a modifica relaţiile funcţionale intrare-
ieşire. O tehnică utilizată în obţinerea structurilor echivalente pentru 
sisteme IIR şi FIR este dată de teorema reversibilităţii grafului [48]. 
Această teoremă enunţă faptul că dacă se inversează direcţiile tuturor 
transmitanţelor ramurilor, nodurile de sumare se schimbă în noduri de 
branşare, şi invers, şi se inversează intrarea cu ieşirea în graful de semnal, 
funcţia de sistem rămâne neschimbată. Structura rezultată este denumită 
structură sau formă transpusă. 
 De exemplu, transpunerea grafului de semnal din figura 4.14c, este 
ilustrată în figura 4.15a. Implementarea diagramei bloc corespunzătoare a 
formei transpuse este ilustrată în figura 4.15b. 

 
Figura 4.15. (a) Graful de semnal al structurii transpuse şi  (b) implementarea sa 

 
 În continuare se va aplica teorema de transpunere formei directe II, 
inversându-se toate direcţiile ramurilor din figura 4.13, schimbând 
nodurile de branşare cu sumatoare şi sumatoarele cu noduri de branşare, şi 
în final, interschimbând intrarea şi ieşirea. Aceste operaţii duc la structura 
formei directe II  transpuse, ca în figura 4.16a. Această figură poate fi 
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redesenată ca în figura 4.16b în care se indică intrarea la stânga şi ieşirea 
la dreapta. 

 
Figura 4.16 a, b,  Structura în forma directă II transpusă 

 
 Această formă transpusă a structurii în forma directă II poate fi 
descrisă de următorul sistem de ecuaţii cu diferenţe, pentru N>M: 

           ][]1[][ 01 nxbnwny +−=                                         (4.64) 
    Mknxbnyanwnw kkkk ,....,2,1][][]1[][ 1 =+−−= +        (4.65) 

 
][][

1,...,1],[]1[][ 1

nyanw
NMknyanwnw

NN

kkk

−=
−+=−−= +                (4.66) 

 Sistemul de ecuaţii cu diferenţe (4.64) ÷ (4.66) este echivalent cu o 
singură ecuaţie cu diferenţe: 

             ∑ ∑
= =

−+−−=
N

k

M

k
kk knxbknyany

1 0
][][][                  (4.67) 

 Se observă că transpusa structurii în formă directă II necesită un 
număr de multiplicatoare, sumatoare şi locaţii de memorie egal cu cel al 
structurii în forma directă originală. Performanţele structurilor directe şi 
transpuse pot fi diferite în implementarea cu precizie finită, acestea 
depinzând de valorile particulare ale parametrilor, după cum se va arăta în 
Capitolul 5. 
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 Un sistem FIR se obţine din relaţia (4.67) impunând 
Nkak ,...,2,1,0 == . Acesta poate fi implementat în forma directă 

transpusă prezentată în figura 4.17, ce se obţine din figura 4.16b impunând 
Nkak ,....,2,1,0 == . Implementare în formă transpusă poate fi descrisă 

prin sistemul de ecuaţii cu diferenţe 
          ][][ nxbnw MM =                                          (4.68) 

         1,...,2,1][]1[][ 1 −−=+−= + MMknxbnwnw kkk        (4.69) 
          ][]1[][ 01 nxbnwny +−=                          (4.70) 

 
Figura 4.17. Structura transpusa pentru un filtru FIR 

 
   În tabelul 4.1 sunt prezentate câteva  structuri în formă directă şi 
ecuaţiile cu diferenţe corespunzătoare pentru un sistem IIR cu doi poli şi 
două zerouri având funcţia de sistem 
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zbzbbzH                                 (4.71) 

 Acesta este blocul de bază în implementarea sistemelor IIR de 
ordin înalt. Din cele trei structuri în formă directă prezentate în Tabelul 
4.1, structura în formă directă II este cea mai utilizată datorită numărului 
mic de locaţii de memorie necesar pentru implementare. 
 

Tabelul 4.1 
 Structuri Ecuaţii de implementare 
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4.3.3. Implementarea în cascadă a sistemelor IIR 

 
 Se consideră un sistem IIR cu funcţia de sistem dată de relaţia 
(4.2). De asemenea, se consideră că MN ≥ . Sistemul poate fi divizat 
într-o cascadă de subsisteme de ordin doi, astfel încât )(zH  poate fi 
exprimat ca 

  ∏
=

=
K

k
k zHbzH

1
0 )()(                                   (4.72)                                        

unde K este partea întreagă a lui (N+1)/2. )(zH k  are forma generală 

                           2
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1
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1
1

1
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)( −−

−−

++
++

=
zaza
zbzbzH

kk

kk
k                                   (4.73) 

iar b0 este factorul de câştig. 
 Ca şi în cazul sistemelor FIR implementate în cascadă, factorul de 
câştig poate fi egal distribuit celor K secţiuni ale filtrului astfel că se poate 
scrie 
                             .,..., 03020100 Kbbbbb =  
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 Coeficienţii { }kia  şi { }kib  din subsistemele de ordinul al doilea 
sunt reali. Aceasta implică faptul că în formarea subsistemelor de ordinul 
al doilea din (4.73), trebuie grupate perechile de poli şi zerouri complex 
conjugate. Cu toate acestea, împerecherea a doi poli complex conjugaţi 
sau reali cu o pereche de zerouri complex-conjugate sau reale, pentru a 
forma un subsistem poate fi făcută arbitrar. Prin urmare, factorul pătratic 
de la numărătorul sau numitorul relaţiei (4.73), ar putea conţine o pereche 
de rădăcini reale sau o pereche de rădăcini complex-conjugate. Dacă 

MN > , unele subsisteme de ordinul al doilea ar putea avea unii 
coeficienţi de la numărător nuli. Dacă N este impar, unul dintre 
subsisteme, să zicem )(zH k , trebuie să aibă 02 =ka , astfel că 
subsistemul este de ordinul întâi. Pentru a păstra o anumită modularitate 
în implementarea lui )(zH , este preferabil de utilizat subsistemele de 
ordinul al doilea în structurile cascadă şi de a avea coeficienţi nuli în 
unele dintre subsisteme.  
 Fiecare din subsistemele de ordinul al doilea cu funcţia de sistem 
(4.73), poate fi implementat fie în forma directă I, fie în forma directă II 
sau în forma directă II transpusă. Deoarece există mai multe moduri de 
împerechere a polilor şi zerourilor lui )(zH într-o cascadă de secţiuni de 
ordinul al doilea, şi mai multe moduri de ordonare a subsistemelor 
rezultate, este posibil a se obţine o varietate de implementări în cascadă. 
Deşi toate implementările în cascadă sunt echivalente pentru precizie 
infinită, diferitele tipuri de implementări pot diferi semnificativ când sunt 
implementate cu aritmetică de precizie finită. 
 Forma generală a unei structuri în cascadă este ilustrată în figura 
4.18. Folosind structura în forma directă II pentru fiecare subsistem, 
algoritmul de calcul pentru implementarea sistemului IIR cu funcţia de 
sistem )(zH , este descris de următorul sistem de ecuaţii 

  ][][0 nxny =                                          (4.74) 
Kknynwanwanw kkkkkk ,.....,2,1][]2[]1[][ 121 =+−−−−= −    (4.75) 

Kknwbnwbnwny kkkkkk ,....,2,1]2[]1[][][ 21 =−+−+=      (4.76) 
  ][][ 0 nybny K=                                       (4.77) 

 Acest sistem de ecuaţii dă o descriere completă a unei structuri în 
cascadă implementată cu module în forma directă II. 
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Figura 4.18. Structura în cascadă cu secţiuni de ordinul II şi realizarea în forma directă II 

a fiecărei secţiuni 
 
 

4.3.4. Implementarea în paralel 
 

 Implementarea în paralel a unui sistem IIR poate fi obţinută 
efectuând o dezvoltare în fracţii simple a lui )(zH . Din nou se presupune 
că MN ≥ şi că polii sunt distincţi. Prin această dezvoltare în fracţii 
simple, se obţine 

∑
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)(                                     (4.78) 

unde { }kp  sunt polii, { }kA  sunt coeficienţii (reziduurile) în dezvoltarea în 
fracţii simple, constanta C este NN abC /=  dacă N=M şi nulă dacă N>M. 
 Implementarea relaţiei (4.78) se realizează cu un banc paralel de 
filtre cu un singur pol. Unii dintre polii lui )(zH  pot avea valori 
complexe. În acest caz, coeficienţii kA  corespunzători au, de asemenea, 
valori complexe. Pentru a evita operaţiile cu numere complexe, se pot 
combina perechi de poli complex conjugaţi pentru a forma subsisteme de 
ordinul al doilea cu coeficienţi reali. Fiecare din aceste subsisteme are 
funcţia de sistem 
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unde coeficienţii { }kib şi { }kia  sunt reali. Funcţia generală )(zH  poate fi 
scrisă sub forma 

                        ∑
=

+=
K

k
k zHCzH

1
)()(                                   (4.80)  

unde K este partea întreagă a lui (N+1)/2. Când N este impar unul dintre 
sistemele )(zH k este cu un singur pol ( 021 == kk ab ). Relaţia (4.80) 
conduce la structura din figura 4.19a. 

 
Figura 4. 19. (a) Structura în paralel pentru un sistem IIR, (b) Secţiune de ordinul al 

doilea pentru realizarea în paralel a sistemelor IIR 
 

         Secţiunile de ordinul doi individuale, care sunt blocurile 
constructive de bază pentru )(zH , pot fi implementate în oricare din 
formele directe sau transpuse. Structura în formă directă II este ilustrată în 
figura 4.19b. Cu această structură ca bloc constructiv de bază, 
implementarea în paralel a sistemului IIR este descrisă de următorul 
sistem de ecuaţii: 

  Kknxnwanwanw kkkkk ,...,2,1][]2[]1[][ 21 =+−−−−=            (4.81) 
Kknwbnwbny kkkkk ,...,2,1],1[][][ 10 =−+=              (4.82) 
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k
k nynCxny

1
][][][                                            (4.83) 

 Exemplul 4.4. 
 Să se determine implementările în cascadă şi în paralel pentru  
sistemul descris de funcţia de sistem 
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 Soluţie. Implementarea în cascadă se obţine uşor din această 
formă a funcţiei de sistem. O posibilă împerechere de poli şi zerouri este 
următoarea 
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şi, prin urmare, 
                           )()(10)( 21 zHzHzH =  
Implementarea în cascadă este ilustrată în Fig. 9.20a. 

 

 
Figura 4.20. Realizările (a)  în cascadă şi (b) în paralel pentru exemplul 4.4. 
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             Pentru a obţine implementarea în paralel, )(zH  trebuie dezvoltat 
în fracţii parţiale. Astfel,  
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unde A1, A2, A3, şi A3
* rezultă A1 = 2,93,  A2 = - 17,68,  A3 = 12,25 - 

j14,57,  A3
* = 12,25 + j14,57. Recombinând perechile de poli, se obţine 
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Implementarea în paralel este ilustrată în figura 4.20b. 
 

4.3.5. Structuri lattice numai cu poli pentru 
implementarea sistemelor IIR 

 
 În paragraful 4.2.4 s-a dezvoltat o structură de filtru lattice, 
echivalentă cu un filtru FIR, iar în această secţiune se extinde dezvoltarea 
la sistemele IIR. 
 Fie un sistem numai cu poli cu funcţia de sistem 
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                       (4.84) 

 Implementarea în formă directă a acestui sistem este ilustrată în 
figura 4.21. Ecuaţia cu diferenţe pentru acest sistem IIR este 

         ∑
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+−−=
N

k
N nxknykany

1

][][][][                            (4.85) 

 
Figura 4.21. Implementarea în formă directă a unui sistem numai cu poli 

 
 Dacă în relaţia (4.85) se inversează intrarea cu ieşirea, se obţine 
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                 ∑
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+−−=
N

k
N nyknxkanx

1
][][][][                      (4.86) 

sau, echivalent, 

           ∑
=

−+=
N

k
N knxkanxny

1
][][][][                          (4.86’) 

 Se observă că ecuaţia (4.86’) descrie un sistem FIR cu funcţia de 
sistem )()( zAzH N= . Aşadar, un sistem poate fi obţinut din celălalt 
interschimbând intrarea cu ieşirea. Pe baza acestei observaţii, se poate 
folosi structura lattice numai cu zerouri descrisă în paragraful 4.2.4, 
pentru a obţine o structură lattice pentru un sistem IIR numai cu poli, 
interschimbând rolul intrării cu cel al ieşirii. Mai întâi, pentru filtrul 
lattice numai cu zerouri ilustrat în figura 4.11 se redefineşte intrarea ca 
fiind 

            ][][ nfnx N=                                     (4.87) 
iar ieşirea ca                                 ][][ 0 nfny = ,                                  (4.88) 
invers decât pentru un filtrul lattice numai cu zerouri. Aceste definiţii 
impun ca valorile { }][nfm  să se calculeze în ordine descrescătoare 
[ ],...[],[ 1 nfnf NN − ]. Calculul poate fi realizat rearanjând ecuaţia recursivă 
din (4.31) de unde se determină soluţia pentru ][1 nfm−  în funcţie de 

][nfm , adică 
 1...,,1,]1[][][ 11 −=−−= −− NNmngKnfnf mmmm  
Ecuaţia (4.32) pentru ][ngm  rămâne neschimbată. 
 Rezultatul acestor schimbări este următorul sistem de ecuaţii: 

][][ nxnf N =                (4.89) 
 1...,,1,],1[][][ 11 −=−−= −− NNmngKnfnf mmmm             (4.90) 
 1...,,1,],1[][][ 11 −=−+= −− NNmngnfKng mmmm             (4.91) 

][][][ 00 ngnfny ==                     (4.92) 
care corespunde structurii ilustrate în figura 4.22. 
 Pentru a demonstra că setul de ecuaţii (4.89) ÷  (4.92) descrie un 
sistem IIR numai cu poli, se consideră, pentru început, cazul în care N = 
1. Ecuaţiile (4.89) ÷  (4.92) se reduc la 
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]1[][][][

]1[][][

10

0011

−−==
−+=

nyKnxnfny
ngnfKng

                    (4.93) 

 
Figura 4.22. Structura lattice pentru un filtru IIR numai cu poli 

 Ecuaţia pentru ][1 ng  poate fi exprimată ca 
  ]1[][][ 11 −+= nynyKng                  (4.94) 

 Se observă că ultima relaţie din sistemul (4.93) reprezintă un 
sistem IIR numai cu poli, de ordinul întâi, în timp ce (4.94) reprezintă un 
sistem FIR de ordinul întâi. Polul este rezultatul reacţiei ce a fost 
introduse de soluţionarea lui { }][nfm  în ordine descendentă. Această 
reacţie este arătată în figura 4.23a.  
 În continuare, se consideră cazul N=2, care corespunde structurii 
din figura 4.23b.  

 
Figura 4.23. Implementarea structurii lattice pentru un sistem IIR a) cu un pol şi  

b) cu doi poli 
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Ecuaţiile corespunzătoare acestei structuri sunt 

  

][][][
]1[][][
]1[][][
]1[][][
]1[][][

][][

00

0011

0110

1122

1221

2

ngnfny
ngnfKng
ngKnfnf
ngnfKng
ngKnfnf

nxnf

==
−+=
−−=
−+=
−−=

=

                         (4.95) 

 După câteva substituţii simple, se obţine 
 ][]2[]1[)1(][ 221 nxnyKnyKKny +−−−+−=         (4.96) 
 ]2[]1[)1(][][ 2122 −+−++= nynyKKnyKng          (4.97) 

 Ecuaţia cu diferenţe (4.96) reprezintă un sistem IIR cu doi poli iar 
relaţia (4.97) este ecuaţia intrare-ieşire pentru un sistem FIR cu două 
zerouri. Se observă cum coeficienţii pentru sistemul FIR sunt identici cu 
cei din sistemul IIR, cu excepţia faptului că apar în ordine inversă. 
 Concluziile de mai sus sunt valabile pentru orice N. Într-adevăr, cu 
definiţia lui )(zAm dată în (4.34’), funcţia de sistem pentru sistemul numai 
cu poli este 
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Similar, funcţia de sistem pentru sistemul numai cu zerouri (FIR) este 
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unde s-au folosit relaţiile (4.38) ÷ (4.44). Astfel, coeficienţii lui )(zH b  
care caracterizează sistemul FIR sunt identici cu coeficienţii lui )(zAm , 
exceptând faptul că apar în ordine inversă. 
 Este interesant de observat că structura lattice numai cu poli are o 
cale numai cu zerouri cu intrarea ][0 ng  şi ieşirea ][ng N ,  identică cu 
calea corespunzătoare numai cu zerouri în structura lattice numai cu 
zerouri. Polinomul ),(zBm  reprezintă funcţia de sistem pentru calea 
numai cu zerouri comună ambelor structuri lattice, numită obişnuit funcţie 
de sistem înapoi sau invers. Structurile lattice numai cu zerouri şi numai 
cu poli sunt caracterizate de aceiaşi parametri lattice K1, K2, …,KN . Cele 
două structuri lattice diferă doar prin interconexiunile grafurilor de 
semnal. În consecinţă, algoritmii pentru conversia coeficienţilor { }][kmα  
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ai implementării în formă directă a unui sistem FIR în parametri lattice, şi 
invers, se aplică la fel şi structurii numai cu poli. Se reaminteşte că 
rădăcinile polinomului )(zAN  sunt localizate în interiorul cercului unitate, 
dacă şi numai dacă coeficienţii lattice Km îndeplinesc condiţia 1<mK , 
pentru toţi m=1,...N. 
 În aplicaţiile practice structura lattice numai cu poli a fost utilizată 
pentru a modela tractul vocal uman şi stratificarea pământului. În astfel de 
cazuri coeficienţii lattice { }mK , au semnificaţia fizică de a fi identici cu 
coeficienţii reflectaţi în mediul fizic. Acesta este motivul pentru care 
coeficienţii lattice sunt adeseori numiţi coeficienţi de reflexie. În astfel de 
aplicaţii, un model stabil pentru un mediu necesită coeficienţi de reflexie 
subunitari obţinuţi din măsurători asupra semnalelor de ieşire din mediu. 
 

4.3.6. Structuri lattice cu poli şi zerouri pentru 
implementarea sistemelor IIR 
 

 Structura lattice numai cu poli reprezintă blocul constructiv de 
bază pentru structuri de tip lattice care implementează sistemele IIR care 
conţin atât poli cât şi zerouri. Se consideră în continuare un sistem IIR cu 
funcţia de sistem 
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unde notaţia pentru numărător a fost modificată pentru a evita confuzia cu 
polinomul B(z) prezentat anterior. De asemenea se consideră că MN ≥ . 
 În structura în formă directă II, sistemul din (4.100) este descris de 
ecuaţiile cu diferenţe                     
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N nxknwkanw
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][][][][                    (4.101) 
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 Se observă că relaţia (4.101) reprezintă relaţia funcţională intrare – 
ieşire a unui sistem IIR numai cu poli, iar (4.102) reprezintă relaţia 
funcţională intrare – ieşire a unui sistem numai cu zerouri. De asemenea, 
ieşirea sistemului numai cu zerouri este o combinaţie liniară de ieşiri 
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întârziate ale sistemului numai cu poli. Acest lucru se observă uşor la 
structura în formă directă II redesenată în figura 4.24 pentru N=M. 
 

 
Figura 4.24. Forma directă II de implementare a unui sistem IIR pentru N=M 

 
 Deoarece zerourile rezultă prin formarea unor combinaţii liniare 
din ieşirile anterioare, se poate construi un sistem IIR cu poli şi zerouri 
utilizând structura lattice numai cu poli ca bloc constructiv de bază. S-a 
specificat deja că ][ngm  este o combinaţie liniară a ieşirii curente şi a 
celor anterioare. Sistemul 
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este un sistem numai cu zerouri. Orice combinaţie liniară de { }][ngm  este, 
de asemenea, un sistem numai cu zerouri. Astfel, o structură lattice numai 
cu poli cu parametrii ,1, NmKm ≤≤   căreia i se adăugă o scară  care 
realizează o combinaţie liniară de { }][ngm  cu ponderile mv  are ca rezultat 
un sistem IIR cu poli şi zerouri, a cărui structură lattice-scară este indicată 
în figura 4.25, pentru NM = . Ieşirea sa este 
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unde { }mv  sunt coeficienţii ce determină zerourile sistemului. Ţinând 
seama de (4.103), funcţia de sistem corespunzătoare sistemului cu poli şi 
zerouri este 
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Dacă )()( zFzX N=  şi ),()( 00 zGzF =  relaţia (4.104) poate fi scrisă ca 
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 Dacă se compară (4.100) cu (4.105), rezultă că 
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 Din această relaţie se pot determina coeficienţii { }mv . Astfel s-a 
demonstrat cum coeficienţii numărătorului polinomial )(zCM  determină 
coeficienţii scării { }mv , având în vedere că numitorului polinomial 

)(zAN , prin coeficienţii săi, determină coeficienţii lattice{ }mK . 

 
Figura 4.25. Structura lattice scară pentru realizarea unui sistem cu poli si zerouri 

 
 Cunoscându-se polinoamele )(zCM  şi ),(zAN  cu ,MN ≥  sunt 
determinaţi mai întâi parametrii structurii lattice numai cu poli, aşa cum a 
fost descris mai înainte, cu algoritmul de conversie prezentat în paragraful 
4.2.4, ce converteşte coeficienţii  formei directe de implementare în 
coeficienţi lattice. Cu ajutorul relaţiei recursive de decrementare date de 
(4.56) se obţin coeficienţii lattice { }mK  şi apoi polinoamele 

.,...,2,1),( NmzB m =   
 Coeficienţii scării sunt determinaţi din relaţia (4.106), după cum 
urmează: 

  ∑
−

=

+=
1

0
)()()(

m

k
mmkkm zBvzBvzC                           (4.107) 

sau, echivalent,  
              )()()( 1 zBvzCzC mmmm += −                               (4.108) 
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 Astfel, )(zCm  poate fi calculat recursiv din polinoamele inverse 
.,....,2,1),( MmzBm =   Deoarece 1][ =mmβ  pentru toţi m, coeficienţii 

mv , Mm ,....,1,0=  pot fi determinaţi observând că 
               Mmmcv mm ,....,1,0][ ==                   (4.109) 

 Rescriind (4.108) în forma 
                )()()(1 zBvzCzC mmmm −=−                        (4.110) 

şi calculând această relaţie recursivă în sens invers pentru m 
( 2,....,1, −= MMm ), se obţin coeficienţii ][mcm  şi, prin urmare, 
parametrii scării, conform relaţiei (4.109).  
 Structurile filtrelor lattice-scară prezentate mai sus, necesită un 
minimum de memorie dar nu şi un număr minim de multiplicări. Deşi 
există structuri lattice cu un singur multiplicator pe treaptă, structurile 
lattice cu două multiplicatoare pe fiecare treaptă, descrise anterior sunt 
cele mai folosite în aplicaţiile practice. În concluzie, modularitatea, 
stabilitatea structurii datorată coeficienţilor { }mK  şi robusteţea în ceea  ce 
priveşte efectele lungimii finite a cuvintelor, fac structurile lattice foarte 
atractive în multe aplicaţii practice, care includ sistemele de procesare a 
vocii, filtrarea adaptivă şi procesarea semnalelor geofizice. 

 
4. 4. Implementarea şi analiza sistemelor discrete, 

 liniare, invariante în timp pe baza variabilelor de 
 stare 

 
 Până acum, analiza sistemelor liniare, invariante în timp a fost 
limitată la o descriere externă cu ajutorul unei relaţii funcţionale intrare-
ieşire. Cu alte cuvinte, sistemul a fost caracterizat de ecuaţii matematice 
ce leagă semnalul de intrare de semnalul de ieşire. În această secţiune se 
introduc conceptele de bază despre descrierea internă a sistemelor 
discrete, liniare, invariante în timp, cauzale. Descrierea internă a 
sistemului implică o legătură între semnalele de intrare şi de ieşire şi, de 
asemenea, un set adiţional de variabile numite variabile de stare. Astfel, 
ecuaţiile matematice ce descriu un sistem, sunt uzual divizate în două 
părţi: 

1. Un set de ecuaţii matematice ce pun în evidenţă relaţia dintre 
variabilele de stare ale sistemului şi semnalul de intrare; 
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2. Un al doilea set de ecuaţii matematice ce stabilesc legătura între 
variabilele de stare şi intrarea curentă cu semnalul de ieşire. 

 Variabilele de stare dau informaţii despre toate semnalele interne 
ale sistemului. Ca urmare, descrierea internă dă informaţii mai detaliate 
despre sistem în comparaţie cu descrierea intrare-ieşire. Cu toate că 
analiza internă este aplicată în special la sisteme discrete, liniare, 
invariante în timp, cauzale cu o singură intrare şi o singură ieşire, 
tehnicile de analiză pot fi aplicate şi sistemelor neliniare, sistemelor 
variante în timp şi sistemelor cu intrări şi ieşiri multiple. 
 Descrierea aleasă (prin relaţie funcţională intrare – ieşire sau 
descrierea cu ajutorul variabilelor de stare) depinde de problemă, de 
informaţiile disponibile, precum şi de întrebările cărora trebuie date 
răspunsuri. În continuare se prezintă tehnici de analiză a sistemelor în 
spaţiul stărilor şi sunt dezvoltate structuri pe baza variabilelor de stare 
destinate implementării sistemelor discrete, liniare, invariante în timp. 
 

4.4.1. Conceptul de stare 
 

 După cum s-a observat deja, determinarea ieşirii unui sistem 
necesită  prezenţa semnalului de intrare şi un set de condiţii iniţiale. Dacă  
un sistem nu este relaxat la un moment iniţial, fie acesta 0n ,  cunoaşterea 
semnalului de intrare ][nx  pentru 0nn ≥ , nu este suficientă pentru a 
determina în mod unic ieşirea ][ny , pentru 0nn ≥ . Acest lucru este 
posibil numai dacă sunt cunoscute condiţiile iniţiale ale sistemului la 

0nn = . Setul de condiţii iniţiale este denumit starea sistemului la 
momentul 0nn = . 
               Definiţie. Starea unui sistem la momentul 0n  este cantitatea de 
informaţie ce trebuie furnizată la momentul 0n , care, împreună cu 
semnalul de intrare ][nx  pentru 0nn ≥ , determină în mod unic ieşirea 
pentru toţi 0nn ≥ . 
 Cu această definiţie, conceptul de stare conduce la o 
descompunere a sistemului în două părţi, o parte cu memorie şi o parte 
fără  memorie. Informaţia stocată în locaţiile de memorie constituie setul 
de condiţii iniţiale şi este denumită starea sistemului. Ieşirea curentă a 
sistemului devine o funcţie de valoarea curentă a intrării şi de starea 
curentă. Dacă valoarea curentă a intrării este cunoscută, este necesar un 
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mecanism pentru a actualiza starea sistemului. Prin urmare, starea 
sistemului la momentul 10 +n  trebuie să depindă de starea sistemului la 
momentul 0n  şi de valoarea semnalului de intrare ][nx , la 0nn = . 
 Următorul exemplu ilustrează abordarea descrierii interne a unui 
sistem. Fie un sistem discret, liniar, invariant în timp, cauzal descris de 
ecuaţia cu diferenţe 

  ]1[2][]1[
2
1][ −++−= nxnxnyny                      (4.111) 

 Figura 4.26a arată implementarea în formă directă II a acestui 
sistem. Se observă că sistemul conţine doar un singur element de 
întârziere, care este, de fapt, o celulă de memorie. Ieşirea ][nυ  a 
elementului de întârziere reprezintă valoarea prezentă a memoriei, având 
în vedere că intrarea ]1[ +nυ  a elementului de întârziere semnifică 
valoarea următoare ce trebuie memorată. De fapt, această celulă de 
memorare include toată memoria necesară pentru calculul ieşirii curente 

].[ny  Pentru a verifica acest lucru, se scriu ecuaţiile pentru 
implementarea indicată în figura 4.26a. Acestea sunt 

][][
2
1]1[ nxnn +=+ υυ                (4.112) 

  ][2]1[][ nnny υυ ++=               (4.113) 

 
Figura 4.26. a) Implementarea în forma directă II, b) o implementare pe baza variabilelor 

de stare a sistemului descris de relaţia (4.111) 
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 Înlocuind (4.112) în (4.113), se obţine 

                 ][][
2
5][ nxnny += υ  

care este o ecuaţie care descrie un sistem fără memorie. Din altă 
perspectivă, (4.112) reprezintă un mecanism pentru reactualizarea 
conţinutului celulei de memorie, utilizând conţinutul curent al acesteia şi 
valoarea curentă a intrării. 
 Perechea de ecuaţii 

 ][][
2
1]1[ nxnn +=+ υυ             (4.114) 

][][
2
5][ nxnny += υ                                (4.115) 

furnizează o descriere completă a sistemului. Variabila ][nυ , care include 
toată informaţia anterioară este denumită variabilă de stare şi reprezintă 
chiar starea sistemului. Dacă există doar o singură variabilă de stare, 
ecuaţia de stare este unidimensională iar valoarea sa la orice moment de 
timp este reprezentată ca un punct într-un spaţiu unidimensional. Se mai 
observă, de asemenea, că ecuaţiile (4.114) şi (4.115) împart sistemul în 
două părţi componente: un subsistem dinamic (cu memorie) şi un 
subsistem static (fără memorie), care furnizează o descriere internă a 
acestui sistem. Această descriere produce o implementare alternativă 
echivalentă a sistemului, aşa cum este indicată în figura 4.26b. 

Descrierea internă se poate aplica şi sistemelor cauzale ce sunt  
variante în timp şi/sau neliniare. Pentru a ilustra acest lucru, se consideră 
un sistem care calculează dispersia unui semnal. Sistemul poate fi descris 
de ecuaţia 

  [ ]∑
−

=

−=
1

0

2][][1][
n

k
nkx

n
ny µ                     (4.116) 

unde 

  ∑
−

=

=
1

0
][1][

n

k
kx

n
nµ               (4.117) 

este valoarea sa medie. Dezvoltând pătratul din relaţia (4.116) şi utilizând 
relaţia (4.117), se obţine 

  ∑
−

=

−=
1

0

22 ][][1][
n

k
nkx

n
ny µ                    (4.118) 

 Pentru a obţine o descriere internă, se definesc următoarele 
variabile: 
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  ∑
−

=

=
1

0
1 ][][

n

k
kxnυ                        (4.119) 

  ∑
−

=

=
1

0

2
2 ][][

n

k
kxnυ                          (4.120) 

Apoi, combinând aceste relaţii cu (4.118) şi (4.117), se obţine 

  ][1][1][ 2
2
12 n

n
n

n
ny υυ +−=                        (4.121) 

care descrie un sistem fără memorie, ce exprimă ieşirea în funcţie de 
variabilele de stare curente. Reactualizarea acestor variabile poate fi 
făcută cu ajutorul ecuaţiilor 

][][]1[ 11 nxnn +=+ υυ                      (4.122) 
  ][][]1[ 2

22 nxnn +=+ υυ                              (4.123) 
 Ecuaţia (4.123) este neliniară, iar (4.121) este neliniară şi variantă 
în timp. 
 În general, descrierea internă a sistemelor cauzale conţine două 
seturi de ecuaţii matematice:  

• un set de ecuaţii, denumit ecuaţii de stare, ce exprimă variabilele 
de stare de la momentul n+1 în  funcţie de variabilele de stare şi 
intrarea la momentul n;  

• o ecuaţie, denumită ecuaţie de ieşire, ce exprimă ieşirea la 
momentul n în funcţie de variabilele de stare şi intrarea la acelaşi 
moment de timp.  

 În particular, pentru un sistem cauzal cu N variabile de stare 
],[],..,[],[ 21 nnn Nυυυ  descrierea internă poate fi exprimată prin 

următoarele două seturi de ecuaţii: 
 Ecuaţiile de stare 

[ ]][],[],...,[],[]1[ 21 nxnnnfn Nii υυυυ =+ ,   i=1,2,…,N      (4.124) 
 Ecuaţia de ieşire 

 [ ]][],[],....,[],[][ 21 nxnnngny Nυυυ=            (4.125) 
 Cele N variabile de stare ][niυ ,  i = 1,2,3,…,N, pot fi considerate 
componentele unui vector de dimensiune N, iar vârful acestui vector la un 
moment n poate fi văzut ca un punct în spaţiul N-dimensional denumit 
spaţiu de stare. Locul geometric al vârfului vectorului la diferite momente 
de timp determină o traiectorie a vectorului variabilelor de stare. Figura 
4.27 ilustrează o traiectorie pentru starea unui sistem de ordinul al doilea, 
într-un spaţiu bidimensional. În general, ecuaţiile de stare descriu partea 
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dinamică a sistemului, în timp ce ecuaţia de ieşire descrie partea statică 
(fără memorie) a acestuia. Numărul N al variabilelor de stare exprimă 
ordinul sistemului.  
 Cu toate că descrierea internă poate fi uşor generalizată la sisteme 
cu intrări şi ieşiri multiple (Multiple Input Multiple Output, MIMO), 
abordarea acestei probleme se va limita doar la sisteme cu o singură 
intrare şi o singură ieşire (Single Input Single Output, SISO).    

 
Figura 4.27. Traiectoria stării unui sistem de ordinul al doilea 

 
4.4.2. Descrierea în spaţiul stărilor a sistemelor 
caracterizate de ecuaţii cu diferenţe 

 
 În această secţiune se vor obţine ecuaţiile de stare pentru sistemele 
discrete descrise de ecuaţii liniare cu diferenţe cu coeficienţi constanţi, cu 
o intrare şi o ieşire. Pentru aceasta se consideră un sistem de ordinul al 
treilea, rezultatul fiind uşor de generalizat pentru sistemele de orice ordin 
N arbitrar, finit. 
 Fie un sistem discret, liniar, invariant în timp, cauzal, caracterizat 
de ecuaţia cu diferenţe 

  ∑ ∑
= =

−+−−=
3

1

3

0
][][][

k k
kk knxbknyany                   (4.126) 

 Implementarea sistemului în formă directă II este indicată în 
figura 4.28a. Ca variabile de stare, se vor utiliza ieşirile celulelor de 
memorie ale sistemului. Ieşirea elementului de întârziere reprezintă 
valoarea prezentă memorată în celulă, iar intrarea reprezintă valoarea 
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următoare ce urmează a fi memorată. În consecinţă, cu ajutorul figurii 
4.28a, se poate scrie 

][][][][]1[
][]1[
][]1[

3122133

32

21

nxnananan
nn
nn

+−−−=+
=+
=+

υυυυ
υυ
υυ

      (4.127) 

Se observă că expresiile variabilelor de stare pentru sistemul de 
ordinul al treilea descris de ecuaţia (4.126), implică trei ecuaţii cu 
diferenţe de ordinul întâi date de (4.127). În general, un sistem de ordin N 
poate fi descris de N ecuaţii cu diferenţe de ordinul  întâi. 

 

 
Figura 4.28 Realizarea (a) în forma directă II şi (b) în spaţiul stărilor a sistemului descris 

de relaţia (4.126) 
 

 Ecuaţia de ieşire, ce exprimă pe ][ny  în funcţie de variabilele de 
stare şi de valoarea prezentă a intrării, ][nx , poate fi, de asemenea, 
obţinută din figura 4.28a.  

][][][]1[][ 31221330 nbnbnbnbny υυυυ ++++=           (4.128) 
 Înlocuind ]1[3 +nυ  din (4.127) în (4.128), ecuaţia de ieşire devine 

][][)(
][)(][)(][

03101

22021303

nxbnabb
nabbnabbny

+−+
+−+−=

υ
υυ

          (4.128’) 

 Pe baza relaţiilor (4.127) şi (4.128’) rezultă implementarea 
sistemului în spaţiul stărilor din figura 4.28b.  
 O descriere alternativă în spaţiul stărilor pentru sistemul 
caracterizat de relaţia (4.126) poate fi obţinută folosind structura în formă 
directă  II transpusă, desenată în figura 4.29a.  



  227

 Dacă se utilizează variabilele de stare indicate din această figură, 
se obţine 

  
][][][]1[
][][][]1[

][][]1[

1123

2212

331

nyanxbnn
nyanxbnn

nyanxbn

−+=+
−+=+

−=+

υυ
υυ

υ
                      (4.129) 

Ecuaţia de ieşire este 
  ][][][ 30 nnxbny υ+=                                (4.130) 

 

 
 

Figura 4.29 Realizarea (a) în forma directă II transpusă şi (b) în spaţiul stărilor a 
sistemului descris de relaţia (4.126) 

 
 Eliminând ][ny  dat de (4.130) din (4.129), rezultă următorul 
sistem de ecuaţii: 

][)(][][]1[
][)(][][]1[

][)(][]1[

1013123

2023212

303331

nxabbnann
nxabbnann

nxabbnan

−+−=+
−+−=+

−+−=+

υυυ
υυυ

υυ
           (4.131) 

 Pe baza relaţiilor (4.130) şi (4.131) rezultă implementarea în 
spaţiul starilor din figura 4.29b. 
 Dacă ordinul sistemului creşte, atunci şi descrierea în spaţiul 
stărilor devine mai complexă. Cu toate acestea, introducând notaţii 
matriceale, se pot exprima ecuaţiile de stare într-o formă mult mai 
compactă, care simplifică manipularea lor şi permite utilizarea algebrei 
matriceale pentru analiza în spaţiul stărilor. 
 Matriceal, relaţiile (4.127) şi (4.128’) se scriu sub forma 



  228

 ][
1
0
0

][
][
][

100
010

]1[
]1[
]1[

3

2

1

1233

2

1

nx
n
n
n

aaan
n
n
















+

































−−−
=

















+
+
+

υ
υ
υ

υ
υ
υ

        (4.132) 
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 Aceste ecuaţii sunt cunoscute sub denumirea de implementarea în 
spaţiul stărilor de tipul 1. 
 Similar, relaţiile (4.131) şi (4.130) pot fi exprimate în formă  
matriceală, astfel: 
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Această descriere se numeşte implementare în spaţiul stărilor de tipul 2. 
 Cele două seturi de ecuaţii (4.132), (4.133) şi (4.134), (4.135) 
descriu complet sistemul, împărţindu-l, aşa cum s-a precizat, în două părţi 
componente, una cu memorie şi una fără.  
 Generalizând exemplul anterior, se poate observa uşor faptul că 
sistemul descris de ecuaţia 

  ∑ ∑
= =

−+−−=
N

k

N

k
kk knxbknyany

1 0
][][][                 (4.136) 

poate fi descris în formă matriceală, de o realizare în spaţiul stărilor, 
liniară, invariantă în timp. 
 Pentru un sistem cu N variabile de stare ][],....,[],[ 21 nnn Nυυυ , se 
defineşte starea v[n] sub forma unui vector coloană N-dimensional 

v[n] = 
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 De asemenea, fie F o matrice NN × , q şi g vectori coloană N-
dimensionali, definiţi ca    

F = 
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unde { } { } { }kkij gqf ,,  sunt constante şi, fie d,  o constantă scalară.  
Cu aceste notaţii ecuaţia de stare şi cea de ieşire pot fi scrise, după cum 
urmează: 
             Ecuaţia de stare 

v[n+1] = Fv[n] + qx[n]                                (4.139) 
 Ecuaţia de ieşire  

  y[n] = gtv[n] + dx[n]                                 (4.140) 
 Orice sistem discret ale cărui intrare ][nx , ieşire ][ny  şi stare v[n], 
pentru toţi 0nn ≥ , sunt relaţionate cu ecuaţiile de mai sus, este  liniar şi 
invariant în timp. Dacă cel puţin una din mărimile F, q, g şi d depinde de 
timp, sistemul este variant în timp. 
 Implementarea de tipul 1 liniară şi invariantă în timp se obţine, 
alegând 
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iar implementarea de tipul 2 se obţine cu alegerea: 
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                  d = 0b                                             (4.142) 

 
 Relaţiile (4.139)-(4.140) descriu un model în spaţiul stărilor liniar 
şi invariant în timp, care poate fi reprezentat printr-o diagramă bloc 
matriceală ca în figura 4.30. În această figură liniile duble reprezintă 
mărimi vectoriale iar blocurile, coeficienţi ai mărimilor vectoriale sau 
matriceale. 

 
Figura 4.30. Descrierea generală în spaţiul stărilor a unui sistem liniar, invariant în timp 
 
 Există mai multe variante de selectare a variabilelor de stare şi de 
structuri în spaţiul stărilor care sunt echivalente pentru acelaşi sistem. 
Motivul pentru care se studiază o varietate de modele şi, prin urmare, de 
structuri, este de a le găsi pe acelea care sunt cel mai puţin senzitive la 
aritmetica lungimii finite a cuvintelor sau necesită o implementare mai 
puţin complexă, problemă tratată în Capitolul 5. 
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Exemplul 4.5. 
 Să se determine implementarea diagramei bloc a sistemului 
descris de următorul model în spaţiul stărilor: 
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 Soluţie. Scriind ecuaţia de mai sus explicit, rezultă 

  
][][][3][

][5,0][35,0][45,0]1[
][5,0][55,0][35,1]1[

21

212

211

nxnnny
nxnnn
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 Ecuaţiile conduc la diagrama bloc din figura 4.31.  
 

 
Figura 4.31. Implementarea sistemului din exemplul 4.5 

 
Exemplul 4.6. 
Să se determine forma directă II, forma directă II transpusă, 

realizările în spaţiul stărilor de tipul 1 şi 2 pentru sistemul descris de 
ecuaţia cu diferenţe 
  ]1[][]2[2]1[3][ −++−−−= nxnxnynyny  

Soluţie. Comparând această ecuaţie cu (4.136), se obţin următorii 
parametrii 

N = 2   1a = -3   22 =a    10 =b    11 =b    02 =b  
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 Modificând corespunzător figurile 4.28 şi 4.29 se obţin 
implementările în forma directă II şi forma directă II transpusă din figura 
4.32a şi b. 
 Pentru a obţine structurile interne, mai întâi se observă că din 
(4.141) rezultă pentru structura de tip 1 

  F = 







− 32

10
    q = 








1
0

      g = 






−
4
2

     d = 1 

 Apoi, din (4.139) şi (4.140) rezultă 
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 Aceste ecuaţii conduc la implementarea din figura 4.34c. 

 

 
Figura 4.32. Realizarea (a) în forma directă II, (b) în forma directă II transpusă, (c) în 

spaţiul stărilor de tipul 1, (d) în spaţiul stărilor de tipul 2, pentru sistemul din exemplul 
4.6. 

 
 Similar, pentru structura de tipul 2, rezultă 

  F = 






 −
31
20

      q = 






−
4
2

   g = 







1
0

    d = 1 

sau 
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][][][

][4][3][]1[
][2][2]1[
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212
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nxnny
nxnnn

nxnn
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++=+

−−=+

υ
υυυ

υυ
 

care conduc la implementarea din figura 2.32d. Se observă că toate 
implementările sunt diferite. 
 

4.4.3. Soluţia ecuaţiilor cu diferenţe în spaţiul stărilor 
 

 Există diverse metode pentru rezolvarea ecuaţiilor cu diferenţe  în 
spaţiul stărilor. În cele ce urmează se va obţine o soluţie recursivă care 
face uz de faptul că ecuaţiile în spaţiul stărilor reprezintă un sistem de 
ecuaţii cu diferenţe de ordinul întâi. 
 Pentru un model intern uni-dimensional ecuaţiile de stare sunt 

  ][][]1[ nqxnfn +=+ υυ                                (4.143) 
  ][][][ ndxngny += υ                                   (4.144) 

unde f, q, g şi d sunt coeficienţii scalari, ficşi ai sistemului. Problema este 
de a determina ieşirea y[n] pentru 0nn ≥ , cunoscându-se intrarea ][nx , 

0nn ≥  şi starea iniţială ][ 0nυ . Rezolvând ecuaţia (4.143) recursiv, 
rezultă: 
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Cu notaţia mnn += 0 , rezultă 0nnm −= , iar ecuaţia de mai sus devine 

 
]1[]2[

...]1[][][][ 0
2

0
1

0
000

−+−+
++++= −−−−−

nqxnfqx
nqxfnqxfnfn nnnnnn υυ

 

 Astfel, pentru orice n > 0n , se obţine 

  ∑
−

=

−−− +=
1

1
0

0

0 ][][][
n

nk

knnn kqxfnfn υυ                       (4.145) 
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 Ecuaţia de ieşire se obţine înlocuind (4.145) în (4.144). Aceasta 
conduce la 

 ∑
−

=

−−− ++=
1

1
0

0

0 ][][][][
n

nk

knnn ndxkqxgfngfny υ               (4.146)    

care reprezintă răspunsul total al sistemului. 
 Dacă se alege starea iniţială ,0][ 0 =nυ  din (4.146) se obţine 
răspunsul de stare zero al sistemului [63] 

∑
−

=

−− +=
1

1

0

][][][
n

nk

kn
zs ndxkqxgfny                            (4.147) 

 Dacă, însă, se impune 0][ =nx  în (4.146) pentru 0nn ≥ , se obţine 
răspunsul de intrare zero [63] 
 

  ][][ 0
0 ngfny nn

zi υ−=                              (4.148) 
 Răspunsul total dat de (4.146) este suma răspunsurilor date de 
(4.147) şi (4.148) 

  ][][][ nynyny zszi +=                              (4.149) 
 Aceste rezultate pot fi uşor generalizate pentru modelul N-
dimensional [48] 

v[n + 1] = Fv[n] + qx[n]                               (4.150) 
y[n] = gtv[n] + dx[n]                                     (4.151) 

 Într-adevăr, cunoscându-se v[n0], pentru n > 0n  se poate scrie 
  v[n0 + 1] = Fv[n0] + qx[n] 
  v[n0 + 2] = Fv[n0 + 1] + qx[n0 + 1] 
                    =F2v[n0] + Fqx[n0] + qx[n0 + 1] 
 Dacă se continuă ca în cazul unidimensional, se obţine pentru 
n>n0 

v[n] = F 0nn− v[n0] + ∑
−

=

1

0

n

nk
Fn-1-kqx[k]                        (4.152) 

 Matricea F0 este definită ca matricea unitate de 
dimensiune NN × . Matricea Fi-j este adesea notată Φ(i-j), adică 

Φ(i-j) = Fi-j                                       (4.153) 
pentru  orice ji ≥  întregi. Această matrice este numită matricea de 
tranziţie a sistemului. 
 Ieşirea sistemului se obţine substituind (4.152) în (4.151) şi ţinând 
cont de (4.153). Rezultatul acestei substituţii este 
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      y[n] = gtF 0nn− v[n0] + ∑
−

=

1

0

n

nk
gtFn-1-kqx[k] + dx[n] 

  = gtΦ[n-n0]v[n0] + ∑
−

=

1

0

n

nk
gtΦ[n-1-k]qx[k] + dx[n]                (4.154) 

 Cu acest rezultat general, se poate determina ieşirea pentru două 
cazuri particulare. Răspunsul de intrare zero al sistemului este 

yzi[n] = gtF 0nn− v[n0] = gtΦ[n-n0]v[n0]                         (4.155)    
 Răspunsul de stare zero al sistemului este 

yzs[n]=∑
−

=

1

0

n

nk
gtΦ[n-1-k]qx[k]+dx[n]                  (4.156) 

 
Exemplul 4.7. 

 Să se calculeze răspunsul de stare zero pentru sistemul descris de 

v[n + 1] = 







− 32
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v[n] + 




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y[n] = [-2     4] v[n] + x[n] 
dacă la intrare se aplică semnalul treaptă unitate. 

 Soluţie.  Semnalul de intrare este 
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 Deoarece se doreşte obţinerea răspunsului de stare zero, se va 
impune vectorul de stare iniţial egal cu zero 
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  [ ] 15]2[
4
1

42]2[ =+







−= xy  

 Continuând această procedură iterativă, se obţine  
 y[3] = 47, y[4] = 113 şi aşa mai departe.  

 
Exemplul 4.8. 

 Să se calculeze răspunsul sistemului FIR 
  ]2[]1[2][][ −+−+= nxnxnxny  
la un semnal oarecare .0],[ ≥nnx  
 Soluţie. Descrierea internă a sistemului este 
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unde ][1 nυ = x[n-2] şi ].1[][2 −= nxnυ  Din ecuaţia de stare rezultă 
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Se obţine 0=nF  pentru 2≥n . Prin urmare starea iniţială ]0[v  nu mai 
afectează starea sistemului după doi paşi. Acest lucru este evident 
deoarece sistemul FIR are o memorie finită egală cu 2. În consecinţă, 
influenţa stării iniţiale asupra stărilor viitoare şi asupra ieşirilor dispare 
după doi paşi. Pentru 00 =n , ecuaţia (4.154)  conduce la ieşirea 

][]1[]2[.....]0[]0[][ 1 ndxnxnxxny ttntnt +−+−+++= − qgFqgqFgvFg  
 Deoarece 0=nF  pentru ,2≥n  ieşirea devine 
  2][]1[]2[][ ≥+−+−= nndxnxnxny tt qgFqg  
Substituind valorile pentru g, F, q şi d, ecuaţia de mai sus se reduce la 
  2]2[]1[2][][ ≥−+−+= nnxnxnxny  
care este descrierea intrare-ieşire a sistemului FIR. 
 Ca o generalizare a rezultatelor din exemplul de mai sus, pentru un 
sistem FIR de ordinul N, 0=nF   pentru Nn ≥  şi, în consecinţă, starea 
iniţială a sistemului afectează doar primele N ieşiri. 
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Exemplul 4.9. 
  Să se calculeze răspunsul la treapta unitate a sistemului 
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  [ ] ][2][11][ nxnny += v  
 Soluţie.  Cele două componente din ecuaţia de stare sunt 

 ][][
2
1]1[ 11 nxnn +=+ υυ , ][][

3
1]1[ 22 nxnn +=+ υυ  

 Acesta este un sistem de două ecuaţii independente care pot fi uşor 
rezolvate recursiv, ca în cazul uni-dimensional. Într-adevăr, din (4.145) 
pentru n > 0, rezultă 
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 Ieşirea sistemului este  
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care se mai poate scrie sub forma  

02)31(
2
3)21(2]0[

3
1]0[
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1][ 21 >+−+−+


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

+






= −− nny nn

nn

υυ  

 Se observă că soluţia a putut fi obţinută în formă compactă, 
deoarece matricea F este diagonală. Dacă matricea F este diagonală, 
sistemul N – dimensional poate fi descris în spaţiul stărilor de N ecuaţii 
unidimensionale independente. Astfel, ecuaţiile de stare devin ecuaţii cu 
diferenţe de ordinul întâi, uşor de rezolvat. 
 

4.4.4. Relaţii de legătură între descrierea intrare-ieşire şi 
descrierea în spaţiul stărilor a SDLIT 
 

 Din prezentarea anterioară s-a văzut că nu există numai o singură 
posibilitate în ceea ce priveşte alegerea variabilelor de stare ale unui 



  238

sistem cauzal. Valori diferite ale vectorului de stare conduc la structuri 
diferite pentru implementarea aceloraşi sisteme. În general, relaţiile 
intrare ieşire nu descriu în mod unic structura internă a sistemului.  
 Pentru a demonstra această afirmaţie, se consideră un sistem SISO 
(o singură intrare şi o singură ieşire), N-dimensional, având reprezentarea 
în spaţiul stărilor 

][][]1[ nxnn qFvv +=+                   (4.157) 
  ][][][ ndxnny t += vg                                   (4.158) 

 Fie P orice matrice NN ×  a cărei inversă, P-1, există. Se defineşte 
un nou vector de stare ]n[v  

  ]n[]n[ Pvv =                                         (4.159) 
de unde 

      ][][ nn vPv 1−=                       (4.160) 
 Dacă relaţia (4.157) este multiplicată la dreapta cu P, se obţine 
             ][][]1[ nxnn PqPFvPv +=+  
 Utilizând (4.159) şi (4.160), ecuaţia de stare de mai sus devine 

  ]n[x)(]n[)(]1n[ˆ 1 PqvPFPv +=+ −                  (4.161) 
 Similar, cu ajutorul relaţiei (4.160), ecuaţia de ieşire (4.158) 
devine 

  ][][ˆ][ ndxnny += − v)P(g 1t                         (4.162) 
 Se definesc parametrii matriceali de sistem F , q , g , sub forma: 

  
1

1

−

−

=

=
=

Pgg
Pqq
PFPF

tt

                      (4.163) 

 Cu aceste definiţii, ecuaţiile de stare pot fi exprimate ca 
  ][][]1[ nxnn qvFv +=+              (4.164) 

][][][ ndxnny t += vg                        (4.165) 
Prin compararea relaţiilor (4.157) şi (4.158) cu (4.164) şi 

(4.165), se observă că printr-o simplă transformare liniară  a variabilelor 
de stare, se generează un nou set de ecuaţii de stare şi o ecuaţie de ieşire, 
în care intrarea x[n] şi ieşirea y[n] sunt neschimbate. Deoarece există un 
număr infinit de alegeri ale matricei de transformare P, există un număr 
infinit de ecuaţii de stare şi structuri pentru un sistem. Unele dintre aceste 
structuri sunt diferite, în timp ce altele sunt apropiate ca structură, diferind 
doar prin factorii de scalare. 
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Unei implementări în spaţiul stărilor a unui sistem i se 
asociază conceptul de implementare minimală. O implementare internă se 
spune că este minimală dacă dimensiunea spaţiului stărilor (a numărului 
variabilelor de stare) este cea mai mică din toate realizările posibile. 
Deoarece fiecare variabilă de stare reprezintă o cantitate ce trebuie stocată 
şi reactualizată la fiecare moment n, rezultă că o implementare minimală 
este aceea care necesită cel mai mic număr de celule de întârziere. Se 
reaminteşte faptul că implementarea în formă directă II necesită cel mai 
mic număr de celule de memorie şi, în consecinţă, o realizare în spaţiul 
stărilor a acesteia are ca rezultat o implementare minimală. Similar, un 
sistem FIR realizat ca o structură în formă directă conduce la o 
implementare minimală internă, dacă valorile registrelor de stocare sunt 
definite ca variabile de stare. Implementarea în forma directă I a unui 
sistem IIR nu conduce la o implementare minimală. 

În continuare se va determina răspunsul la impuls al sistemului 
descris în spaţiul stărilor. Prin definiţie, răspunsul la impuls h[n] al unui 
sistem este răspunsul de stare zero al sistemului la excitaţia 

][][ nnx δ= [63].  
Prin urmare, acesta poate fi obţinut din ecuaţia (4.154) dacă se 

impune 00 =n (momentul când se aplică intrarea), v[0] = 0 şi ][][ nnx δ= . 
Astfel, răspunsul la impuls al sistemului descris de (4.157) şi (4.158) este 
dat de relaţia 

]n[d]1n[u]1n[]n[d]1n[u]n[h t1nt δδ +−−=+−= − qΦgqFg     (4.166) 
Pentru o descriere internă dată este uşor de determinat 

răspunsul la impuls din relaţia (4.166). Invers, însă, nu este uşor, deoarece 
există un număr infinit de implementări interne pentru o aceeaşi descriere 
intrare-ieşire. 

 
Exemplul 4.10. 

 Secvenţa Fibonacci este dată de








↑

,...13,8,5,3,2,1,1
 

Să se determine al şaptesprezecelea termen fără a calcula termenii 
anteriori. 
 Soluţie. Secvenţa Fibonacci poate fi scrisă ca fiind răspunsul la 
impuls al  sistemului descris de ecuaţia cu diferenţe 
  ][]2[]1[][ nxnynyny +−+−=  
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 Într-adevăr impunând ,0]2[]1[ =−=− yy  şi ][][ nnx δ= , se obţine 
5]4[,3]3[,2]2[,1]1[,1]0[ ===== hhhhh  şi aşa mai departe. 

 Realizarea în spaţiul stărilor de tipul 1este descrisă de 

  
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 Din (4.166), rezultă 
  qFg 16]17[ th =  
 Calculând F2, F4, F8 şi F16 , se obţine 









=

1597987
98761016F  

de unde rezultă 2584]17[ =h . 
 

4.4.4.1. Sistemul transpus 
 
Transpusa matricei de sistem F este se notează cu Ft şi se obţine 

prin schimbarea coloanelor sale în linii. 
 Ţinând cont de relaţiile (4.157)-(4.158), se defineşte sistemul 
transpus, ca fiind caracterizat de relaţiile 

  ][][']1[' nxnn t gvFv +=+                   (4.167) 
       ][]['][' ndxnny t += vq                         (4.168) 

 Conform relaţiei (4.166), răspunsul la impuls al acestui sistem este 
dat de 

  ][]1[)(][' 1 ndnunh ntt δ+−= − gFq                      (4.169) 
 Din algebra matriceală se ştie că .)()( 11 tnnt −− = FF  Prin urmare 

  ][]1[)(][' 1 ndnunh tnt δ+−= − gFq                (4.169’) 
 Deoarece termenul gFq tnt )( 1−  este scalar, el este egal cu 
transpusul său, adică 
                 [ ] qFggq 11 )()( −− = nttttn

F
t  

ceea ce conduce la identitatea relaţiilor (4.166) şi (4.169’) şi, deci, 
].[][' nhnh =  Astfel un sistem SISO şi transpusul său au acelaşi răspuns la 

impuls şi, prin urmare, aceeaşi  relaţie de legătură intrare-ieşire. 
 Realizările în spaţiul stărilor de tipul 1 şi tipul 2, descrise de 
relaţiile (4.132)÷(4.135), sunt structuri transpuse care provin de la aceeaşi 
relaţie de legătură intrare-ieşire (4.126).  
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Exemplul 4.11. 

Să se deseneze diagrama bloc pentru sistemul transpus din 
Exemplul 4.5 cu realizarea din figura 4.31. 
 Soluţie. Inversând direcţia semnalului în toate ramurile şi 
înlocuind nodurile de branşare cu noduri de sumare, şi invers, în diagrama 
bloc din figura 4.31, se obţine diagrama bloc din figura 4.33a. 
 Sistemul transpus este caracterizat de ecuaţiile 
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care conduc direct la diagrama bloc reprezentată în figura 4.33b. 
 

 
Figura 4. 33. (a) Sistemul transpus al celui din figura 4.31, (b) Realizarea sistemului din 

exemplul 4.11. 
 

 S-a folosit structura transpusă deoarece furnizează o metodă 
simplă de generare a unei noi structuri. Totuşi, câteodată această nouă 
structură poate diferi numai printr-un factor de multiplicare sau poate fi 
identică cu cea originală. 
 

4.4.4.2. Sistemul diagonal 
 

  O soluţie compactă a ecuaţiilor în spaţiul stărilor se obţine, dacă 
matricea de sistem F este diagonală. Aceasta implică găsirea unei matrice 
P, astfel încât 1−= PFPF  să fie diagonală. Diagonalizarea matricei F 
poate fi realizată mai întâi determinând valorile proprii şi vectorii proprii 
ai matricei. 
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 Fie λ  o valoare proprie a lui F. Un vector nenul u este un vector 
propriu asociat matricei F, dacă 

uFu λ=                                (4.170) 
 Pentru a determina valorile proprii ale lui F, se observă că 

0)( =− uIF λ                                    (4.171) 
 Ecuaţia are o soluţie nenulă (netrivială) u, dacă matricea IF λ−  
este singulară ( )( IF λ−  neinversabilă), şi anume, dacă 

  0)det( =− IF λ                        (4.172) 
 Determinantul din relaţia (4.172), conduce la polinomul 
caracteristic al matricei F. Pentru o matrice F de ordin NN × , polinomul 
caracteristic este de grad N şi, prin urmare, are N rădăcini notate cu        

,iλ  i = 1, 2, ….N. Rădăcinile pot fi distincte sau nu. În orice caz, pentru 
fiecare rădăcină iλ , se poate determina un vector ui, numit vectorul 
propriu corespunzător valorilor proprii iλ , din ecuaţia 
                          iii uFu λ=  
Aceşti vectori proprii sunt ortogonali, adică  0=j

t
iuu , pentru .ji ≠  

 Dacă se formează o matrice U ale cărei coloane sunt vectorii 
proprii { }iu , 

                 
















↓↓↓

↑↑↑
= N21 uuuU , 

atunci matricea FUUF 1−=  este diagonală.  
 Se observă faptul că valorile proprii ale matricei F sunt identice cu 
rădăcinile polinomului caracteristic. De exemplu, sistemul care generează 
secvenţa Fibonacci  este caracterizat de ecuaţia cu diferenţe omogenă 

0]2[]1[][ =−−−− nynyny                         (4.173) 
Soluţia ecuaţiei omogene are forma 
                                 n

h ny λ=][  
Substituţia acestei soluţii în (4.173) conduce la polinomul caracteristic 
                        012 =−− λλ , 
care este exact acelaşi polinom caracteristic obţinut din determinantul 
matricei ).( IF λ−  
 Deoarece implementarea sistemului cu ajutorul variabilelor de 
stare nu este unică, nici matricea F nu este unică. Totuşi, valorile proprii 
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ale sistemului sunt unice, astfel că ele sunt invariante la orice 
transformare liniară, nesingulară, a matricei F. În consecinţă, polinomul 
caracteristic corespunzător matricei F, poate fi determinat fie evaluând 
determinantul matricei )( IF λ− , fie din ecuaţia cu diferenţe ce 
caracterizează sistemul. 
 În concluzie, descrierea internă realizează o caracterizare 
alternativă a sistemului, care este echivalentă cu o descriere intrare-ieşire. 
Un avantaj al descrierii sistemului în spaţiul stărilor este că oferă un plus 
de informaţii în legătură cu variabilele interne ale sistemului, informaţii 
care nu se obţin uşor din descrierea intrare-ieşire. Formularea variabilelor 
de stare pentru un sistem liniar invariant în timp permite reprezentarea 
sistemul printr-un sistem de ecuaţii cu diferenţe de ordinul întâi, 
independente. Aceată independenţă poate fi realizată prin intermediul 
unei transformări care poate fi obţinută prin găsirea valorilor proprii şi 
vectorilor proprii ai sistemului. 
 

Exemplul 4.12. 
Să se găsească o formulă explicită pentru secvenţa Fibonacci din 

Exemplul 4.10. 
 Soluţie. În Exemplul 4.10 s-a stabilit că secvenţa Fibonacci poate 
fi considerată ca fiind răspunsul la impuls al sistemului care satisface 
următoarele ecuaţii în spaţiul stărilor: 
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 Aici se doreşte a se determina un sistem echivalent 

  
]n[dx]n[ˆ]n[y

]n[xˆ]n[ˆˆ]1n[ˆ
t +=

+=+

vg
qvFv

 

astfel încât matricea F̂  să fie diagonală. Conform relaţiei (4.163), două 
sisteme sunt echivalente dacă 
  1ˆ −= PFPF       Pqq =ˆ          1ˆ −= Pgg tt  
 Fiind dată matricea F, problema este de a determina o matrice P 
astfel încât 1ˆ −= PFPF  să fie o matrice diagonală. 
 Întâi se calculează determinantul din (4.172), de unde rezultă 
valorile proprii. 
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Corespunzător acestor valori proprii, din (4.170) rezultă vectorii proprii
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 Se observă că 01 2121 =+= λλuu t  (vectorii proprii sunt 
ortogonali). Matricea U, ale cărei coloane sunt vectori proprii ai matricei 
F, este 
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 Matricea FUU 1−  este diagonală. Într-adevăr, se observă uşor că 
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şi deoarece matricea de transformare este 1−= UP  atunci 
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 Astfel, matricea diagonală F̂  are forma  
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F , unde 

elementele diagonale sunt valorile proprii ai polinomului caracteristic. 

Mai mult, 
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 Răspunsul la impuls al acestui sistem diagonal echivalent este 
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care este formula generală pentru secvenţa Fibonacci. 
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 O expresie alternativă poate fi găsită observând că secvenţa 
Fibonacci poate fi considerată ca fiind răspunsul de intrare zero al 
sistemului descris de ecuaţia cu diferenţe 

         ][]2[]1[][ nxnynyny +−+−=  
cu condiţiile iniţiale y[-1] = 1, y[-2] = -1. Din implementarea în spaţiul 
stărilor de tip 1 s-a observat că 1]2[]0[1 −=−= yυ  şi 1]1[y]0[2 =−=υ . 
Prin urmare 
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iar răspunsul de intrare zero este 
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care este o formă mai cunoscută a secvenţei Fibonacci, în care primul 
termen al secvenţei este zero. Prin urmare, secvenţa este {0, 1, 1, 2, 3, 5, 
8, ... }. 
 
 

 4.4.5. Analiza SDLIT în spaţiul  stărilor  în domeniul Z 
 

 Analiza în spaţiul stărilor din paragraful anterior a fost realizată în 
domeniul timp, dar aceasta poate fi realizată şi în domeniul Z. 
 Fie ecuaţia de stare 

  ][][]1[ nxnn qFvv +=+            (4.174) 
ce este echivalentă cu un sistem de N ecuaţii cu diferenţe de ordinul întâi 

]n[xq]n[f....]n[f]n[f]1n[
.........................................................................................

]n[xq]n[f.....]n[f]n[f]1n[
]n[xq]n[f.....]n[f]n[f]1n[

NNNN22N11NN

2NN22221212

1NN12121111

++++=+

++++=+
++++=+

υυυυ

υυυυ
υυυυ

     (4.175) 

 Presupunând că starea iniţială a sistemului este  zero, transformata 
Z a acestui sistem de ecuaţii este 
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  (4.176) 

unde )(zVi  este transformata Z a lui ],n[iυ  i =1, 2, …,N. 
 Se defineşte vectorul )(zV  ca 
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 Relaţia (4.176) poate fi exprimată matriceal, în forma 
)()()( zXzzz qFVV +=               (4.178) 

de unde rezultă 

     
)()()(

)()()(
1 zXzz

zXzz
qFIV

qVFI
−−=

=−
                   (4.179) 

 Transformata Z inversă a relaţiei (4.179), conduce la soluţia pentru 
ecuaţia de stare în domeniul timp. 
 Ecuaţia de ieşire este dată de relaţia 

  ][][][ ndxnny t += vg                      (4.180) 
sau, echivalent, în domeniul Z  

       )z(dX)z()z(Y t += Vg                            (4.181) 
 Utilizând soluţia dată de relaţia  (4.179), se poate elimina vectorul 
de stare V(z) din relaţia (4.181) şi se obţine 

  )z(X]d)z([)z(Y 1 +−= − qFIgt ,              (4.182) 
care este transformata Z a răspunsului de stare zero al sistemului. Funcţia 
de sistem se obţine din (4.182), sub forma  

  d)z(
)z(X
)z(Y)z(H 1 +−== − qFIgt     (4.183) 

 Se observă că ecuaţia de stare dată de (4.179), ecuaţia de ieşire 
dată de (4.182) şi funcţia de sistem dată de (4.183), au toate în comun 
factorul 1)( −− FIz , care este o mărime fundamentală ce este legată de 
transformata Z a matricei de tranziţie a sistemului. Această mărime se 
poate calcula astfel: 



  247

 
[ ]

dz

z]n[d]1n[uz]n[h)z(H

1n

n1n

0n

n

0n

1nn

+







=

+−==

∑

∑ ∑
∞

=

−−

∞

=

−
∞

=

−−

qFg

qFg

t

t δ
       (4.184) 

Termenul din paranteză poate fi scris ca 
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   (4.185) 

 Dacă se înlocuieşte rezultatul din relaţia (4.185) în (4.184), se 
obţine expresia lui H(z) ca în relaţia (4.183). Deoarece matricea de 
tranziţie este dată de nn FΦ =][  transformata Z a lui ][nΦ  este  

111

0n

221nn )z(z)z(...zzz −−−
∞

=

−−− −=−=+++=∑ FIFIFFIF   (4.186) 

 Relaţia (4.186) reprezintă o metodă simplă de determinare 
matricei de tranziţie cu ajutorul transformatei Z. Se reaminteşte că 
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)()( 1
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=− −

z
zadjz              (4.187) 

unde adj(M) este matricea adjunctă a lui M, iar det(M) determinantul 
matricei A. Înlocuind (4.187) în (4.183),  rezultă 

  d
)zdet(
)z(adj)z(H +

−
−

= q
FI
FIgt                             (4.188) 

 În consecinţă, numitorul A(z) al funcţiei de transfer 
)z(A
)z(B)z(H = , 

ce conţine polii funcţiei de sistem este 
 )zdet()z(A FI −= ,                 (4.189) 

dar det(zI-F) este chiar polinomul caracteristic al lui F şi rădăcinile sale, 
care sunt polii sistemului, sunt valorile proprii ale matricei F. 
 
 Exemplul 4.13. 
 Să se determine funcţia de sistem H(z), răspunsul la impuls h[n] şi 
matricea de tranziţie ][nΦ  a sistemului care generează secvenţa 
Fibonacci. Acest sistem este descris în spaţiul stărilor de ecuaţiile 
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 Soluţie. Pentru a determina H(z) şi h[n], se calculează 1)( −− FIz .  
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 Prin urmare 
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 Inversând H(z), se obţine h[n] sub forma 
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Se observă că polii lui H(z) sunt 2/)51(1 +=p  şi .2/)51(2 −=p  
Deoarece ,1p1 >  sistemul care generează secvenţa Fibonacci este 
instabil. 
 Matricea de tranziţie ][nΦ  are transformata Z 
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Prin inversarea expresiei de mai sus, rezultă 
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 Răspunsul la impuls h[n] poate fi, de asemenea, calculat din 
(4.166) utilizând matricea de tranziţie ].n[Φ  
 Metoda de analiză indicată în Exemplul 4.13 se aplică mai ales la 
calcularea răspunsului de stare zero al sistemului, deoarece s-a folosit 
transformata Z bilaterală.  Dacă se doreşte a se determina răspunsul total 
al sistemului, considerând starea iniţială nenulă, fie aceasta v[n0], trebuie 
folosită transformata Z unilaterală. Astfel, fiind dată o stare iniţială v[n0] 
şi o intrare x[n] pentru 0nn ≥ , se poate determina vectorul de stare v[n] 
pentru 0nn ≥  şi ieşirea y[n] pentru 0nn ≥ , prin intermediul transformatei 
Z unilaterale. 
 Fără a pierde din generalitate, se presupune 00 =n . Apoi, fiind 
dată intrarea x[n] pentru 0≥n  şi un sistem cauzal, descris de ecuaţia de 
stare din (4.174), transformata Z unilaterală a ecuaţiei de stare este 
          )()(]0[)( zXzzzz qFVvV +=− ++  
sau, echivalent, 

          )()(]0[)()( 11 zXzzzz qFIvFIV −−+ −+−=            (4.191) 
 Se observă că ),()( zXzX =+  deoarece x[n] s-a presupus cauzal. 
 Similar, transformata Z aplicată ecuaţiei de ieşire dată de relaţia 
(4.180) este 

  )()()( zdXzzY t += ++ Vg                   (4.192) 
 Înlocuind )(z+V din relaţia (4.191) în (4.192), se obţine 

 )(])([]0[)()( 11 zXdzzzzY tt +−+−= −−+ qFIgvFIg       (4.193) 
 Primul termen din membrul drept ai relaţiei (4.193), reprezintă 
răspunsul de intrare zero datorat condiţiilor iniţiale, iar cel de-al doilea,  
răspunsul de stare zero. Prin inversarea relaţiei (4.193) se obţine răspunsul 
total al sistemului în domeniul timp. 
 

Exemplul 4.14. 
 Să se determine răspunsul sistemului Fibonacci pentru 0≥n  
având starea iniţială 

  






−
=

1
1

]0[v  

 Soluţie. Răspunsul de stare zero al acestui sistem a fost determinat 
în Exemplul 4.13, astfel încât se va determina doar răspunsul de intrare 
zero, care va fi sumat cu răspunsul de stare zero. 
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 Transformata Z unilaterală a răspunsului de intrare zero este 
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 Transformata inversă a lui )(zYzi
+ este 
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