CAPITOLUL 4

STRUCTURI PENTRU IMPLEMENTAREA
SISTEMELOR DISCRETE

Acest capitol este dedicat implementarii sistemelor discrete,
liniare, invariante in timp. Existd diferite configuratii de structuri pentru
implementarea sistemelor discrete cu raspuns finit (FIR) si infinit la
impuls (IIR), dintre care se vor prezenta formele directe, structurile in
cascada, in paralel si cele lattice, ce prezinta robustete la implementarea
cu aritmeticd finitd. De asemenea, este descrisd 1n acest capitol
implementarea in domeniul frecventd a unui sistem FIR, care are
avantajul de a fi eficient din punct de vedere al calculelor, fatd de alte
implementari pentru sistemele FIR.

O parte semnificativd a acestui capitol se referd la descrierea
sistemelor discrete, liniare, invariante in timp, in spatiul starilor. Este
prezentatd, de asemenea, o analizd a sistemelor caracterizate cu ajutorul
variabilelor de stare.

4.1. Consideratii asupra implementarii sistemelor

discrete

Sistemele discrete, liniare, invariante n timp sunt caracterizate
de ecuatia cu diferente cu coeficienti constanti descrisa de relatia

n)==Y a,yn—kl+ > bxln—k] 4.1

O astfel de clasd de sisteme liniare invariante in timp sunt
caracterizate de functia de sistem
Zbkz_k

H(z)=—2 (4.2)
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Cu ajutorul ultimei caracterizari, se obtin zerourile si polii functiei de
transfer, care depind de alegerea parametrilor sistemului {ax} si {bx} si
care determinad raspunsul in frecventa al sistemului.

In acest capitol se vor prezenta diferite metode de implementare a
relatiilor (4.1) sau (4.2), care depind de forma in care aceste doud
caracteriziri sunt aranjate. In general, relatia (4.1) poate fi privitd ca o
procedura de calcul (un algoritm) pentru determinarea secventei de iesire
y[n] a sistemului, cunoscand secventa de intrare la momentele n, n-1, n-M
si conditiile initiale pentru sistem [63]. Relatia (4.1) poate fi aranjata intr-
un set echivalent de ecuatii cu diferente. Fiecare set de ecuatii defineste o
procedura de calcul sau un algoritm pentru implementarea sistemului.
Pentru fiecare set de ecuatii se poate construi o diagrama bloc constand
din interconexiuni de elemente de intarziere, elemente de multiplicare si
sumare. Avand in vedere cele prezentate, ar putea aparea Intrebarea de ce
nu sunt implementate direct cele doud relatii si ce beneficii decurg din
rearanjarea acestora in diverse moduri. In acest capitol se urmareste a se
raspunde la aceastd intrebare, tindnd cont cd factorii importanti care
determind alegerea unei structuri particulare sunt complexitatea
calculului, necesarul de memorie si efectele lungimii finite a cuvintelor
asupra performantelor sistemului.

Complexitatea calculului se referda la numarul de operatii
aritmetice (in general, multiplicari si sumadri) necesare pentru a calcula o
valoare de iesire y[n] a sistemului.

Memoria necesara se referd la numdrul de locatii de memorie
necesare pentru a stoca parametrii de sistem, intrdri anterioare, iesiri
anterioare si orice valori intermediare necesare.

Efectele lungimii finite a cuvintelor sau efectele de precizie
finitd se referd la efectele de cuantizare ce sunt prezente in orice
implementare digitald a sistemului, fie ea hardware sau software.
Parametri unui sistem trebuie reprezentati cu precizie finitd. Calculele
care sunt executate in procesul de obtinere a valorii unei iesiri din sistem
trebuie neapdrat rotunjite sau trunchiate adecvat in limita preciziei date de
calculator. Un alt considerent ce trebuie avut in vedere este tipul de
aritmetica folosit, virgula fixa sau mobild. Toate aceste probleme sunt
uzual denumite efectele lungimii finite a cuvintelor si sunt extrem de
importante, avand influentd in alegerea modului de implementare a unui
sistem. Se va observa ca diferite structuri de sistem, care sunt echivalente
pentru precizie infinitd, prezintd o comportare diferitd, cand marimile care
caracterizeaza sistemul sunt reprezentate cu precizie finitd. Prin urmare,
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este foarte important in practicd a selecta o implementare care nu este
foarte sensibila la efectele lungimii finite a cuvintelor.

Desi factorii majori prezentati mai sus influenteaza alegerea
modului de implementare a unui sistem, mai exista si alti factori, destul de
importanti, cum ar fi timpul necesar furnizirii marimii de interes. In acest
sens, posibilitatea de procesare 1n paralel sau “pipeline”, poate juca un rol
important 1n alegerea modului de implementare a sistemului.

In analiza de fata a structurilor de implementare a sistemelor
discrete, se vor avea in vedere cei trei factori importanti prezentati mai
sus. Ocazional, vor fi inclusi unii factori suplimentari care pot fi de o
importanti majora in unele implementiri. In particular, in acest capitol se
va urmari complexitatea calculelor si memoria necesara.

4.2. Implementarea sistemelor cu raspuns finit la
impuls

Pentru a péstra unitatea de notatii cu Capitolul 2, se considera ca,
in general, un sistem FIR este descris de ecuatia cu diferente

M-1
yn] =Y bxln—k] (4.3)
k=0
sau, echivalent, prin functia de sistem
M-1
H(z)=Y hklz™* (4.4)
k=0

Réspunsul la impuls al unui sistem FIR este identic cu coeficientii
by, prin urmare, se poate scrie

" (4.5)

b 0<n<M-1
0 in rest

In continuare se vor prezenta diferite metode de implementare a
unui sistem FIR, Incepand cu cea mai simpla structurd, numitd forma
directd. O a doua structura este forma in cascadd. A treia structura care va
fi prezentata este cea cu esantionare in frecventd. In final, se va prezenta
structura lattice.

4.2.1. Implementarea in forma directa

Aceasta implementare rezultd imediat din ecuatia cu diferente
nerecursiva data de relatia (4.3) sau, echivalent, prin suma de convolutie
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M-1

hk]x[n— k] (4.6)

k=0

Structura care implementeaza aceasta relatie este ilustratd in figura
4.1. Se observa cd aceastd structurd necesitd M-1 locatii de memorie
pentru cele M-1 intrari anterioare, si are o complexitate de M multiplicari
si M-1 sumari pentru fiecare iesire. Deoarece iesirea constd dintr-o
combinatie liniard a intrarii curente si a M-1 valori anterioare ale acesteia,
structura din figura 4.1. reprezintd o linie de intdrziere sau un sistem
transversal. Din aceastd cauza forma directd de implementare este adesea
numita filtru transversal sau filtru cu linie de intarziere.

ofr]

Y T
x x

Fig. 4.1. Forma directd de implementare a sistemului FIR

in Capitolul 2 s-a aritat ca raspunsul la impuls al unui sistem FIR
de faza liniard satisface conditia
h[n]=th[M —1-n] (4.7)
Pentru un astfel de sistem numarul de multiplicari este redus de la
M la M/2 pentru M par si la (M+1)/2 pentru M impar. In figura 4.2 este
ilustrata posibilitatea de implementare a unui sistem FIR cu faza liniara
pentru M impar.

w[n] 1 [ .
mitrare el T Lz

iesire

Figura 4.2. Forma directd de implementare a unui sistem FIR de faza liniard cu M impar

186



4.2.2. Implementarea in cascada

Implementarea in cascadda presupune scrierea functiei de sistem
data de relatia (4.4) sub forma unui produs de factori /,(z), k = 1,K .

K
H(z)=G]|H,(2) (4.8)
k=1
unde, in cazul implementarii cu module de ordinul doi,
H,(z)=1+b,z" +b,z7, k=12,...K (4.9)

K fiind partea Intreaga a lui (M=+1)/2. Factorul de castig G ar putea fi egal
distribuit intre cele K sectiuni ale filtrului, astfel cd G = G,G,...Gk.
Zerourile lui H (z) sunt grupate in perechi ce produc sistemele de ordin
doi de tip FIR caracterizate de relatia (4.9). Intotdeauna se doreste a grupa
perechi de radicini complex-conjugate astfel incat coeficientii
{bki },i =12, din relatia (4.9) sd fie reali. Radacinile reale pot fi
imperecheate in orice maniera. Implementarea in cascada cu sectiunea de
baza de ordin doi este indicata in figura 4.3.

]z xa[n] Hy(2) = | ogm velnl= ¥y [m]= H, (7 W [n]=y[n]
xp[m] %g[n] (]
xf1]
B

Vi[e] = it (]

>+ > (¥

Figura 4.3. a) Realizarea in cascada a unui sistem FIR, b) o sectiune de filtru FIR de
ordinul doi

In cazul filtrelor FIR de fazi liniard, simetria in A[n] implica
faptul ca zerourile lui H(z) prezinta, de asemenea, o formd de simetrie. in
particular, dacd z; si zx sunt o pereche de zerouri complex-conjugate
atunci 1/z; si ]/zk* sunt, de asemenea, o pereche de zerouri complex-
conjugate. Prin urmare, se obtin cateva simplificari formand sectiuni de
ordinul patru pentru un sistem FIR, dupa cum urmeaza:

H,(z)= (1 —z,z" Xl —z, 'z Xl -z"/z, Xl -z /Zk*)
=1+ Ck]Z_1 + CkzZ_2 + Ck12_3 + Z_4 (410)
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unde coeficientii {ckl}si {ckz} sunt functii de zerourile zi. Astfel,
combinand cele doud perechi de zerouri, pentru a forma o sectiune de
ordin patru, numarul de multiplicari se reduce de la patru la doud (cu un
factor de 50%). Figura 4.4 ilustreaza structura de baza a filtrului FIR cu
functia de sistem (4.10).

g [n]

z-l o z-1

Ckﬂ Ckl C
¥ ke Yk[n]

»— }\—D—’

Figura 4.4. Sectiune de ordinul 4 in realizarea in cascada a unui filtru FIR de faza liniara

4.2.3. Implementarea structurii cu esantionare in
frecventa

In implementarea cu esantionare in frecventd a unui filtru FIR,
parametrii ce caracterizeaza filtrul sunt valori ale raspunsului in frecventa
dorit, in loc de raspunsul la impuls 4[n]. Pentru a prezenta acest tip de
structura se reaminteste ca raspunsul in frecventa dorit poate fi specificat
pentru un anumit set de frecvente egal departate, si anume:

, =%(k+a),a:05au%

k=0,,..... ,—1, M impar

k=0,1,.... ,7—1, M par

Se alege o =4 cand raspunsul in frecventa in origine nu poate fi

specificat, din motivele prezentate n paragraful 2.5. Daca raspunsul in
frecventa se exprima sub forma

H(w)= hnle ™ |

atunci valorile lui H(w) la frecventele @, = (27 /M Yk + &) sunt
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H(k+a)=HG4 k+aj Zh e 2kl M 01, M —1 (4.11)

Cazul ¢ =0 corespunde transformatel Fourier discrete (DFT) in
M puncte a secventei {A[n]}.
Din relatia (4.11) rezulta

M-1
M=~ > Hlk+a)e” ™ p=0,1,..,M-1  (4.12)
k=0

Pentru a=0, {h[n]} reprezintd transformata Fourier discreta
inversa (IDFT) a lui {H(k)} Daca se inlocuieste expresia lui A[n] in
expresia functiei de sistem, se obtine

Zh = ZIL\; MiH(k + a)ejz”(“a)"/M}z_" (4.13)

n=0 k=0
Schlmband ordinea de sumare in (4.13), se obtine

ZH(k-i-a){ Z( jar(kra)/ M -1 )"} _

n=0

(4.14)
1-zMe? ¥ H(k+a)

27k /M _-1
M =1-€’ wlkra)/M

Astfel, functia de sistem, H(z), este caracterizatd de setul de
esantioane in frecventd {H(k+a)}. Acest filtru FIR poate fi privit ca o
cascadd de doua filtre, H(z) = Hi(2)H(z). Unul dintre ele este un filtru
pieptene, cu functia de sistem

1 - j2ra
Hl(z)zﬁ(l—z M gr2may (4.15)

Zerourile sale sunt pozitionate in puncte egal departate pe cercul
unitate

z, =M =01, .., M-1.
Al doilea filtru, cu functia de sistem

Y Hk+a)
Hz(Z): gl_ejZn(k-Hz)/MZ—l (4.16)
consta dintr-un banc paralel de filtre cu un singur pol
p, = e/l k=0,1,... .M-1

Se observa ca pozitionarea polilor este identicd cu pozitionarea
zerourilor si ambele apar la @, = 27(k +a)/ M, care sunt frecventele la
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care este specificat raspunsul in frecventa dorit. Acest tip de implementare
este ilustrat in figura 4.5.

g Jma= )

Figura 4.5. Implementarea cu esantionare in frecventa pentru filtre FIR

Cand caracteristica raspunsului in frecventa a filtrului FIR este de
banda ingusta, multi dintre factorii de castig {H(k + )} vor fi zero. Prin
urmare, filtrele rezonante corespunzatoare pot fi eliminate, retindndu-se
doar filtrele cu castig nenul. Rezultatul este un filtru care necesitd un
numdr mai mic de calcule (multiplicéri si adunari) fatd de implementarea
in forma directd, obtinandu-se astfel o implementare mult mai eficienta. in
cazul cand raspunsul la impuls este real, structura cu esantionare in
frecventd poate fi simplificatd si mai mult, tindind seama de simetria in

H(k+a), si anume, H(k)=H (M -k) pentru o = 0 si
H [k+%) =H *(M —k—%) pentru o = % Aceste relatii se deduc usor

din relatia (4.11). Ca rezultat al acestei simetrii, o pereche de filtre cu un
singur pol pot fi combinate pentru a forma un filtru cu doi poli cu
coeficienti reali. Astfel, pentru o = 0 functia de transfer H, (z) se reduce la

(M-1)/2 .
Hz(z):io_)l+ AR TBO=Z A impar (4.17)
-z o 1-2cosRrk/ M)z +z
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M par

(M /2)-1 -1

1,(2) = H(O_)] L HM {12) N A(k) + B(k)z —
-z 1+z ~ 1-2cosQ2rk/ M)z +z

4.17)

A(ky=H(k)+ HM —k)
B(k)=H(k)e ™™ + H(M —k)e’*™"" (4.18)
Expresii similare se pot obtine si pentru o = 5.

Exemplul 4.1.

Sa se deseneze diagrama bloc pentru implementarea formei
directe si cea cu esantionare in frecventd, pentru M = 32 si a = 0 , pentru
filtrul FIR de faza liniard, cu functia de transfer

1 k=0,1,2

P P R
32 2
0, k=45,..,15

Sa se compare complexitatea calculului pentru aceste doua structuri.

Solutie. Deoarece filtrul este de faza liniard, raspunsul sau la
impuls prezintd o forma de simetrie care va conduce, 1n cazul
implementdrii In forma directd, la reducerea numarului de multiplicari cu
un factor de 2, adicd de la 32 la 16. Numarul de sumatoare este 31.
Diagrama bloc a formei directe de implementare este ilustratd In figura
4.6.

Figura 4.6. Implementarea In forma directa a filtrului FIR de faza liniard pentru M=32

In implementarea filtrului prin structura cu esantionare in
frecventd s-au folosit relatiile (4.15) si (4.17), in care s-au eliminat toti
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termenii care au coeficientii cu castig zero {H (k)} Coeficientii cu castig
nenul sunt H(k) si perechile corespunzatoare H(M —k), pentru

k = 0,1, 2, 3. Diagrama bloc pentru acest tip de implementare este
indicatd in figura 4.7. Deoarece H(0) = 1, filtrul cu un singur pol nu
necesitd operatii de multiplicare. Cele trei filtre cu doi poli necesita trei
multiplicari fiecare, deci, in total, noud multiplicari. Numarul total de
sumari este 14. Prin urmare, implementarea cu esantionare in frecventa a
filtrului FIR, este, din punct de vedere al calculului, mult mai eficienta

decat forma directa de implementare.
Wan!

all)

in] 1/32 +

Zcus:ﬂﬁ B(1) )
(7] Y1 - VY
x'l
=
(T A2
D
z
y
Ty 2eosaB B ™
] : [ N 7
z'1
1
A
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> >
&
| -1
P T 5 -
N ZcosIn16 4 . ZDH—C
1 z

Figura 4.7. Implementarea cu esantionare in frecventa a filtrului FIR din exemplul 4.1.
4.2.4. Structura lattice

In acest paragraf se introduce o alta structurd de filtru FIR, numiti
lattice, des utilizatd In implementarea filtrelor adaptive.
Se considera o succesiune de filtre FIR cu functiile de transfer
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H, (z)=A,(z) m=0,1,2, .., M1 (4.19)

unde, prin definitie 4, (z) este un polinom
A,(2)=1+) a,lklz™* mx1, (4.20)
k=1

si 4,(z)=1. Raspunsul la impuls al filtrului de ordin m este /,[0]=1 si
h,[kl=ea,lk], k=1, 2, .....,m. Din considerente matematice se defineste
a,[0]=1. Daca x[n] este secventa de intrare in filtrul 4, (z) si y[n]

m

secventa de iesire, se poate scrie
ynl=x[n]+ ) a, [kx[n—k] 4.21)
k=1

Doua structuri de realizare a filtrelor FIR 1n forma directa sunt date
in figura 4.8.

e el e
1 o] jeml2] a3 Otwfin-1]1 ctufrn) ()
yn]
D Do D2

>

%[n] ~ ¥[n]

e

o T P I

SN B ) B N6 A

»H——®
Figura 4.8. Forma directa de realizare pentru (a) un filtru FIR, (b) un filtru FIR predictor

Structurile din figura 4.8 sunt in strnsa legaturd cu predictia
liniara [16], unde

XMnl==Y a,lklx{n—k] (4.22)

k=1
este valoarea prezisd a lui x[n] pe baza a m intrari anterioare, x[n-1],
x[n-2], ..., x[n-m], iar y[n]=x[n]—x[n], dat de (4.21), reprezinta eroarea
de predictie. Astfel, iesirea filtrului FIR data de relatia (4.21) poate fi

vdzutad ca eroarea Intre valoarea adeviratd a semnalului x[n] si valoarea
prezisa x[n].
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Se considerd un filtru de ordinul m = 1. lesirea unui astfel de filtru
este
y[n]=x[n]+a,[1]x[n —1] (4.23)
In figura 4.9 se prezinti un filtru lattice de ordinul intai sau un
filtru lattice cu o singurd treaptd. Dacd in aceastd structurd se excita
ambele intrari cu x[n] si se selecteaza iesirea de pe ramura de sus, se
obtine exact semnalul dat de relatia (4.23), dacd se alege K;=ay[l].
Parametrul K din structura lattice este denumit coeficient de reflexie.

o]
: D ,
X, £y[xi] = y{n]
#[n]
2lr] | .
g[n]
— X .
7 | I e Y NP >

Figura 4.9. Filtru lattice cu o treapta

Pentru aceasta structura se pot scrie relatiile:
Joln]=g,[n] = x[n]
Siln]= foln]+ K, go[n—1]=x[n]+ K x[n —1] (4.24)
gilnl=K, foln]+g,[n—=1]= K\x[n]+ x{n—1]
In continuare, se considera un filtru FIR pentru care m = 2. In acest
caz iesirea structurii in forma directa este

y[n]=x[n]+a,[1]x[n 1]+ a,[2]x[n - 2] (4.25)
Conectand in cascada doua trepte de structuri lattice ca in figura
4.10, este posibil a se obtine iesirea ca in relatia (4.25).

fo[n] o) £ o) B[] = Er[n]
&[] | K =
-
! » + » gzl » 1+ >
e [ - T ]

Figura 4.10. Filtru lattice cu doua trepte
Iesirea din prima treapta este data de relatia (4.24), iar iesirea din
treapta a doua este

fLln]= filn]+ Ky, [n—1]
g[n]=K, f[n]+ g [n—-1]
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Inlocuind fi[n] si gi[n] din relatia (4.24) in relatia (4.26) se obtine
foln]=x[n]+ K x[n—1]+ K, [K,x[n — 1]+ x{n - 2]]
=x[n]+K,(1+ K, )x[n—1]+ K, x[n-2]

Relatia (4.27) este identicd cu iesirea filtrului FIR in forma directa

datéd de (4.25), daca intre coeficienti exista relatiile
w21=K,  a,[l]=K,(1+K,) (4.28)

(4.27)

sau, echivalent

a,[l
K, =a,[2] K, = _lll
1+ a,[2]
Astfel, coeficientii de reflexie ai structurii lattice, K; si K3, pot fi
obtinuti din coeficientii {am [k]} ai formei directe de implementare.

(4.29)

Continuand procedeul de cascadare a structurilor lattice, se poate
demonstra prin inductie echivalenta dintre filtrul FIR de ordin m
implementat in forma directa si filtrul lattice de ordin m sau cu m trepte.

Filtrul lattice este descris, In general, de urmatorul sistem de
ecuatii recursive:

Soln]= g,[n]=x[n] (4.30)
fonl=f [n]+K, g, [n—1] m=12,...M -1 (4.31)
g, [n1=K, f, [nl+g,  [n—1] m=12,..,.M -1 (4.32)
lesirea filtrului cu (M-1) trepte corespunde iesirii filtrului FIR de
ordin (M-1). Prin urmare

yn]= fyaln].
f f 1| =
foln], fyfn] faln] By o] -1l r] ¥[n]
[ Tf‘@é’frlﬂtﬂ Treapta & Trespta de
— itz doua ordin - 1
Zq[n] 2y[n] Zo[n] Eu 4] Zy4[1]
La)
£ 0] >t >f [n]

it ——{z1 >

o, > 2,[n]

Figura 4.11. (a) Filtru lattice cu M-1 trepte, (b) Structura unei trepte
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Figura 4.11 ilustreazd un filtru lattice cu M-1 trepte intr-o
diagramd bloc, impreund cu structura unei trepte, caracterizatda de
relatiile (4.31) si (4.32).

Ca urmare a echivalentei intre un filtru FIR in forma directa si un
filtru lattice, iesirea f,[#] a unui filtru lattice de ordin m poate fi exprimata
sub forma

folnl= Y a, [k]xln - k] a,[0]=1 (4.33)
k=0
Deoarece relatia (4.33) este o suma de convolutie, transformata sa Z este
F,(2)=A4,(2)X(z), unde 4,(2) = Z{a,[n]}  (4.34)
sau, echivalent
F,(z) _F,(z)
X(z) Fy(z2)

Cealalta iesire a structurii lattice, g, [n], ar putea fi, de asemenea,

A (2)= (4.34°)

exprimata sub forma unei sume de convolutie ca in relatia (4.33), utilizdnd
un alt set de coeficienti, notati {,Bm [k]}. Din relatia (4.24) se observa cum
coeficientii filtrului care produce iesirea f[n] sunt {1, Kl}: {1, a, [1]} in
timp ce coeficientii filtrului cu iesirea g,[n], sunt {Kl,l}: {al [1],1}. Se
observa cd aceste doua seturi de coeficienti sunt n ordine inversd. Daca se
considerd filtrul cu doud trepte, cu iesirea data de relatia (4.27), atunci
g,[n] ar putea fi exprimat sub forma

g [nl=K, fi[n]+g[n—1]
= K, [x[n]+ K x[n—1]]+ K, x[n — 1]+ x{n — 2]
=K, x[n]+K,(1+K,)x[n—1]+x[n—-2]
=a,[2]x[n]+ o, [1]x[n —1]+ x[n — 2]
in consecinta, coeficientii filtrului sunt {a2[2], a,[l1], 1}, iar pentru
filtrul ce produce iesirea f,[n] sunt {1, a,[l1], a2[2]}. Aici, din nou, cele
doua seturi de coeficienti sunt in ordine inversa.
Din dezvoltarea de mai sus se observa cd iesirea g, [n] a filtrului

lattice de ordin m ar putea fi exprimata cu ajutorul sumei de convolutie
g.[n1= Y B, lkIxln—k] (4.35)
k=0

k
unde coeficientii filtrului, {ﬁm[k]}, sunt asociati cu ai filtrului care

produce iesirea f, [n]= y[n], dar care opereaza in ordine inversa.
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Se presupune in continuare ca valorile x[n], x[n-1], . . . x[n-m+1],
sunt utilizate pentru predictia liniara a esantionului de semnal x[n-m] [47].
Valoarea prezisa este

X[n—m]= —f B.Lk]x[n—k] (4.36)

unde coeficientii S, [k] ai filtrului predictor sunt chiar coeficientii
{a,,[k]} luati in ordine invers, prin urmare

plkl=a,[m—k] k=0,1,...,m (4.37)

Predictia efectuatd pe baza relatiei (4.36) se numeste predictie

inversd sau inapoi, adica datele circuld in sens invers prin predictorul cu
coeficientii {— B, [k]}. Fata de acesta, filtrul cu functia de transfer 4, (z),

data de S4.34’) efectueaza o predictie directa sau inainte.
In domeniul transformatei Z, relatia (4.35) devine
G, (z)=B,(2)X(z),unde B, (z)=Z{p,[n]} (4.38)
Rezulta atunci
B, (z)= Gul®) (4.39)
X(z)
B, (z) reprezintd functia de sistem a filtrului FIR cu coeficientii {ﬂm (k)},

care se poate scrie
B, (2)=) B,lklz" (4.40)
k=0
Inlocuind (4.37) in (4.40) se obtine
B,(2)= a,[m-k]z"
o ) (4.41)
= Zam [Nz =z Zam [Nz =z7"4,(z")
=0 =0
Din relatia (4.41) rezultd ca zerourile filtrului FIR cu functia de
transfer B, (z) sunt reciproce zerourilor lui 4, (z). Din acest motiv

B, (z) este numit polinom reciproc sau invers al lui 4, (z).

Aplicand transformata Z relatiilor recursive (4.30) + (4.32), se obtine
Fy(2) = Gy (2) = X(2) (4.42)

F (z)=F, ,(2)+K,z'G, ,(z) m=1,2,...,M-1 (4.43)
G,(2)=K,F, (2)+z'G, (z) m=1,2,... ,M-1 (4.44)
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Impartind fiecare ecuatie prin X (z), se obtin rezultatele dorite, sub forma

A,(z)=B,(z) =1 (4.45)
A, (2)=A4, ,(2)+K,z'B, (z) m=1,2,.. . M- (4.46)
B, (z2)=K, A, (z)+z'B, (z) m=1,2,..., M-1 (4.47)

Astfel, o treapta lattice, este descrisd in domeniul Z de o ecuatie
matriceald de forma

4, (2) 1 K, | 4,,(2)
= By (4.48)
Bm (Z) Km 1 z Bm—l (Z)
4.2.4.1. Conversia coeficientilor structurii lattice in coeficienti

ai filtrului in forma directa

Coeficientii filtrului FIR realizat in forma directd {a, [k]} pot fi

obtinuti din coeficientii {Ki} ai structurii lattice, folosind urmatoarele

relatii:
A,(z)=B,(z) =1 (4.49)
A (z2)=A4, (2)+K,z"'B, (z), m=1,2,...,M-1 (4.50)
B, (z)=z"4,z"), m=1,2,...,M-1 (4.51)

Solutia este obtinutd recursiv, Incepand cu rangul m = 1. Astfel se
obtine o succesiune de (M-1) filtre FIR, fiecare din ele pentru o valoare a
lui m. Procedura este ilustratd in exemplul urmator.

Exemplul 4.2.
Se da un filtru lattice cu trei trepte avand coeficientii  K; = Y,
Ky = %, K;=)4. Sa se determine coeficientii filtrului FIR in forma

directa.
Solutie. Problema se rezolva recursiv, utilizand relatia (4.50)
incepand cum = 1.

Astfel, 4,(z) = 4,(z) + K,z 'B,(2) =1+ K,z =1+ %zl.

Prin urmare, coeficientii filtrului FIR corespunzitori structurii
lattice cu o singura treaptd, sunt ,[0] =1,¢,[1]=K, =1/4.
-1

. . 1
Deoarece B, (z) este reciprocul lui 4, (z), rezulta B (z) = 2 +z
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Se adauga a doua treapta structurii lattice. Pentru m=2, din (4.50)
rezulta

4,(2) = Al(z)+Kzz_lBl(Z) =1+§Z_1 +%Z_2

Parametrii filtrului FIR corespunzatori structurii lattice cu doud
trepte sunt «,[0]=1L,[1]=3/8,a,[2]=1/2. Din (4.51) rezulta atunci

B,(2) =%+§Z_I +z7?

In final, prin adiugarea celei de-a treia trepte in structura lattice,
rezultd polinomul
A,(2)=A,(2)+K,z"'B,(2) = 1+EZ_1 —i—éz_2 -+—lz_3
’ 2 oo 24 8 3
si, ca urmare, filtrul FIR in forma directd este caracterizat de coeficientii
13 5 1
a,[0]1=1, a,[1]=—, a.[2] ==, a,[3] =—
5[0] 5[] 4 3[]8 3[]3
in general, structura lattice cu parametriiK, ,K,,....K

m?

corespunde unei clase de m filtre FIR in forma directd cu functiile de
sistem 4,(z), 4,(2),..., 4, (z). Este interesant de observat ca o caracterizare
a acestei clase de filtre FIR 1n forma directa necesita m(m+1)/2 coeficienti,
in timp ce o caracterizare lattice necesitd doar m coeficienti de reflexie
{K,}. Motivul pentru care structura lattice produce o reprezentare mult

m

mai compacta pentru clasa de filtre FIR de ordin m se datoreza faptului ca
adaugarea treptelor la structura lattice nu modificd parametrii treptelor
anterioare, in timp ce coeficientii functiei de sistem A4, (z) sunt total
diferiti de coeficientii unui filtru FIR de ordin inferior, cu functia de
sistem A4, ,(z).

O formula pentru determinarea recursiva a coeficientilor {, [k]}
ai filtrului poate fi obtinuta din polinoamele date in relatiile (4.49)+(4.51).

Din relatia (4.50) se obtine

4,(2)=4,,(2)+K,z"'B, () =

m—1

y Y S 4.52
Zam (k™ =) a,. [klz" +K, 2 a, [m-1-klz"*" (4.52)
k=0 k=0 k=0

Prin egalarea coeficientilor de puteri egale a lui z~' si reamintind
cd «,[0]=1 pentru m = 1,2,...,M-1, se obtin ecuatiile recursive dorite

pentru coeficientii filtrului FIR sub forma
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a, [0]=1 (4.53)
1=K (4.54)
LK1+ K, [Im—k]l=«a, [k]+a,[mla, [m—k]

am[k]zaml m~m-1 (455)
1<k<m-1lm=12,.M—1. )

4.2.4.2. Conversia coeficientilor filtrului FIR din forma directa
in coeficienti ai structurii lattice

Daca se cunosc coeficientii filtrului FIR pentru implementarea in
forma directd sau, echivalent, polinomul 4, (z) si se doreste determinarea
coeficientilor corespunzitori structurii lattice, de ordin m, atunci
K, =a,[m]. Pentru a obtine coeficientul K, , sunt necesare polinoamele

A, ,(z) deoarece, In general, K, este obtinut din polinomul 4, (z)

pentru m=M-1, M-2,.,1. Prin urmare, trebuie calculate succesiv
polinoamele 4, (z),incepand de lam = M-1 pandlam=1.
Relatia recursiva doritd pentru polinoame se determind usor din
(4.46) 51 (4.47).
A,(z)=4, ,(2)+ sz’le_l (2)
=4,.(2)+K,[B,(2)-K,4,.,(2)]
de unde rezulta

4 ()= A4,(z2)-K,B,(2)

1-K

Astfel se calculeazd toate polinoamele de grad inferior A4, (z)

m=M-1,M-2,..  (4.56)

incepand cu 4,, ,(z) si se obtin coeficientii doriti ai structurii lattice din
relatia K, =«, [m]. Se observa cd procedura prezentatd este operationald
atat timp cit |Km| #1l pentrum=1,2,..M-1.

Din ecuatia recursiva (4.56), se poate obtine o formuld pentru
calculul recursiv al coeficientilor K, , incepand cu m = M-1 pana la m=1.
Pentru m = M-1, M-2,...,1 se obtine

K, =a,[m] o, [0]=1 (4.57)
o e Gl KB IR ey ayma,n =kl |
I-K, maplm

de asemenea, recursiva.
200



Ecuatia recursiva (4.58) nu poate fi folosita, daca |Km| =1. Daca
aceasta se Intampla, inseamnd ca polinomul A4,  (z) are o raddcind pe
cercul unitate. Aceasta poate fi factorizatd in polinomul 4, ,(z) si
procesul iterativ dat de relatia (4.58) se reia pentru sistemul de ordin redus.

Exemplul 4.3.
Sa se determine coeficientii structurii lattice corespunzdtoare
filtrului FIR cu functia de sistem

H(z)=4,(2) =1+%z“1 —i—%z“2 -i—%z_3

A . s 1 .
Solutie. Mai intai se observa cd K, = a;[3] =—. Mai departe,

1 5

B,(z) =§+§Z4 4—%22 +z7

Relatia de decrementare din (4.56), cu m =3, conduce la
A,(z)-K,B

A,(z) = (2) 32 3(2):1+§Z—1+lz—2
1-K, 8 2
Prin urmare, K, =a,[2]=1/2 si B,(z)=1/2+(3/8)z"' +z'. Repetand
decrementarea recursiva, se obtine
4,(2) _K22Bz(z) -1 +lz_1

1-K,

A4,(z) =

1
Astfel, K, =[1]= v

4. 3. Implementarea sistemelor cu raspuns infinit la
impuls

In aceasta sectiune se considera diferite structuri de sisteme de tip
IIR descrise prin ecuatia cu diferente (4.1) sau, echivalent, prin functia de
sistem (4.2). Ca si in cazul sistemelor FIR, exista mai multe tipuri de
structuri de implementare, incluzand structura in forma directa, structura
in cascada, in paralel, structura lattice numai cu poli si structura lattice cu
poli si zerouri.

201



4.3.1. Implementarea in forma directa

Functia de sistem datd in relatia (4.2) ce caracterizeaza un sistem
IIR, poate fi vazuta ca o cascada de doua sisteme, astfel incat
H(z)=H,(2)H,(2) (4.59)
unde H, (z) contine toate zerourile lui H(z)iar H,(z)contine toti polii
lui H(z), adica

H (2)= fbkz’k (4.60)
si (4.61)

¥[n]

sistern marnal siztermn mumal
CU ZEFoun cu pol

Figura 4.12. Implementarea sistemului IIR in forma directa I

H,(z) este un sistem FIR, iar implementarea sa in forma directd a
fost prezentatd in figura 4.1. Conectand sistemul numai cu poli H,(z) in
cascada cu H,(z), se obtine implementarea in forma directa I, ilustrata in

figura 4.12. Aceasta implementare necesita M-+N+1 multiplicatoare, M+N
sumatoare, si M+N locatii de memorie.

202



Daca filtrul numai cu poli, H,(z), este plasat inaintea filtrului
numai cu zerouri, H,(z), se obtine o structurda mai compactd. Se
reaminteste cd ecuatia cu diferente pentru un filtru numai cu poli este

N
win] ==Y awln—k]+x{n] (4.62)
k=1
Daca w[n] este intrarea sistemului numai cu zerouri, atunci iesirea sa este
M
y[nl= bwln—k] (4.63)
k=0

Se observd cd ambele relatii (4.62) si (4.63) implicad versiuni
intarziate ale secventei {w{n]}. Prin urmare, este necesari doar o singurd
linie de Intarziere sau un singur set de locatii de memorie pentru a stoca
valori trecute ale lui {w[n]}. Structura rezultata care implementeaza (4.62)

si (4.63) este numita implementarea in forma directa Il si este ilustrata in
figura 4.13.

n) win] by o 9]

1 l ol

z-1
pE—— 2
: ’ |

|
el REVEs

by

Figura 4.13. Implementarea sistemului IIR in forma directa II

Aceastd structura necesitda M+N+1 multiplicatoare, M+N sumatoare, §i
maximul dintre {M,N} de locatii de memorie. Implementarea care
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minimizeaza numarul de locatii de memorie se numeste canonicd. Forma
directa II este canonica.

Structurile din figurile 4.12 si 4.13 sunt amandoud numite
implementari in “forma directd” deoarece ele se obtin direct din functia de
sistem H(z) fara nici o rearanjare a acesteia. Din nefericire, ambele

implementari sunt, in general, extrem de senzitive la cuantizarea
parametrilor §i nu sunt recomandate in aplicatii practice, problema
detaliata in Capitolul 5.

4.3.2. Grafuri de semnal si structuri transpuse

Un graf de semnal ofera o alternativa echivalenta de reprezentare a
structurilor de diagrama bloc si este utilizat pentru a ilustra diferite
implementdri ale sistemelor. Elementele de bazd ale unui graf sunt
nodurile si ramurile. Un graf de semnal are la baza un set de ramuri
orientate ce se conecteaza la noduri. Prin definitie, semnalul care iese
dintr-o ramurd este egal cu semnalul care intrd in ramura nmultit cu
castigul ramurii. Suma algebrica a semnalelor din toate ramurile conectate
la un nod al unui graf de semnal este egala cu zero.

Pentru fixarea ideilor, se va considera un sistem cu doud zerouri si
cu doi poli ca in diagrama bloc din figura 4.14a, structura echivalenta cu
cea din figura 4.14.b. Diagrama bloc a sistemului poate fi convertita intr-
un graf de semnal ca in figura 4.14c. Se observa ca graful de semnal
contine cinci noduri etichetate de la 1 la 5. Nodurile care contin sumatoare
se numesc de sumare, 1ar cele in care se conecteaza doud sau mai multe
ramuri $i nu contin sumatoare, se numesc de bransare. Ambele tipuri de
noduri se reprezinta la fel in graf. Doua dintre noduri, (1,3), sunt noduri de
sumare, in timp ce celelalte noduri reprezintd puncte de brangare din graf.
Transmitantele ramurilor sunt indicate pe ramurile grafului. Se observa ca
o intarziere este indicatd prin transmitanta z'. Cand transmitanta ramurii
este unitara, ea ramane neetichetatd. Nodul corespunzator intrarii in sistem
se numeste nod sursd iar nodul corespunzator semnalului de iesire, nod
receptor. Se mai observa ca graful de semnal contine aceleasi informatii
de bazd ca si implementarea diagramei bloc a unui sistem. Singura
diferentd aparentd este cd atdt sumatoarele cit si punctele de bransare a
ramurilor sunt reprezentate prin noduri in graf.
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vln]
nod de
legire

(c)

Figura 4.14. (a), (b) Filtru de ordinul 2 si (c) graful de semnal corespunzator

Un rezultat de baza din teoria grafurilor se refera la transformarea
unui graf de semnal in altul fard a modifica relatiile functionale intrare-
iesire. O tehnica utilizatd in obtinerea structurilor echivalente pentru
Aceastd teoremd enuntd faptul ca daca se inverseaza directiile tuturor
transmitantelor ramurilor, nodurile de sumare se schimba in noduri de
bransare, si invers, §i se inverseaza intrarea cu iesirea in graful de semnal,
functia de sistem rdmane neschimbatd. Structura rezultata este denumita
Structurd sau formad transpusd.

De exemplu, transpunerea grafului de semnal din figura 4.14c, este
ilustrata in figura 4.15a. Implementarea diagramei bloc corespunzatoare a
formei transpuse este ilustrata in figura 4.15b.

b
1 2 b 3 ey 0, .
y1a] T O i w4
-1
._;al__;_ b1
-1
(a:' -aq ,-% _]f.g (b:'
ol

Figura 4.15. (a) Graful de semnal al structurii transpuse si (b) implementarea sa

In continuare se va aplica teorema de transpunere formei directe 11,
inversandu-se toate directiile ramurilor din figura 4.13, schimband
nodurile de bransare cu sumatoare si sumatoarele cu noduri de bransare, si
in final, interschimband intrarea si iesirea. Aceste operatii duc la structura
formei directe I transpuse, ca in figura 4.16a. Aceasta figurd poate fi
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redesenata ca in figura 4.16b in care se indica intrarea la stanga si iesirea
la dreapta.

-~ bo o
vn] =[n]

z-1
-d) b]
| |
| | :
I I '
~alyy by
i !
I
~ay. wy (0] !
SHp.]
z-1 ol
& & w [I]]
H
Ay, {a) LAy | (b

-

Figura 4.16 a, b, Structura in forma directa II transpusa

Aceastd forma transpusa a structurii in forma directa II poate fi
descrisa de urmatorul sistem de ecuatii cu diferente, pentru N>M:
y[n]=w,[n—1]+b,x[n] (4.64)
wnl=w,[n-1]—-a,y[n]+b,x[n] k=12,...M (4.65)
wn]=w[n-1]-ay[n],k=M+1,..,N -1

wyln]=—ayyln]
Sistemul de ecuatii cu diferente (4.64) + (4.66) este echivalent cu o
singura ecuatie cu diferente:

y[n]= —i a,yln—k]+ ibkx[n —k] (4.67)

Se observa ca transpusa structurii in forma directad II necesitd un
numar de multiplicatoare, sumatoare si locatii de memorie egal cu cel al
structurii in forma directd originald. Performantele structurilor directe si
transpuse pot fi diferite in implementarea cu precizie finitd, acestea
depinzand de valorile particulare ale parametrilor, dupa cum se va aréta in
Capitolul 5.

(4.66)
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Un sistem FIR se obtine din relatia (4.67) impunand
a, =0,k=12,..,N. Acesta poate fi implementat in forma directd

transpusa prezentata in figura 4.17, ce se obtine din figura 4.16b impunand
a, =0,k =12,..,N. Implementare in forma transpusd poate fi descrisa

prin sistemul de ecuatii cu diferente

wy,[n]=b,,x[n] (4.68)
win]=w ,[n-1+bx[n] k=M-1LM-2,..1 (4.69)
y[n]=w,[n—-1]+byx[n] (4.70)
Xr[n] ¥ L i k J k 4
by by b2 b1 by
1,5 el S ralV
WM[H] - ~ W [n] k‘}WlTﬂ] ~

Figura 4.17. Structura transpusa pentru un filtru FIR

In tabelul 4.1 sunt prezentate citeva structuri in formd directa si
ecuatiile cu diferente corespunzitoare pentru un sistem IIR cu doi poli si
doud zerouri avand functia de sistem
b, +bz " +b,z”
2

H(z) =

— - (4.71)
l+az" +a,z

Acesta este blocul de baza in implementarea sistemelor IIR de
ordin inalt. Din cele trei structuri in forma directd prezentate in Tabelul
4.1, structura In forma directa II este cea mai utilizata datoritd numarului
mic de locatii de memorie necesar pentru implementare.

Tabelul 4.1
Structuri Ecuatii de implementare
=b +b -1
%[n] 1tiu T S y [11‘]' y[n]=byx[n]+bx[n—1]
— v Y ¥ +b,x[n—2]-a,y[n—1]
g = z! —a,y[n-2]
hs bk P!
g k4 \LE/ \_E) o
LT? ! Z1
b2 -dz

207



ST . T - _
Wl K T b e el
i i g —a,wn—2]+x[n]
5 -3y _ yn]=bywn]+bwin—1]
) T Wil
% U 0 F | vhrin-2
1
z
g 2 L wng
a b
2
5] by TS y[n]
§ x[11] X yIn]=b,x[n]+w,[n—1]
=}
E =] [ = b~ a, ]
i by (_H\W1[n] -4 +W2[n—1
k3] - LT -
g i w,[n]=b,x[n]—a,y[n]
PG
b
Lg E)g ’()\':'2[“] —‘ag

4.3.3. Implementarea in cascada a sistemelor IIR

Se considera un sistem IIR cu functia de sistem datd de relatia
(4.2). De asemenea, se considerd cd N = M . Sistemul poate fi divizat
intr-o cascadd de subsisteme de ordin doi, astfel incat H(z) poate fi

exprimat ca
K
H(z)=bJ[H,(2) (4.72)
k=1

unde K este partea intreaga a lui (N+1)/2. H, (z) are forma generald

-1 -2
1+b,z7 +b,,z
2

H,(2)=

~ - (4.73)
I+a,z +a,z
iar by este factorul de castig.

Ca si 1n cazul sistemelor FIR implementate in cascada, factorul de
castig poate fi egal distribuit celor K sectiuni ale filtrului astfel ca se poate
scrie

by = byybyybyyse.s by
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Coeficientii {a,} si {b,} din subsistemele de ordinul al doilea

sunt reali. Aceasta implica faptul cad in formarea subsistemelor de ordinul
al doilea din (4.73), trebuie grupate perechile de poli si zerouri complex
conjugate. Cu toate acestea, Imperecherea a doi poli complex conjugati
sau reali cu o pereche de zerouri complex-conjugate sau reale, pentru a
forma un subsistem poate fi facutd arbitrar. Prin urmare, factorul patratic
de la numaratorul sau numitorul relatiei (4.73), ar putea contine o pereche
de radacini reale sau o pereche de radiacini complex-conjugate. Daca
N > M , unele subsisteme de ordinul al doilea ar putea avea unii
coeficienti de la numardtor nuli. Dacd N este impar, unul dintre
subsisteme, sd zicem H,(z), trebuie sa aiba a,, =0, astfel ca

subsistemul este de ordinul intai. Pentru a pastra o anumita modularitate
in implementarea lui H(z), este preferabil de utilizat subsistemele de

ordinul al doilea in structurile cascada si de a avea coeficienti nuli in
unele dintre subsisteme.

Fiecare din subsistemele de ordinul al doilea cu functia de sistem
(4.73), poate fi implementat fie in forma directa I, fie in forma directa II
sau 1n forma directd II transpusid. Deoarece exista mai multe moduri de
imperechere a polilor si zerourilor lui H(z) intr-o cascada de sectiuni de
ordinul al doilea, si mai multe moduri de ordonare a subsistemelor
rezultate, este posibil a se obtine o varietate de implementéri in cascada.
Desi toate implementarile in cascada sunt echivalente pentru precizie
infinita, diferitele tipuri de implementari pot diferi semnificativ cand sunt
implementate cu aritmetica de precizie finita.

Forma generald a unei structuri in cascada este ilustratd in figura
4.18. Folosind structura in forma directd I pentru fiecare subsistem,
algoritmul de calcul pentru implementarea sistemului IIR cu functia de
sistem H(z), este descris de urmatorul sistem de ecuatii

Yoln]=x[n] (4.74)
w,[n]=-a,w,[n—-1]-a,w,[n-2]+y,,[n] k=12,..,K (4.75)
vilnl=w,[n]+b, W, [n=-1]+D,,w,[n-2] k=12,..K (4.76)

y[nl=byyi[n] (4.77)

Acest sistem de ecuatii da o descriere completa a unei structuri in
cascadd implementata cu module in forma directa I1.
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z[n] =x[n] H(2) Zp[n]= (@) __fl{[ﬂj: Hi(z) ‘t:-E 7 [n]
¥y [nl ¥, [n] ¥, [n] ¥, 0] ¥ [n]
xk[njl:?k_l[n]k . w [n] 1 }"kEn]
»> | L ANV >
A Fl 9
z-l
%1y Du
(AR >
A r'S
7l
ey be

Figura 4.18. Structura 1n cascada cu sectiuni de ordinul II si realizarea in forma directa II
a fiecarei sectiuni

4.3.4. Implementarea in paralel

Implementarea in paralel a unui sistem IIR poate fi obtinuta
efectuand o dezvoltare n fractii simple a lui H(z). Din nou se presupune
cd N 2=Msi ca polii sunt distincti. Prin aceastad dezvoltare in fractii
simple, se obtine

H(z)=C+ Z (4.78)
—DiZ
unde {p, } sunt polii, {4, } sunt coeficientii (reziduurile) in dezvoltarea in

fractii simple, constanta C este C =b,, /a, dacd N=M si nula daca N>M.

Implementarea relatiei (4.78) se realizeaza cu un banc paralel de
filtre cu un singur pol. Unii dintre polii lui H(z) pot avea valori

complexe. In acest caz, coeficientii 4, corespunzatori au, de asemenea,

valori complexe. Pentru a evita operatiile cu numere complexe, se pot

combina perechi de poli complex conjugati pentru a forma subsisteme de

ordinul al doilea cu coeficienti reali. Fiecare din aceste subsisteme are

functia de sistem

b,+b,z"
_ k0O k1

H,(z)=

4.79
l+a,z" +a,z" “.79)
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unde coeficientii {b, }si {a,} sunt reali. Functia generaldi H(z) poate fi
scrisa sub forma

H(z)=C+ fHk (2) (4.80)

unde K este partea intreagd a lui (N+1)/2. Cand N este impar unul dintre
sistemele H, (z)este cu un singur pol (b,, =a,, =0). Relatia (4.80)
conduce la structura din figura 4.19a.

N #[n] wll b, o Wl

-

»

]
>

F.
Hi@z) Y

L
b

i

4

Hx(z)

P
%[1n] 'Y y
’ ! 9-1
: l yin] -2 d
2
| CN HK(Z) }L :

(&) (b
Figura 4. 19. (a) Structura in paralel pentru un sistem IR, (b) Sectiune de ordinul al
doilea pentru realizarea in paralel a sistemelor IIR

Sectiunile de ordinul doi individuale, care sunt blocurile
constructive de bazd pentru H(z), pot fi implementate in oricare din

formele directe sau transpuse. Structura in forma directa II este ilustrata n
figura 4.19b. Cu aceasta structurd ca bloc constructiv de baza,
implementarea in paralel a sistemului IIR este descrisd de urmatorul
sistem de ecuatii:

wi[n]=—-a,w,[n-1]—a,w,[n-2]+x[n] k=12,.,K (4.81)
vinl=b,yw [n]+b, ,w,[n-1],k=12,..,K (4.82)
K
ylnl=Cxln]+ Y y,[n] (4.83)
k=1
Exemplul 4.4.

Sa se determine implementdrile In cascadad si in paralel pentru
sistemul descris de functia de sistem

10(1 —;Z-l )(1 —iz_l j(1 +2:7)
H(z)=

R G s oy
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Solutie. Implementarea in cascadd se obtine usor din aceastd
forma a functiei de sistem. O posibild imperechere de poli si zerouri este
urmatoarea

l—gz_1 l+2z" =272
HI(Z)_ 7 3 3 5H2(Z)_
l-—z'4 =27 -z +—2z7
8 32

$i, prin urmare,
H(z) =10H,(2)H,(2)
Implementarea in cascada este ilustratd in Fig. 9.20a.

®[n] o 10
LS [N L [N o
3 F Y F 3 F Y y[n]
zl !
- 7/8 =243 a 1 3/2 an
A v s v A
z! (@ !
3732 -1/2 -1
oD -14;5 oD
A l, Fy
El
78 -12.9 ylnl
=[] Eaam >
—» ry w
Z—1
-3/32 []:ﬂ
245
Ny T
A ‘ A
[z ]
1
Fhe—st >
' 2682
Z—1
-142

Figura 4.20. Realizérile (a) in cascada si (b) in paralel pentru exemplul 4.4.
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Pentru a obtine implementarea 1n paralel, H(z) trebuie dezvoltat
in fractii partiale. Astfel,

A A
H(Z) — Al + A2 3 3

3 L L1 ). (1 1
1-=z" 1--z" - Y B ey
4 8 2 2 2 2

unde Aj, Ay, Az, si A5 rezultd A, = 293, A, =-17,68, A3 =12725 -

714,57, As =1225 +j14,57. Recombinénd perechile de poli, se obtine

-14,75-12,90z"" N 24,50 +26,82z""

1- 7 2z 2"
8 32

Implementarea in paralel este ilustrata in figura 4.20b.

H(z)=

2 2

l-z'4+=2
2

4.3.5. Structuri lattice numai cu poli pentru
implementarea sistemelor IIR

In paragraful 4.2.4 s-a dezvoltat o structurd de filtru lattice,
echivalentd cu un filtru FIR, iar in aceasta sectiune se extinde dezvoltarea
la sistemele IIR.

Fie un sistem numai cu poli cu functia de sistem

1 1
H(z) =

1+ ZN:aN [k]z™* Ay ()

Implementarea in forma directd a acestui sistem este ilustratd in
figura 4.21. Ecuatia cu diferente pentru acest sistem IIR este

(4.84)

N
ynl==Y ay[klyln—k]+x[n] (4.85)
k=1
zl | e zl | gl |
w -] v -ay[N-1] v  -ayl2] v [ 1]

] X Y Y Y 5]

Y
] »D——-———( »

Figura 4.21. Implementarea in forma directd a unui sistem numai cu poli

Daca 1n relatia (4.85) se inverseaza intrarea cu iesirea, se obtine
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x[n]= —Z aylklx[n—k]+ y[n] (4.86)
sau, echivalent, 7
y[n]= x[n]+ﬁ:aN[k]x[n —k] (4.86%)
k=1

Se observa ca ecuatia (4.86”) descrie un sistem FIR cu functia de
sistem H(z)= A,(z). Asadar, un sistem poate fi obtinut din celalalt

interschimband intrarea cu iesirea. Pe baza acestei observatii, se poate
folosi structura lattice numai cu zerouri descrisd in paragraful 4.2.4,
pentru a obtine o structurd lattice pentru un sistem IIR numai cu poli,
interschimband rolul intrarii cu cel al iesirii. Mai intai, pentru filtrul
lattice numai cu zerouri ilustrat in figura 4.11 se redefineste intrarea ca
fiind

x[n]= fyln] (4.87)
iar iesirea ca y[n]l= f,[n], (4.88)
invers decat pentru un filtrul lattice numai cu zerouri. Aceste definitii
impun ca valorile {f,[n]} si se calculeze in ordine descrescitoare

[ fy[n], fy_[n],...]. Calculul poate fi realizat rearanjand ecuatia recursiva
din (4.31) de unde se determind solutia pentru f, ,[#] in functie de
f.,[n], adica

foaln]l=f, [n]1-K, g, [n—1] m=N,N-1,..,1
Ecuatia (4.32) pentru g, [n] rdmane neschimbata.

Rezultatul acestor schimbari este urmatorul sistem de ecuatii:

Syln]=x[n] (4.89)

foaln]l=f,[n1-K, g, [n—-1],m=N,N-1,..] (4.90)
gnnl=K, f, . [n]+g, [n—1], m=N,N-1,..1 4.91)
y[n]= fy[n]= g,[n] (4.92)

care corespunde structurii ilustrate in figura 4.22.

Pentru a demonstra cé setul de ecuatii (4.89) + (4.92) descrie un
sistem IIR numai cu poli, se considera, pentru inceput, cazul in care N =
1. Ecuatiile (4.89) + (4.92) se reduc la

x[n] = f[n]
Solnl= filn]-K g [n—1]
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g[n]1=K, foln]+g,[n—1]

(4.93)
yin]= fyln]=x[n]- K, y[n—1]
®[n] oD fiy-1[n] _Bln] o, fi[n] T falrd=y[n] .
fln] = B -
Ky Kz K
K}{ KZ Kl
£ rl - p ! z!
el gln] wl] gl

Figura 4.22. Structura lattice pentru un filtru I[IR numai cu poli
Ecuatia pentru g,[n] poate fi exprimata ca
g l[nl= K y[n]+y[n-1] (4.94)
Se observd ca ultima relatie din sistemul (4.93) reprezintd un
sistem [IR numai cu poli, de ordinul intéi, in timp ce (4.94) reprezintd un
sistem FIR de ordinul intdi. Polul este rezultatul reactiei ce a fost
introduse de solutionarea lui { fm[n]} in ordine descendentd. Aceasta
reactie este aratatd in figura 4.23a.

In continuare, se considera cazul N=2, care corespunde structurii
din figura 4.23b.

—_—
11 Inainte fuln
Ao oo
- K .
Reaclie
K
) g zl (a)
al & goln]
Tnapoi
#n] - Inainte . £.[n] F[,g
Bn] £i[1n] =
K,
K @
< . » zh g % .~ =
gl ifn] goln]
s
inapm

Figura 4.23. Implementarea structurii lattice pentru un sistem IIR a) cu un pol si
b) cu doi poli
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Ecuatiile corespunzatoare acestei structuri sunt

fz[n]zx[n]
fl[n]:fz K,g/[n-1]
2f[n]+g1[n 1] (4.95)
fo n :fl n]-K,g,[n-1]
gi[nl=K, fyln ]+go[” 1]
n]= fyln]=

Dupa cateva substitutii simple, se obgine
yn]=-K,(1+K)y[n=1]-Ky[n=2]+x[n]  (4.96)
g [n]=Kyyln]+ K (1+ Ky) y[n =1]+ y[n 2] (4.97)
Ecuatia cu diferente (4.96) reprezintd un sistem IIR cu doi poli iar
relatia (4.97) este ecuatia intrare-iesire pentru un sistem FIR cu doud
zerouri. Se observd cum coeficientii pentru sistemul FIR sunt identici cu
cei din sistemul IIR, cu exceptia faptului cé apar in ordine inversa.
Concluziile de mai sus sunt valabile pentru orice . Intr-adevar, cu
definitia lui 4, (z) datd in (4.34’), functia de sistem pentru sistemul numai

cu poli este
Ha(Z) Y(Z) FO(Z) — 1
X() F,(2) A4,(2)
Similar, functia de sistem pentru sistemul numai cu zerouri (FIR) este
Hy(z) =82 9D g oy g ) @99)
Y(z)  G,(2)
unde s-au folosit relatiile (4.38) + (4.44). Astfel, coeficientii lui H,(z)

care caracterizeaza sistemul FIR sunt identici cu coeficientii lui 4, (z),

(4.98)

exceptand faptul cd apar in ordine inversa.
Este interesant de observat ca structura lattice numai cu poli are o
cale numai cu zerouri cu intrarea g,[n] si iesirea g,[n], identicd cu

calea corespunzitoare numai cu zerouri in structura lattice numai cu
zerourl. Polinomul B, (z), reprezinta functia de sistem pentru calea
numai cu zerouri comund ambelor structuri lattice, numita obisnuit functie
de sistem inapoi sau invers. Structurile lattice numai cu zerouri $i numai
cu poli sunt caracterizate de aceiasi parametri lattice K, K», ...,Ky . Cele
doud structuri lattice diferda doar prin interconexiunile grafurilor de
semnal. In consecintd, algoritmii pentru conversia coeficientilor {am[k]}
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ai implementarii in forma directd a unui sistem FIR in parametri lattice, si
invers, se aplica la fel si structurii numai cu poli. Se reaminteste ca
rdddcinile polinomului A4, (z) sunt localizate in interiorul cercului unitate,

dacd si numai daca coeficientii lattice K, indeplinesc conditia |Km <1,

pentru toti m=1,...NV.

In aplicatiile practice structura lattice numai cu poli a fost utilizata
pentru a modela tractul vocal uman si stratificarea pamantului. in astfel de
cazuri coeficientii lattice {K,}, au semnificatia fizici de a fi identici cu

coeficientii reflectati in mediul fizic. Acesta este motivul pentru care
coeficientii lattice sunt adeseori numiti coeficienti de reflexie. In astfel de
aplicatii, un model stabil pentru un mediu necesitd coeficienti de reflexie
subunitari obtinuti din masuréatori asupra semnalelor de iesire din mediu.

4.3.6. Structuri lattice cu poli s§i zerouri pentru
implementarea sistemelor IIR

Structura lattice numai cu poli reprezintd blocul constructiv de
baza pentru structuri de tip lattice care implementeaza sistemele IIR care
contin atat poli cat si zerouri. Se considera in continuare un sistem IIR cu
functia de sistem

Y e, Tk
_ k=0 _ CM (2)
H(z)= ~ = 4,(2) R (4.100)

1+ z a,[klz™*
k=1

unde notatia pentru numarator a fost modificatd pentru a evita confuzia cu
polinomul B(z) prezentat anterior. De asemenea se considera cd N > M .

In structura in forma directa II, sistemul din (4.100) este descris de
ecuatiile cu diferente

win] :—ﬁ:aN[k]w[n—k]+x[n] (4.101)
k=1
ynl=> e, [kInin—k] (4.102)

Se observa ca relatia (4.101) reprezinta relatia functionald intrare —
iesire a unui sistem IIR numai cu poli, iar (4.102) reprezintd relatia
functionala intrare — iesire a unui sistem numai cu zerouri. De asemenea,
iesirea sistemului numai cu zerouri este o combinatie liniard de iesiri
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intarziate ale sistemului numai cu poli. Acest lucru se observa usor la
structura in forma directa II redesenata in figura 4.24 pentru N=M.

o P = — )
= e 0 * T
—dAy[1] —apy[2] —Apy [1-1] —ay,[M]
wlnl, | .1 | win-T . wn-2] | 1 | Wn-M+1]| 1 w[n-M]
Y 0] el 1] cyl2] cpM-1] cp 2]
>® @ el ®

yln]
Figura 4.24. Forma directa II de implementare a unui sistem IIR pentru N=M

Deoarece zerourile rezultd prin formarea unor combinatii liniare
din iesirile anterioare, se poate construi un sistem IIR cu poli si zerouri
utilizdnd structura lattice numai cu poli ca bloc constructiv de baza. S-a
specificat deja ca g,[n] este o combinatie liniard a iesirii curente si a
celor anterioare. Sistemul

H,(z)=

9@ _p, )
Y(2)

este un sistem numai cu zerouri. Orice combinatie liniara de {g, [n]} este,
de asemenea, un sistem numai cu zerouri. Astfel, o structura lattice numai
cu poli cu parametrii K,,1<m <N, careia i se addugd o scara care
realizeazd o combinatie liniara de {gm[n]} cu ponderile v, are ca rezultat

un sistem IR cu poli si zerouri, a carui structura lattice-scara este indicata
in figura 4.25, pentru M = N . lesirea sa este

y[n]= va g, [n] (4.103)

unde {v,} sunt coeficientii ce determini zerourile sistemului. Tinand

seama de (4.103), functia de sistem corespunzitoare sistemului cu poli si

zerourl este
Y(z) & GL(2)
H(z) = —= — Tm2)
O Xe 5" X0

Dacd X(z)=F,(z) s1 F,(z) = G,(z), relatia (4.104) poate fi scrisad ca

(4.104)
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< M ivm BI77 (Z)
-y G,(z) Fy(z) _ B,(2) &
&= 2 e o F ) —;vm TRENTNE (4.105)

Daca se compara (4.100) cu (4.105), rezulta ca
M
Cy(2)=>v,B,(2) (4.106)
m=0

Din aceasti relatie se pot determina coeficientii {v, }. Astfel s-a

demonstrat cum coeficientii numaratorului polinomial C,,(z) determina
coeficientii scarii {v,}, avind in vedere ci numitorului polinomial

A, (z), prin coeficientii sdi, determina coeficientii lattice {K ” }

x[n;].fh o bl B0 f ﬂ[n];_q\ . Falm]
fultn] — = =
Exn E;
By Eg
awln] galnl  gafn]
ny 7! L] mln]
vy ¥ o
L 4 Y[ﬂ]
—————— T »{1} »

Figura 4.25. Structura lattice scara pentru realizarea unui sistem cu poli si zerouri

Cunoscandu-se polinoamele C,, (z) si Ay(z), cu N =M, sunt

determinati mai intai parametrii structurii lattice numai cu poli, agsa cum a
fost descris mai Tnainte, cu algoritmul de conversie prezentat in paragraful
4.2.4, ce converteste coeficientii formei directe de implementare in
coeficienti lattice. Cu ajutorul relatiei recursive de decrementare date de
(4.56) se obtin coeficientii lattice {Km} si apoi polinoamele

B,(z),m=12,.,N.

Coeficientii scarii sunt determinati din relatia (4.106), dupa cum
urmeaza:

m—=1

C,(2)=> vB,(2)+v,B,(2) (4.107)
k=0
sau, echivalent,
C,(z)=C, (z)+v,B, (2) (4.108)
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Astfel, C, (z) poate fi calculat recursiv din polinoamele inverse
B, (z),m=12,...,M. Deoarece [, [m]=1 pentru toti m, coeficientii

v, ,m=0,1,....,M pot fi determinati observand ca

v, =c,[m] m=0,,..M (4.109)
Rescriind (4.108) in forma
Cpa(2)=C,(2)-v,B,(2) (4.110)

si calculand aceastd relatie recursivd in sens invers pentru m
(m=M,M-1,...,2), se obtin coeficientii c,[m] si, prin urmare,
parametrii scarii, conform relatiei (4.109).

Structurile filtrelor lattice-scard prezentate mai sus, necesitd un
minimum de memorie dar nu §i un numar minim de multiplicari. Desi
existd structuri lattice cu un singur multiplicator pe treapta, structurile
lattice cu doua multiplicatoare pe fiecare treapta, descrise anterior sunt
cele mai folosite In aplicatiile practice. In concluzie, modularitatea,
stabilitatea structurii datoratd coeficientilor {K, } si robustetea in ceea ce

priveste efectele lungimii finite a cuvintelor, fac structurile lattice foarte
atractive in multe aplicatii practice, care includ sistemele de procesare a
vocii, filtrarea adaptiva si procesarea semnalelor geofizice.

4. 4. Implementarea si analiza sistemelor discrete,
liniare, invariante in timp pe baza variabilelor de
stare

Pana acum, analiza sistemelor liniare, invariante in timp a fost
limitata la o descriere externa cu ajutorul unei relatii functionale intrare-
iesire. Cu alte cuvinte, sistemul a fost caracterizat de ecuatii matematice
ce leagd semnalul de intrare de semnalul de iesire. In aceastd sectiune se
introduc conceptele de bazd despre descrierea internd a sistemelor
discrete, liniare, invariante in timp, cauzale. Descrierea internd a
sistemului implica o legatura intre semnalele de intrare si de iesire si, de
asemenea, un set aditional de variabile numite variabile de stare. Astfel,
ecuatiile matematice ce descriu un sistem, sunt uzual divizate in doua
parti:

1. Un set de ecuatii matematice ce pun in evidentd relatia dintre
variabilele de stare ale sistemului si semnalul de intrare;

220



2. Un al doilea set de ecuatii matematice ce stabilesc legatura intre
variabilele de stare si intrarea curentd cu semnalul de iesire.
Variabilele de stare dau informatii despre toate semnalele interne

ale sistemului. Ca urmare, descrierea internd da informatii mai detaliate
despre sistem in comparatie cu descrierea intrare-iesire. Cu toate ca
analiza internd este aplicatd in special la sisteme discrete, liniare,
invariante in timp, cauzale cu o singurd intrare $i o singurd iesire,
tehnicile de analizd pot fi aplicate si sistemelor neliniare, sistemelor
variante 1n timp si sistemelor cu intrari si iesiri multiple.

Descrierea aleasa (prin relatie functionald intrare — iesire sau
descrierea cu ajutorul variabilelor de stare) depinde de problema, de
informatiile disponibile, precum si de intrebérile cérora trebuie date
rispunsuri. In continuare se prezintd tehnici de analiz a sistemelor in
spatiul stérilor si sunt dezvoltate structuri pe baza variabilelor de stare
destinate implementarii sistemelor discrete, liniare, invariante In timp.

4.4.1. Conceptul de stare

Dupa cum s-a observat deja, determinarea iesirii unui sistem
necesitd prezenta semnalului de intrare si un set de conditii initiale. Daca
un sistem nu este relaxat la un moment initial, fie acesta n,, cunoasterea

semnalului de intrare x[n] pentru n2>n,, nu este suficientd pentru a
determina in mod unic iesirea y[n], pentru n=n,. Acest lucru este

posibil numai daca sunt cunoscute conditiile initiale ale sistemului la
n=n,. Setul de conditii initiale este denumit starea sistemului la

momentul n=n,.

Definitie. Starea unui sistem la momentul n, este cantitatea de
informatie ce trebuie furnizatd la momentul n,, care, impreund cu
semnalul de intrare x[n] pentru n>n,, determind in mod unic iesirea
pentru toti n > n,.

Cu aceastd definitie, conceptul de stare conduce la o
descompunere a sistemului in doud parti, o parte cu memorie §i o parte
fara memorie. Informatia stocata in locatiile de memorie constituie setul
de conditii initiale si este denumitd starea sistemului. lesirea curenta a
sistemului devine o functie de valoarea curentd a intrarii si de starea
curenta. Daca valoarea curentd a intrarii este cunoscuta, este necesar un
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mecanism pentru a actualiza starea sistemului. Prin urmare, starea
sistemului la momentul n,+1 trebuie sa depindd de starea sistemului la

momentul 7, si de valoarea semnalului de intrare x[n],la n=n,.

Urmatorul exemplu ilustreaza abordarea descrierii interne a unui
sistem. Fie un sistem discret, liniar, invariant in timp, cauzal descris de
ecuatia cu diferente

y[n] :%y[n—1]+x[n]+2x[n—l] (4.111)

Figura 4.26a aratd implementarea in forma directa Il a acestui
sistem. Se observd cd sistemul contine doar un singur element de
intarziere, care este, de fapt, o celulda de memorie. lesirea v[n] a
elementului de intarziere reprezinta valoarea prezentd a memoriei, avand
in vedere ca intrarea u[n-+1] a elementului de intarziere semnifica
valoarea urmdtoare ce trebuie memoratd. De fapt, aceastd celula de
memorare include toatd memoria necesard pentru calculul iesirii curente
y[n]. Pentru a verifica acest lucru, se scriu ecuatiile pentru

implementarea indicatd in figura 4.26a. Acestea sunt

vn+l1]= %U[n] + x[n] (4.112)
y[n]=v[n+1]+20[n] (4.113)
L B vl WAl
Y N
r
z! (a)
w1 [7]
1/2 2
Sk AT ol AR & igl
> » = ;jQ;L >
A
()
12

Figura 4.26. a) Implementarea in forma directa II, b) o implementare pe baza variabilelor
de stare a sistemului descris de relatia (4.111)
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Inlocuind (4.112) in (4.113), se obtine
5
yln]= EU["] +x[n]

care este o ecuatie care descrie un sistem fard memorie. Din alta
perspectiva, (4.112) reprezintd un mecanism pentru reactualizarea
continutului celulei de memorie, utilizand continutul curent al acesteia si
valoarea curenta a intrarii.

Perechea de ecuatii

vn+l1]= %U[n]+x[n] (4.114)

y[n]= %U[n] + x[n] (4.115)

furnizeaza o descriere completa a sistemului. Variabila v[n], care include

toata informatia anterioara este denumita variabila de stare si reprezinta
chiar starea sistemului. Dacad existd doar o singurd variabila de stare,
ecuatia de stare este unidimensionald iar valoarea sa la orice moment de
timp este reprezentatd ca un punct intr-un spatiu unidimensional. Se mai
observd, de asemenea, ca ecuatiile (4.114) si (4.115) impart sistemul 1n
doud parti componente: un subsistem dinamic (cu memorie) si un
subsistem static (faird memorie), care furnizeaza o descriere internd a
acestui sistem. Aceastd descriere produce o implementare alternativa
echivalentd a sistemului, asa cum este indicata in figura 4.26b.

Descrierea interna se poate aplica si sistemelor cauzale ce sunt
variante in timp si/sau neliniare. Pentru a ilustra acest lucru, se considera
un sistem care calculeaza dispersia unui semnal. Sistemul poate fi descris

de ecuatia
-1

Z [k]— pln (4.116)

n j—o
unde

n-1

uln]=— Zx (4.117)

este valoarea sa medie. Dezvoltand patratul din relatia (4.116) si utilizand
relatia (4.117), se obtine

n]=%nz_:x2[k]—y2[n] (4.118)

Pentru a obtine o descriere internd, se definesc urmadtoarele
variabile:
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v[n]= nz_llx[k] (4.119)

n—l1
v,[n] = x’[k] (4.120)
k=0
Apoi, combinand aceste relatii cu (4.118) si (4.117), se obtine
1 1
y[n]=—n—203[n]+;uz[n] 4.121)

care descrie un sistem fard memorie, ce exprima iesirea in functie de
variabilele de stare curente. Reactualizarea acestor variabile poate fi
facuta cu ajutorul ecuatiilor
v, [n+1]=v,[n]+ x[n] (4.122)
v,[n+1]=v,[n]+x’[n] (4.123)
Ecuatia (4.123) este neliniara, iar (4.121) este neliniara si varianta
in timp.
In general, descrierea interni a sistemelor cauzale contine doui
seturi de ecuatii matematice:

e un set de ecuatii, denumit ecuatii de stare, ce exprima variabilele
de stare de la momentul n+1 in functie de variabilele de stare si
intrarea la momentul #;

e o0 eccuatie, denumitd ecuatie de iesire, ce exprima iesirea la
momentul # In functie de variabilele de stare si intrarea la acelasi
moment de timp.

In particular, pentru un sistem cauzal cu N variabile de stare
v,[n],v,[n],..,uy[n], descrierea internd poate fi exprimatd prin

urmatoarele doua seturi de ecuatii:
Ecuatiile de stare
v,[n+1]= f,[v,[n],0,[n],...0y[n],x[n]], =1,2,...N  (4.124)
Ecuatia de iegire
y[n] = g[v,[n],0,[n],....,0, [n], x(n]] (4.125)
Cele N variabile de stare v,[n], i=1,2,3,...,N, pot fi considerate

componentele unui vector de dimensiune N, iar varful acestui vector la un
moment n poate fi vazut ca un punct in spatiul N-dimensional denumit
spatiu de stare. Locul geometric al varfului vectorului la diferite momente
de timp determind o traiectorie a vectorului variabilelor de stare. Figura
4.27 ilustreaza o traiectorie pentru starea unui sistem de ordinul al doilea,
intr-un spatiu bidimensional. In general, ecuatiile de stare descriu partea
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dinamicd a sistemului, In timp ce ecuatia de iesire descrie partea statica
(fara memorie) a acestuia. Numarul N al variabilelor de stare exprima
ordinul sistemului.

Cu toate ca descrierea interna poate fi usor generalizata la sisteme
cu intréri §i iesiri multiple (Multiple Input Multiple Qutput, MIMO),
abordarea acestei probleme se va limita doar la sisteme cu o singura
intrare si o singura iesire (Single Input Single Output, SISO).

by
F Y
(3] o[1]
u4] ol 0]
u[Z] u[&]
o -
\\ o[7]
(3] u(5)

Figura 4.27. Traiectoria starii unui sistem de ordinul al doilea

4.4.2. Descrierea in spatiul starilor a sistemelor
caracterizate de ecuatii cu diferente

In aceasta sectiune se vor obtine ecuatiile de stare pentru sistemele
discrete descrise de ecuatii liniare cu diferente cu coeficienti constanti, cu
o intrare si o iesire. Pentru aceasta se considera un sistem de ordinul al
treilea, rezultatul fiind usor de generalizat pentru sistemele de orice ordin
N arbitrar, finit.

Fie un sistem discret, liniar, invariant in timp, cauzal, caracterizat
de ecuatia cu diferente

y[n] :—iaky[n—k]+ibkx[n—k] (4.126)

Implementarea sistemului in forma directd II este indicatd in
figura 4.28a. Ca variabile de stare, se vor utiliza iesirile celulelor de
memorie ale sistemului. Iesirea elementului de intarziere reprezinta
valoarea prezentd memoratd in celuld, iar intrarea reprezintd valoarea
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urmitoare ce urmeaza a fi memoratd. In consecinti, cu ajutorul figurii
4.28a, se poate scrie
vi[n+1]=v,[n]
L, [n+1]=v;5[n] (4.127)
vs[n+1] = —a;v,[n] - a,v,[n] - a,v;5[n]+ x[n]
Se observa ca expresiile variabilelor de stare pentru sistemul de
ordinul al treilea descris de ecuatia (4.126), implica trei ecuatii cu

diferente de ordinul intai date de (4.127). in general, un sistem de ordin N
poate fi descris de N ecuatii cu diferente de ordinul ntai.

=[n] by ¥[n]
G T The
——{P o e
P! 4 a3 A3
W, [n] w, [n]
o
+ ¥bi-abg ¥ ba-azb, by —azby
b Y 'y Y[ﬂ]
) »{J +
(b

Figura 4.28 Realizarea (a) in forma directa II si (b) in spatiul starilor a sistemului descris
de relatia (4.126)

Ecuatia de iesire, ce exprima pe y[n] in functie de variabilele de
stare si de valoarea prezentd a intrarii, x[r], poate fi, de asemenea,
obtinuta din figura 4.28a.

y[n]=b,v;[n+1]+byv,[n]+b,v,[n]+b,v,[n] (4.128)
Inlocuind v,[n+1] din (4.127) in (4.128), ecuatia de iesire devine
y[n]= (b, = bya,)v,[n]+ (b, —b,a,)v,[n]+
+ (b, —bya,)v,s[n]+ byx[n]

Pe baza relatiilor (4.127) si (4.128’) rezultd implementarea
sistemului in spatiul starilor din figura 4.28b.

O descriere alternativda in spatiul starilor pentru sistemul

caracterizat de relatia (4.126) poate fi obtinuta folosind structura in forma
directd II transpusd, desenata in figura 4.29a.

(4.128")
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Daca se utilizeaza variabilele de stare indicate din aceasta figura,
se obtine
v[n+1]=bsx{n]—-a; y[n]
=v,[n]+b,x[n]—a,y[n] (4.129)
vs[n+1]=v,[n]+bx[n]-a,yn]

v,[n+1]

Ecuatia de iesire este
y[n]=byx[n]+v;[n] (4.130)

Figura 4.29 Realizarea (a) in forma directa II transpusa si (b) in spatiul starilor a
sistemului descris de relatia (4.126)

Eliminand y[n] dat de (4.130) din (4.129), rezultda urmatorul

sistem de ecuatii:
v,[n+1]=—a;v;[n]+(b; —b,a;)x[n]
v,[n+1]=v,[n]-a,v,[n]+ (b, —b,a, )x[n] (4.131)
v;[n+1]=v,[n]=-a,v;[n]+ (b, —bya,)x(n]

Pe baza relatiilor (4.130) si (4.131) rezultd implementarea in
spatiul starilor din figura 4.29b.

Daca ordinul sistemului creste, atunci §i descrierea in spatiul
starilor devine mai complexa. Cu toate acestea, introducand notatii
matriceale, se pot exprima ecuatiile de stare intr-o forma mult mai
compactd, care simplificdA manipularea lor si permite utilizarea algebrei
matriceale pentru analiza in spatiul starilor.

Matriceal, relatiile (4.127) si (4.128) se scriu sub forma
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v, [n+1] 0 1 0 Tolnl] [0
v,[n+1]|=[ 0 0 1 |o,[n]|+|0x[n]  (4.132)
U,[n+1] —a, —a, —a, | v,[n] 1
Ul[n]
y[n]= (b, —bya; )b, —bya, )b, —bya, )] v,[n] |+ box[n]  (4.133)
v;[n]

Aceste ecuatii sunt cunoscute sub denumirea de implementarea in
spatiul starilor de tipul 1.

Similar, relatiile (4.131) si (4.130) pot fi exprimate In forma
matriceala, astfel:

v,n+11] [0 0 —a, [o,[n]] [(bs—b,a;)
v,[n+1]|=|1 0 —a, |v,[n]|+ (b boaz)x[n] (4.134)
vy[n+11] [0 1 —a, |osln]| | (b —bya,)
Ul[n]
yin]=[0 0 1]-|v,[n] |+byx(n] (4.135)
Ua[”]

Aceastd descriere se numeste implementare in spatiul starilor de tipul 2.
Cele doua seturi de ecuatii (4.132), (4.133) si (4.134), (4.135)
descriu complet sistemul, impartindu-1, asa cum s-a precizat, in doud parti
componente, una cu memorie §i una fara.
Generalizand exemplul anterior, se poate observa usor faptul ca
sistemul descris de ecuatia

N N
yinl==> a,yln—kl+Y b.x{n—k] (4.136)
k=1 k=0
poate fi descris in forma matriceald, de o realizare in spatiul starilor,
liniard, invarianta in timp.
Pentru un sistem cu N variabile de stare v,[n], v,[n],....,0y[n], se
defineste starea v[n] sub forma unui vector coloand N-dimensional
v,[n]
v,[n
v[n] = 2,[ | (4.137)

vy[n]



De asemenea, fie F o matrice Nx N, q si g vectori coloana N-
dimensionali, definiti ca

So S S q, &

f'21 fzz fZN q-= 61:2 g= g:Z (4.138)

So Sva o S 9n 4%
unde { " }, {g, ), {g, } sunt constante si, fie d, o constanta scalara.

F=

Cu aceste notatii ecuatia de stare si cea de iesire pot fi scrise, dupd cum
urmeaza:
Ecuatia de stare

v[n+1] = Fv[n] + qx[n] (4.139)
Ecuatia de iesire
y[n] = g'v[n] + dx[n] (4.140)

Orice sistem discret ale carui intrare x[n], iesire y[n] si stare v[n],
pentru toti n > n,, sunt relationate cu ecuatiile de mai sus, este /iniar si

invariant in timp. Daca cel putin una din marimile F, q, g si d depinde de
timp, sistemul este variant in timp.

Implementarea de tipul 1 liniard si invariantd in timp se obtine,
alegand

0
0 0 0 - 0 0
F=| : : Dot : q=:
0 0 - 0 1 0
=4y —Ayaq - Tdy T4y L]
b, —bya,
b, ,—b
g=| ¥ Dofna d= b, (4.141)
b, —bya,

iar implementarea de tipul 2 se obtine cu alegerea:
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0 0 0 -a, | b, —b,a,
0 0 —ay, by —byay.,
F=|: q=
0 0 0 0 -a, b, —b,a,
00 0 —-a, | b, —b,a,
0
g=|: d= b, (4.142)
0

Relatiile (4.139)-(4.140) descriu un model in spatiul starvilor liniar
§i invariant in timp, care poate fi reprezentat printr-o diagrama bloc
matriceald ca in figura 4.30. In aceasti figura liniile duble reprezinti
marimi vectoriale iar blocurile, coeficienti ai marimilor vectoriale sau
matriceale.

3

uln+1 vln]
[n] . 1] ! 2 ¥n]

F

Figura 4.30. Descrierea generald in spatiul starilor a unui sistem liniar, invariant in timp

Existd mai multe variante de selectare a variabilelor de stare si de
structuri in spatiul starilor care sunt echivalente pentru acelasi sistem.
Motivul pentru care se studiaza o varietate de modele si, prin urmare, de
structuri, este de a le gasi pe acelea care sunt cel mai putin senzitive la
aritmetica lungimii finite a cuvintelor sau necesitd o implementare mai
putin complexa, problema tratata in Capitolul 5.
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Exemplul 4.5.
Sa se determine implementarea diagramei bloc a sistemului
descris de urmatorul model in spatiul starilor:

v, [n+1] L35 0,55 vy [n] 0,5
= + x[n]

L,[n+1] -0,45 0,35| v,[n] 0,5

y[n]= [3 1] {Ul [n]} + x[n]
L, [n]
Solutie. Scriind ecuatia de mai sus explicit, rezulta

v,[n+1]=1,35y,[n]+0,55v,[n]+ 0,5x[n]
v,[n+1]=-0,450,[n]+ 0,35v,[n]+ 0,5x[n]

y[n]=3v,[n]+v,[n]+ x[n]
Ecuatiile conduc la diagrama bloc din figura 4.31.

1,35
-+
4 b
NanSEENES o>y A
V% BNy V%
£
u—b 0,55 v -0,45
0,5 “
D PE e
7
A 0,35
(NPl
Figura 4.31. Implementarea sistemului din exemplul 4.5
Exemplul 4.6.

Sa se determine forma directd II, forma directa II transpusa,
realizarile 1n spatiul starilor de tipul 1 si 2 pentru sistemul descris de
ecuatia cu diferente

y[n]=3y[n—-1]-2y[n—-2]+x[n]+x[n—-1]

Solutie. Comparand aceasta ecuatie cu (4.136), se obtin urmatorii

parametrii
N=2 a=-3 a,=2 b,=1 b =1 b,=0
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Modificand corespunzator figurile 4.28 si 4.29 se obtin

implementarile in forma directa II si forma directa II transpusa din figura
432asib.

Pentru a obtine structurile interne, mai intdi se observd cd din
(4.141) rezulta pentru structura de tip 1

= el s e
-2 3 1 4
Apoi, din (4.139) si (4.140) rezulta
vi[n+1]=0v,[n]
L,[n +1]=-2v,[n] + 3v,[n] + x[n]
y[n]=-2v,[n]+ 4v,[n] + x[n]
Aceste ecuatii conduc la implementarea din figura 4.34c.

Al 1 W]
N wlr by =[n]
1
i LA L
3 > »oT
WL A
» v
-1 @ 2 I
L2 | ®
W
o oM<
4
o ]
N I B
=l A v3 t[n] y k] v n]
! e
T A
N © (d) 3

Figura 4.32. Realizarea (a) in forma directa II, (b) in forma directa II transpusa, (c) in
spatiul starilor de tipul 1, (d) in spatiul starilor de tipul 2, pentru sistemul din exemplul
4.6.

Similar, pentru structura de tipul 2, rezulta
- 0 -2 -2 10 J=1
1 3 q 4 & 1
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v, [n+1]=-2v,[n]-2x[n]
v,[n+1]=v,[n]+3v,[n]+4x[n]
yln]=v,[n]+x[n]

care conduc la implementarea din figura 2.32d. Se observa ca toate
implementarile sunt diferite.

4.4.3. Solutia ecuatiilor cu diferente in spatiul starilor

Exista diverse metode pentru rezolvarea ecuatiilor cu diferente in
spatiul starilor. In cele ce urmeaza se va obtine o solutie recursiva care

face uz de faptul ca ecuatiile in spatiul starilor reprezintd un sistem de
ecuatii cu diferente de ordinul intai.

Pentru un model intern uni-dimensional ecuatiile de stare sunt
v[n+1]= fo[n]+gx[n] (4.143)
y[n]= gu[n]+dx[n] (4.144)
unde f, g, g si d sunt coeficientii scalari, ficsi ai sistemului. Problema este
de a determina iesirea y[n] pentru n > n,, cunoscandu-se intrarea x{n],

n=n, si starea initiald o[n,]. Rezolvand ecuatia (4.143) recursiv,
rezulta:

v[n, +1]1= fo[ny]+gx{n,]

vln, +2]= foln, +1]+ gx[n, +1] = fo[no] + fax[n, 1+ gxn, +1]
v[n, +3]= fuln, + 2]+ gx[n, + 2] =

= fulng 1+ f2qxlng 1+ faxing + 11+ gxn, +2]

vln, +ml= f"olny 1+ f" ' qxlng 1+ f " qxlny +1]+....
+ fgx[n, + m =21+ gx[n, + m —1]
Cu notatia n = n, + m, rezultd m = n—n,, iar ecuatia de mai sus devine
ofnl = £ uln, 1+ 7 gadng T+ £ P gy + 1]+
+ faqx[n—2]+ gx[n—1]
Astfel, pentru orice n> n,, se obtine

oln]=f""v[n, ]+ Z £ galk] (4.145)
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Ecuatia de iesire se obtine inlocuind (4.145) in (4.144). Aceasta
conduce la

y[n]=gf """ v[n, ]+ ng“k k1+ dx{n] (4.146)

k=n,
care reprezintd raspunsul total al sistemului.
Daca se alege starea initiala v[n,]=0, din (4.146) se obtine
raspunsul de stare zero al sistemului [63]

y..[n Z of "Fgx[k]+ dx[n] (4.147)

k=n,
Daca, insa, se impune x{n] =0 in (4.146) pentru n > n,, se obtine

raspunsul de intrare zero [63]

y.[n]=gf " "u[n,] (4.148)
Réspunsul total dat de (4.146) este suma raspunsurilor date de
(4.147) 51 (4.148)

yin] =y [nl+y[n] (4.149)
Aceste rezultate pot fi usor generalizate pentru modelul N-
dimensional [48]
v[n + 1] =Fv[n] + qx[n] (4.150)
y[n] = g'v[n] + dx[n] (4.151)
Intr-adevar, cunoscandu-se v[ng], pentru 7> n, se poate scrie
v[ng + 1] = Fv[no] + gx[n]
v[ng + 2] =Fv[ng+ 1] + qx[no + 1]
=F*v[no] + Fqx[no] + qx[no + 1]
Daca se continud ca in cazul unidimensional, se obtine pentru
n>ny

n—1

vin] =F"" vino] + ¥ F""qx[k] (4.152)

k=n,

Matricea F° este definiti ca matricea unitate de

dimensiune N x N . Matricea F'J este adesea notatd ®(i-j), adica
@(i-j) = F- (4.153)

pentru orice 2> j Intregi. Aceastd matrice este numitd matricea de
tranzitie a sistemului.

Iesirea sistemului se obtine substituind (4.152) in (4.151) si tinand
cont de (4.153). Rezultatul acestei substitutii este
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y[ ] tFn ”0 + Z gtFn 1- k _|_ dX[n]
k=n,

n—1

= g'®[n-no]v[no] + 2 g'®[n-1-k]qx[k] + dx[n] (4.154)

k=n,
Cu acest rezultat general, se poate determina iesirea pentru doud
cazuri particulare. Raspunsul de intrare zero al sistemului este

ya[n] = g F "™ v[ng] = g'®[n-no]v[no] (4.155)
Raspunsul de stare zero al sistemului este
n—1
yalnl= Y g'®[n-1-klgx[k]+dxn] (4.156)
k=n,
Exemplul 4.7.

Sa se calculeze raspunsul de stare zero pentru sistemul descris de

0 1 0
vin+1]= [_2 3} v[n] + [Jx[n]

yln]=[-2 4] v[n] +x[n]
daca la intrare se aplica semnalul treapta unitate.
1, n=20
0, n<O0

Deoarece se doreste obtinerea raspunsului de stare zero, se va
impune vectorul de stare initial egal cu zero

0
o]

Solutie. Semnalul de intrare este x[n]=u[n]= {

Atunci
0
Mol=[-2 4]M+x[0]—1
a0 o], [0 o [0
V=, 5ot PO
0
yil=[-2 4] }x[l]



y2]=[-2 4{31} +x{2]=15

Continuand aceasta procedura iterativa, se obtine
y[3] =47, y[4] = 113 si asa mai departe.

Exemplul 4.8.
Sa se calculeze raspunsul sistemului FIR
y[n] = x[n]+2x[n—1]+ x[n—2]
la un semnal oarecare x[n], n=0.
Solutie. Descrierea interna a sistemului este

0 1 0
vin+1]= {0 O}V[n] + L}c[n]

y[ﬂ] =[1 2]v[n]+xn]
unde v, [n]= s1 v,[n] = x{n—1]. Din ecuatia de stare rezulta

1
0 1 0 0 0] . [1 0

Se obtine F" =0 pentru n>2. Prin urmare starea initiala v[0] nu mai

o

afecteazd starea sistemului dupd doi pasi. Acest lucru este evident
deoarece sistemul FIR are o memorie finitd egald cu 2. In consecinta,
influenta starii initiale asupra stérilor viitoare §i asupra iesirilor dispare
dupa doi pasi. Pentru n, = 0, ecuatia (4.154) conduce la iesirea
y[n]=g'F'v[0]+ g F"'qx[0] +.....+ g'Fax{n — 2]+ g'qx{n — 1]+ dx[n]

Deoarece F" =0 pentru n > 2, iesirea devine

y[n]=g'Fqx[n-2]+g'qx[n —1]+ dx[n] nx?2
Substituind valorile pentru g, F, q si d, ecuatia de mai sus se reduce la
y[n]=x[n]+2x[n—-1]+ x[n —2] nx2

care este descrierea intrare-iesire a sistemului FIR.
Ca o generalizare a rezultatelor din exemplul de mai sus, pentru un

sistem FIR de ordinul N, F" =0 pentru n> N si, in consecinta, starea
initiala a sistemului afecteaza doar primele N iesiri.
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Exemplul 4.9.
Sa se calculeze raspunsul la treapta unitate a sistemului

vin+1]=|2 . VM]+[}xM]
0 3 !

yinl=[1 1v[n]+2x{n]
Solutie. Cele douda componente din ecuatia de stare sunt

Ul[n+l]=%ul[n]+x[n], 02[n+1]=%uz[n]+x[n]

Acesta este un sistem de doud ecuatii independente care pot fi ugor
rezolvate recursiv, ca in cazul uni-dimensional. Intr-adevar, din (4.145)
pentru n > 0, rezulta

Udn]=(%} UJ0]+§S(%j (k]

k=0

n—

%M=G]%m+2@j (k]

k=0
Iesirea sistemului este
yin] = v [n]+v,[n]+2x[n] =

1 n 1 n -1 1 n—1-k -1 1 n—1-k
=[_jlﬁuu+[_jlhﬁu+ [_j + (_j L2 om0
2 3 o\ 2 o\ 3
care se mai poate scrie sub forma

y[n]=(%)nul[O]J{%YUZ[O]+2(1—2_”)+%(1—3_")+2 n>0

Se observa ca solutia a putut fi obtinutd In formd compacta,
deoarece matricea F este diagonald. Daca matricea F este diagonald,
sistemul N — dimensional poate fi descris in spatiul starilor de N ecuatii
unidimensionale independente. Astfel, ecuatiile de stare devin ecuatii cu
diferente de ordinul intai, usor de rezolvat.

4.4.4. Relatii de legatura intre descrierea intrare-iesire si
descrierea in spatiul stiarilor a SDLIT

Din prezentarea anterioara s-a vazut ca nu existd numai o singura
posibilitate in ceea ce priveste alegerea variabilelor de stare ale unui
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sistem cauzal. Valori diferite ale vectorului de stare conduc la structuri
diferite pentru implementarea acelorasi sisteme. In general, relatiile
intrare iegire nu descriu in mod unic structura interna a sistemului.
Pentru a demonstra aceasta afirmatie, se considera un sistem SISO
(o singura intrare si o singura iesire), N-dimensional, avand reprezentarea
in spatiul starilor
vin +1] = Fv[n]+qx[n] (4.157)
y[n]=g'v[n]+dx[n] (4.158)
Fie P orice matrice Nx N a carei inversd, P!, existd. Se defineste
un nou vector de stare v[n]
v[n] = Pv[n] (4.159)
de unde
v[n]=P'V[n] (4.160)
Daca relatia (4.157) este multiplicata la dreapta cu P, se obtine
Pv[n+1]=PFv[n]+ Pqx[n]
Utilizand (4.159) si (4.160), ecuatia de stare de mai sus devine
V[n +1] = (PFP")V[n]+ (Pq)x[n] (4.161)
Similar, cu ajutorul relatiei (4.160), ecuatia de iesire (4.158)
devine

V[n] = (g P )V[n]+dxn] (4.162)
Se definesc parametrii matriceali de sistem F, q, g, sub forma:
F = PFP"
q="Pq (4.163)
g =g'P’
Cu aceste definitii, ecuatiile de stare pot fi exprimate ca
v[n +1] = Fv[n]+ qx[n] (4.164)
y[n]=g'v[n]+dx[n] (4.165)

Prin compararea relatiilor (4.157) si (4.158) cu (4.164) si
(4.165), se observa ca printr-o simpla transformare liniarda a variabilelor
de stare, se genereazd un nou set de ecuatii de stare i o ecuatie de iesire,
in care intrarea x[n] si iesirea y[n] sunt neschimbate. Deoarece exista un
numar infinit de alegeri ale matricei de transformare P, existd un numar
infinit de ecuatii de stare si structuri pentru un sistem. Unele dintre aceste
structuri sunt diferite, in timp ce altele sunt apropiate ca structura, diferind
doar prin factorii de scalare.
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Unei implementari in spatiul starilor a unui sistem i se
asociaza conceptul de implementare minimald. O implementare interna se
spune ca este minimala daca dimensiunea spatiului starilor (a numarului
variabilelor de stare) este cea mai mica din toate realizarile posibile.
Deoarece fiecare variabild de stare reprezinta o cantitate ce trebuie stocata
si reactualizata la fiecare moment 7, rezultd ca o implementare minimala
este aceea care necesitd cel mai mic numar de celule de intarziere. Se
reaminteste faptul ca implementarea in forma directd II necesita cel mai
mic numar de celule de memorie si, In consecintd, o realizare in spatiul
starilor a acesteia are ca rezultat o implementare minimald. Similar, un
sistem FIR realizat ca o structurd in formad directd conduce la o
implementare minimala interna, daca valorile registrelor de stocare sunt
definite ca variabile de stare. Implementarea in forma directd I a unui
sistem IIR nu conduce la o implementare minimala.

In continuare se va determina raspunsul la impuls al sistemului
descris 1n spatiul starilor. Prin definitie, rdspunsul la impuls 4[#] al unui
sistem este raspunsul de stare zero al sistemului la excitatia
x[n]=o[n][63].

Prin urmare, acesta poate fi obtinut din ecuatia (4.154) daca se
impune 7, = 0 (momentul cand se aplica intrarea), v[0] = 0 si x[n] = J[n].
Astfel, raspunsul la impuls al sistemului descris de (4.157) si (4.158) este
dat de relatia

h[n]=g'F"'qu[n—1]+dd[n]=g'®[n —1]qu[n —1]+dd[n] (4.166)

Pentru o descriere internd datd este usor de determinat
raspunsul la impuls din relatia (4.166). Invers, insd, nu este usor, deoarece
existd un numar infinit de implementari interne pentru o aceeasi descriere
intrare-iesire.

Exemplul 4.10.
,1,2,3,5,8, 13,..}

T

Sa se determine al saptesprezecelea termen fara a calcula termenii
anteriori.

Solutie. Secventa Fibonacci poate fi scrisd ca fiind raspunsul la
impuls al sistemului descris de ecuatia cu diferente

yin]=yln—=1]+ y[n 2]+ x[n]

Secventa Fibonacci este data de{
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Intr-adevar impunand y[—1]= y[-2]=0, si x[n]=J[n], se obtine
Wol=1, A[1]=1, h[2] =2, h[3] =3, h[4] =5 si asa mai departe.
Realizarea 1n spatiul starilor de tipul 1este descrisd de

F 0 1 0 1 d=1
AUERHIESH
Din (4.166), rezulta
H17]=g'F'°q
Calculand F*, F*, F® si F'® se obtine
" {610 987}
987 1597
de unde rezulta A[17]=2584.

4.4.4.1. Sistemul transpus

Transpusa matricei de sistem F este se noteazi cu F' si se obtine
prin schimbarea coloanelor sale in linii.
Tindnd cont de relatiile (4.157)-(4.158), se defineste sistemul
transpus, ca fiind caracterizat de relatiile
V' [n+1]=F'v'[n]+ gxn] (4.167)
V'[n]=q'v'[n]+dx[n] (4.168)
Conform relatiei (4.166), raspunsul la impuls al acestui sistem este
dat de

B[n] = q' (F')" gu[n 1]+ dS[n] (4.169)
Din algebra matriceali se stie cd (F')"" = (F"")’. Prin urmare
B[n] = q' (F"Y gu[n —1]+ dé[n] (4.169)

Deoarece termenul q'(F""')'g este scalar, el este egal cu
transpusul sau, adica
o' el =g’ (F)'q
ceea ce conduce la identitatea relatiilor (4.166) si (4.169°) si, deci,
h'[n] = h[n]. Astfel un sistem SISO si transpusul sdu au acelasi raspuns la
impuls §i, prin urmare, aceeasi relatie de legdtura intrare-iesire.
Realizarile in spatiul starilor de tipul 1 si tipul 2, descrise de

relatiile (4.132)+(4.135), sunt structuri transpuse care provin de la aceeasi
relatie de legatura intrare-iesire (4.126).
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Exemplul 4.11.
Sad se deseneze diagrama bloc pentru sistemul transpus din
Exemplul 4.5 cu realizarea din figura 4.31.

Solutie. Inversand directia semnalului in toate ramurile si
inlocuind nodurile de bransare cu noduri de sumare, si invers, in diagrama
bloc din figura 4.31, se obtine diagrama bloc din figura 4.33a.

Sistemul transpus este caracterizat de ecuatiile

{vl'[nJrl]} {1,35 —0,45“%'[;1]} H
= +| . |x[n]
v, [n+1]] 10,555 035 ||v,'[n]] |1

Wil =05 0,5{“:[”]

v,'[n]

care conduc direct la diagrama bloc reprezentata in figura 4.33b.

y[n] X, 0.5 X

Y

Figura 4. 33. (a) Sistemul transpus al celui din figura 4.31, (b) Realizarea sistemului din
exemplul 4.11.

S-a folosit structura transpusd deoarece furnizeazd o metoda
simpld de generare a unei noi structuri. Totusi, cateodatd aceastd noua
structura poate diferi numai printr-un factor de multiplicare sau poate fi
identica cu cea originala.

4.4.4.2. Sistemul diagonal

O solutie compactd a ecuatiilor in spatiul stérilor se obtine, daca
matricea de sistem F este diagonald. Aceasta implica gdsirea unei matrice
P, astfel incait F=PFP' si fiec diagonali. Diagonalizarea matricei F
poate fi realizatd mai intai determinand valorile proprii si vectorii proprii
al matricei.
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Fie 4 o valoare proprie a lui F. Un vector nenul u este un vector
propriu asociat matricei F, daca

Fu = Au (4.170)
Pentru a determina valorile proprii ale lui F, se observa ca
(F-ADu=0 (4.171)

Ecuatia are o solutie nenuld (netriviald) u, daca matricea F — Al
este singulara ((F — AI) neinversabild), si anume, daca
det(F—-AI)=0 (4.172)
Determinantul din relatia (4.172), conduce la polinomul
caracteristic al matricei F. Pentru o matrice F de ordin N x N, polinomul
caracteristic este de grad N si, prin urmare, are N rddacini notate cu
A, i=1,2,....N. Radicinile pot fi distincte sau nu. In orice caz, pentru
fiecare radacind A,, se poate determina un vector uj, numit vectorul
propriu corespunzator valorilor proprii 4,, din ecuatia
Fu, = Au,
. : . . L
Acesti vectori proprii sunt ortogonali, adica u;u ;= 0, pentru i # j.
Daca se formeazd o matrice U ale carei coloane sunt vectorii
proprii {u, |,

T 1 T
U=<u, u, - ug,,
R \

atunci matricea F = U'FU este diagonala.

Se observa faptul ca valorile proprii ale matricei F sunt identice cu
radacinile polinomului caracteristic. De exemplu, sistemul care genereaza
secventa Fibonacci este caracterizat de ecuatia cu diferente omogena

yln]=yln-1]-y[n-2]=0 (4.173)
Solutia ecuatiei omogene are forma
yh [n] = 2’”
Substitutia acestei solutii in (4.173) conduce la polinomul caracteristic
A-21-1=0,

care este exact acelasi polinom caracteristic obtinut din determinantul
matricei (F — AI).

Deoarece implementarea sistemului cu ajutorul variabilelor de
stare nu este unica, nici matricea F nu este unica. Totusi, valorile proprii
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ale sistemului sunt unice, astfel cd ele sunt invariante la orice
transformare liniara, nesingulara, a matricei F. In consecinti, polinomul
caracteristic corespunzator matricei F, poate fi determinat fie evaluand
determinantul matricei (F-AI), fie din ecuatia cu diferente ce
caracterizeaza sistemul.

In concluzie, descrierea interni realizeazi o caracterizare
alternativa a sistemului, care este echivalenta cu o descriere intrare-iesire.
Un avantaj al descrierii sistemului in spatiul starilor este ca ofera un plus
de informatii in legaturd cu variabilele interne ale sistemului, informatii
care nu se obtin usor din descrierea intrare-iesire. Formularea variabilelor
de stare pentru un sistem liniar invariant in timp permite reprezentarea
sistemul printr-un sistem de ecuatii cu diferente de ordinul intai,
independente. Aceatd independentd poate fi realizatd prin intermediul
unei transformari care poate fi obtinutd prin gasirea valorilor proprii si
vectorilor proprii ai sistemului.

Exemplul 4.12.
Sa se gaseasca o formula explicita pentru secventa Fibonacci din
Exemplul 4.10.
Solutie. In Exemplul 4.10 s-a stabilit ci secventa Fibonacci poate
fi consideratd ca fiind raspunsul la impuls al sistemului care satisface
urmadtoarele ecuatii in spatiul starilor:

vln+1]= {O 1}v[n] + {O}x[n]
1 1

yin]=[1 1]v[n]+ x[n]
Aici se doreste a se determina un sistem echivalent
¥[n+1] = F¥[n]+ qx[n]
y[n]=g'¥[n]+dx[n]
astfel incat matricea F sd fie diagonald. Conform relatiei (4.163), doua
sisteme sunt echivalente daca
F=PFP"' {=Pq g' =g'P”
Fiind data matricea F, problema este de a determina o matrice P

astfel incat F = PFP' si fie o matrice diagonala.
Intai se calculeazd determinantul din (4.172), de unde rezulta
valorile proprii.
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-4 1 )
det(F — AI) = det . =1 -A-1=0
_1+\/§ 1-+5

2
Corespunzitor acestor valori proprii, din (4.170) rezultd vectorii proprii

1| . 1
U=l sluzz/1 .
1 2

Se observd ca wuu,=1+4A1, =0 (vectorii proprii sunt
ortogonali). Matricea U, ale cdrei coloane sunt vectori proprii ai matricei

F, este
1 1
U=
/11 /12

Matricea U™'FU este diagonala. Intr-adevir, se observa usor ci

F=U'FU= A0
0 A,

si deoarece matricea de transformare este P = U™ atunci
po 1 A, -1
A=A -4 1

R ~ |4 0
Astfel, matricea diagonala F are forma F :{ : }, unde

ﬂ’l

0 4,
elementele diagonale sunt valorile proprii ai polinomului caracteristic.
1
Mai mult, q =Pq = \/§ sig =g'P ' =g'U= {3 +2\/§ 3 _26}

V5

Réspunsul la impuls al acestui sistem diagonal echivalent este
h[n]=g'F"' qu[n—1]+ds[n] =

L1345 Y1+45)" 3-5 ) 1-+5)"
ﬁ[{Tj{T] - [TITJ }”[””*5[’”

care este formula generala pentru secventa Fibonacci.

244



O expresie alternativa poate fi gasitd observand ca secventa
Fibonacci poate fi considerata ca fiind raspunsul de intrare zero al
sistemului descris de ecuatia cu diferente

il = y[n =11+ y[n = 2]+ x[n]
cu conditiile initiale y[-1] = 1, y[-2] = -1. Din implementarea in spatiul
starilor de tip 1 s-a observat ca v,[0]=)[-2]=-1 s1 0,[0]=y[-1]=1.
Prin urmare

. -3+45
o.[01)_ Julor]_-1] 7
5,[0] 0,[01] 5| 3+45
2
iar raspunsul de intrare zero este

V] =g B3[0] = = (”ﬁj —(ﬂJ uln],

J5 2 2

care este o forma mai cunoscutd a secventei Fibonacci, in care primul
termen al secventei este zero. Prin urmare, secventa este {0, 1, 1, 2, 3, 5,

8, .. 1.

4.4.5. Analiza SDLIT in spatiul starilor in domeniul Z

Analiza in spatiul starilor din paragraful anterior a fost realizatd in
domeniul timp, dar aceasta poate fi realizata si in domeniul Z.
Fie ecuatia de stare
v[n+1] = Fv[n]+ qx[n] (4.174)
ce este echivalenta cu un sistem de N ecuatii cu diferente de ordinul intai
v [n+1]=f, v, [n]+f,0,[n]+....+ {0y [n]+q,Xx[n]

valn 1 =ho ]+ o)ty rapxind - o0

oy[n+1]=f,0,[n]+f,0,[n]+....+ f Oy [n] + qyX[n]

Presupunénd ca starea initiala a sistemului este zero, transformata
Z a acestui sistem de ecuatii este
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zV\(z) Su S S | V@) q,
ZVZ:(Z) _ f:21 So o o Sy szz) N q:z X(2) (4.176)
zVy(2) S S o S Vv (@) qy
unde V,(z) este transformata Z a lui v,[n], 1=1, 2, ...,N.
Se defineste vectorul V(z) ca

Vi(2)
V.

V(z) = 2:(2) (4.177)

Vi (2)

Relatia (4.176) poate fi exprimata matriceal, in forma
zV(z) =FV(2)+qX(2) (4.178)
de unde rezulta
ZI-F)V(z) =qX(z

( )WV(2) =qX(2) 4.179)

V(z) = (z1-F) " qX(2)
Transformata Z inversa a relatiei (4.179), conduce la solutia pentru
ecuatia de stare In domeniul timp.
Ecuatia de iesire este data de relatia

y[n] = g'v[n]+ dxn] (4.180)
sau, echivalent, in domeniul Z
Y(z) =g'V(z) +dX(z) (4.181)

Utilizand solutia data de relatia (4.179), se poate elimina vectorul
de stare V(z) din relatia (4.181) si se obtine
Y(z) =[g'(zI -F)'q+d]X(z), (4.182)
care este transformata Z a raspunsului de stare zero al sistemului. Functia
de sistem se obtine din (4.182), sub forma
H(z):@:g‘(ZI—F)’lq+d (4.183)
X(z)

Se observa ca ecuatia de stare datd de (4.179), ecuatia de iesire
data de (4.182) si functia de sistem datd de (4.183), au toate in comun
factorul (zI —F)™', care este o mirime fundamentald ce este legatd de
transformata Z a matricei de tranzitie a sistemului. Aceastd marime se
poate calcula astfel:
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H(z)= Y h[nlz" = 3 [g'F'qun 1]+ d[n]}

n=0 n=0

B (4.184)
= g‘[z F*'z™" jq +d
n=1
Termenul din paranteza poate fi scris ca
ZF’HZ_” =z'A+Fz"' +F*z7 +..)=
o (4.185)

=z'A-Fz")' = -F)"
Dacd se inlocuieste rezultatul din relatia (4.185) in (4.184), se
obtine expresia lui H(z) ca in relatia (4.183). Deoarece matricea de
tranzitie este datd de ®[n]=F" transformata Z a lui ®[n] este

Z:F“Z’n =1+Fz' +F’z7 +..=(1-Fz")" =z(zZI-F)" (4.186)
n=0
Relatia (4.186) reprezintda o metoda simpla de determinare
matricei de tranzitie cu ajutorul transformatei Z. Se reaminteste ca
(I-F)" = adj(z1 - F)
det(zI - F)
unde adj(M) este matricea adjuncta a lui M, iar det(M) determinantul
matricei A. Inlocuind (4.187) in (4.183), rezulta

(4.187)

H(z) = g 20 -E) (4.188)
det(zI - F)
. . : . B(2)
In consecinta, numitorul A(z) al functiei de transfer H(z) = m ,
z

ce contine polii functiei de sistem este

A(z) =det(zl - F), (4.189)
dar det(zI-F) este chiar polinomul caracteristic al Iui F si radacinile sale,
care sunt polii sistemului, sunt valorile proprii ale matricei F.

Exemplul 4.13.
Sa se determine functia de sistem H(z), raspunsul la impuls 4[n] si
matricea de tranzitie ®[n] a sistemului care genereaza secventa

Fibonacci. Acest sistem este descris 1n spatiul starilor de ecuatiile
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L fo 0
Vinll=gy o Ml ] (4.190)
ya=[1 1Mn]+x(n]

Solutie. Pentru a determina H(z) si h[n], se calculeazi (zI - F) ™.

1-Fy -] 2 -17" 1 [z-11
zZ1l — = =  ———
-1 z-1 z2—z-1] 1 z

Prin urmare

1 z-1 1|0 z’ 1
H(z)=—|1 1 +1= =
@ zz—z—l[ ]{ 1 z}[l} z2-z-1 1-z"'-2727

Inversand H(z), se obtine A[n] sub forma

| l+\/§ n+l 1_\/§ n+l
h[n]—ﬁ[( 5 J —[T] ]u[n]

Se observa ca polii lui H(z) sunt p, =(1+\/§)/2 si p, =(1—\/§)/2.

Deoarece |p1|>1, sistemul care genereazd secventa Fibonacci este

instabil.
Matricea de tranzitie ®[#n] are transformata Z
1 22—z 2
z2(zZI-F)" = 5 5
zi—z-1| =z z

Prin inversarea expresiei de mai sus, rezulta
®[n] = |:¢11 [n] ¢,[n]
¢, [n] @, [n]_

unde

5[] = 1445 (1-45) 1-45(14+5) o]
11 - 2\/5 2 2\/5 2

$p[n]= ¢, [n] = %[(1 +2\/§] - (1 _2\/5] ]U[n]

| 1+\/§ n+l 1—J§ n+l
¢zz[n]ﬁ[[ > J _(TJ ]u[n]
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Raspunsul la impuls k[n] poate fi, de asemenea, calculat din
(4.166) utilizand matricea de tranzitie ®[n].

Metoda de analiza indicatd in Exemplul 4.13 se aplica mai ales la
calcularea raspunsului de stare zero al sistemului, deoarece s-a folosit
transformata Z bilaterald. Daca se doreste a se determina raspunsul total
al sistemului, considerand starea initiala nenuld, fie aceasta v[ng], trebuie
folositd transformata Z unilaterald. Astfel, fiind datd o stare initiald v[n]
si o intrare x[n] pentru n > n,, se poate determina vectorul de stare v[n]
pentru n > n, si iesirea y[n] pentru n > n,, prin intermediul transformatei
Z unilaterale.

Fara a pierde din generalitate, se presupune 7, =0. Apoi, fiind
datd intrarea x[n] pentru n >0 si un sistem cauzal, descris de ecuatia de
stare din (4.174), transformata Z unilaterala a ecuatiei de stare este

zV'(z)—zv[0]=FV~'(2) +qX(2)
sau, echivalent,
V*(z) = z(z1 -F) "' v[0]+ (zZI - F) ' qX(2) (4.191)

Se observa ca X " (z) = X(z), deoarece x[n] s-a presupus cauzal.

Similar, transformata Z aplicatd ecuatiei de iesire datd de relatia
(4.180) este

Y'(2)=g'V'(2)+dX(z) (4.192)

Inlocuind V*(z) din relatia (4.191) in (4.192), se obtine

Y (2)=zg'(z1-F) ' v[0] +[g' (zI -F) 'q+d]X(z) (4.193)

Primul termen din membrul drept ai relatiei (4.193), reprezinta

raspunsul de intrare zero datorat conditiilor initiale, iar cel de-al doilea,

raspunsul de stare zero. Prin inversarea relatiei (4.193) se obtine raspunsul
total al sistemului in domeniul timp.

Exemplul 4.14.
Sa se determine raspunsul sistemului Fibonacci pentru n >0
avand starea initiala

-1
V[O]=|: 1}

Solutie. Raspunsul de stare zero al acestui sistem a fost determinat
in Exemplul 4.13, astfel incat se va determina doar raspunsul de intrare
zero, care va fi sumat cu raspunsul de stare zero.
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Transformata Z unilaterald a raspunsului de intrare zero este

z—-1 1|-1 z
Y*(2) = 28 (A = F) "' v[0] = ——[1 1 -
S@ =z A-DMO =—— [ ] " e

Transformata inversd a lui Y (z) este

yoln]=— (”ﬂ —(l‘ﬁj uln]

52 2
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