
CAPITOLUL 4 
 
 
 
 
 

ANALIZA SEMNALELOR DISCRETE ~N 
DOMENIUL FRECVEN}| 

 
 

Un alt instrument matematic foarte util `n analiza [i proiectarea 
SLIT `l constituie transformata [i seria Fourier. Aceste reprezent\ri ale 
semnalelor implic\ descompunerea semnalului `n sinusoide sau 
exponen]iale complexe. Astfel, semnalul este reprezentat `n domeniul 
frecven]\. 

Pentru clasa semnalelor periodice, descompunerea se nume[te  serie 
Fourier, iar pentru clasa semnalelor aperiodice de energie finit\, 
descompunerea se nume[te transformat\ Fourier. 

Aceste descompuneri sunt importante, deoarece permit ob]inerea cu 
u[urin]\  a r\spunsului sistemelor SLIT la astfel de semnale, pe baza 
propriet\]ii de liniaritate a seriei [i transformatei Fourier. 

Din domeniul fizicii au fost preluate no]iunile de spectru, analiz\ 
spectral\ [i sintez\ de spectru, prin analogie cu urm\toarea situa]ie: 
lumina alb\ este descompus\ cu ajutorul unei prisme în culorile 
curcubeului, fiecare din acestea corespunz`nd unei anumite frecven]e din 
spectrul vizual. 

Analiza `n frecven]\ a unui semnal implic\ descompunerea sa `n 
componente sinusoidale. Rolul prismei este preluat de seria [i 
transformata Fourier. Ca [i `n fizic\, termenul de spectru se refer\ la 
con]inutul de frecven]e al semnalului. Procesul de ob]inere a spectrului se 
nume[te analiz\ spectral\. ~n practic\ determinarea spectrului unui 
semnal, bazat\ pe m\sur\tori asupra semnalului, se nume[te estimare 
spectral\. Transformata Fourier a unui semnal se nume[te func]ie de 
densitate spectral\ sau, mai simplu, spectrul semnalului. 

Recombinarea sinusoidelor componente `n scopul refacerii 
semnalului original este o problem\ de sintez\ Fourier. ~n cele ce 
urmeaz\ analiza se va referi atât la semnale analogice periodice [i 
aperiodice, cât [i la semnale discrete, de asemenea, periodice [i 
aperiodice. 

 144



4.1. Analiza `n frecven]\ a semnalelor analogice 
 
Pentru semnalele analogice periodice [i aperiodice se vor trece 

succint `n revist\ `n urm\toarele dou\ paragrafe câteva aspecte referitoare 
la ecua]ia de analiz\, ecua]ia de sintez\, spectrul de amplitudine, spectrul 
de faz\, spectrul de putere [i, respectiv, spectrul de energie al semnalelor, 
tratarea detaliat\ a acestor subiecte fiind prezentat\ `n [13], [16], [20]. 

 
4.1.1. Analiza `n frecven]\ a semnalelor analogice periodice 
 
Reprezentarea matematic\ a semnalelor periodice este dat\ de seria 

Fourier care este o sum\ ponderat\ de sinusoide armonice sau 
exponen]iale complexe având aceea[i perioad\ fundamental\ Tp=1/F0 
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Semnalul exponen]ial   este "blocul constructiv" de 
baz\ cu ajutorul c\ruia se construiesc semnale periodice diferite, prin 
alegerea potrivit\ a frecven]ei fundamentale  [i a coeficien]ilor 

.  reprezint\ frecven]a fundamental\ a semnalului , iar 

coeficien]ii  determin\ forma semnalului. Pentru un semnal periodic 

, de perioad\ T , coeficien]ii  {  se determin\ cu rela]ia [23] 
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Coeficien]ii  formeaz\ spectrul semnalului periodic. Modulul 
coeficien]ilor formeaz\ spectrul de amplitudine, iar argumentul lor, 
spectrul de faz\. Se observ\ c\ integrala poate fi evaluat\ pe orice 
interval de lungime T  al semnalului . ~n reprezentarea semnalelor 
periodice prin serii Fourier apare problema convergen]ei seriei date de 
(4.1) la  pentru orice valoare a lui t . 

{ }kc

p )(tx

)(tx
Exist\ unele condi]ii care garanteaz\ convergen]a [23], dintre care 

un set foarte utilizat `n prelucrarea semnalelor este cunoscut sub numele 
de condi]iile Dirichlet, care asigur\ faptul c\  este egal cu 
dezvoltarea sa `n seria dat\ de (4.1) `n orice punct de continuitate, dac\: 

)(tx

1. Semnalul  are un num\r finit de discontinuit\]i pe orice 
interval finit; 

( )tx
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2. Semnalul con]ine un num\r finit  de maxime [i minime `n orice 
perioad\; 

3. Semnalul este absolut integrabil pe orice perioad\, adic\ 

∫ ∞<
pT

dttx )(                                     (4.3) 

O alt\ condi]ie de convergen]\, dar mai slab\ decât condi]ia 3 din setul 
anterior este aceea ca semnalul s\ aib\ energia finit\ pe o perioad\, adic\ 
s\ fie de de p\trat integrabil pe o perioad\, adic\ 

( )∫ ∞<
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dttx 2||                                   (4.4) 

Aceasta garanteaz\ faptul c\ energia semnalului diferen]\ 
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este zero, de[i  [i seria sa Fourier pot diferi pentru toate valorile lui t. 
Un semnal absolut integrabil este de energie finit\, dar reciproca nu este 
adev\rat\. Ambele condi]ii prezentate mai sus sunt suficiente, dar nu [i 
necesare, adic\ exist\ semnale care nu respect\ condi]iile Dirichlet [i nu 
sunt nici de p\trat integrabil, dar seria Fourier este convergent\. 

( )tx

Toate semnalele periodice de interes practic satisfac aceste condi]ii. 
~n concluzie, dac\  este periodic [i satisface condi]iile Dirichlet, el 
poate fi reprezentat `ntr-o serie Fourier (4.1), cu coeficien]ii specifica]i de 
(4.2). Ecua]ia (4.1) se nume[te ecua]ie de sintez\, iar ecua]ia (4.2), 
ecua]ie de analiz\. 

( )tx

~n general, coeficien]ii Fourier sunt complec[i, iar dac\ semnalul 
 este real, coeficien]ii simetrici sunt complexi conjuga]i c .  ( )tx *

kk c=−

ecc kk
kjθ= ;    ecc kj

kkk
θ−
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Spectrul de amplitudine este par 

cc kk =− ,                                         (4.7) 

iar cel de faz\ este impar 
cc kk −∠=∠ −                                      (4.8) 

Un semnal periodic are energie infinit\ [i putere medie finit\, dat\ 
de rela]ia 
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~ntre coeficien]ii Fourier [i puterea semnalului periodic exist\ 
rela]ia 
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Rela]iile (4.9) [i (4.10) ilustreaz\ echivalen]a puterilor,  pentru semnale 
de putere finit\. 

M\rimea 
2

kc reprezint\ puterea medie a armonicii  a semnalului, iar 

puterea medie total\ a semnalului periodic este suma puterilor medii ale 

armonicilor. Reprezentarea lui 

k

2
kc  func]ie de frecven]ele , 

 formeaz\ spectrul densit\]ii de putere a semnalului 
periodic . 

0kF
...2,1,0 ±±=k
)(tx

Deoarece 
2

kc exist\ numai pentru valori discrete ale frecven]ei 

, se spune c\ spectrul semnalului periodic este format din 
linii spectrale. Distan]a dintre dou\ linii spectrale consecutive este inversa 

perioadei fundamentale 

...)2;;0( 00 FF ±±

pT
F 1

0 = , iar forma spectrului (distribu]ia de 

putere a semnalului) depinde de caracteristicile `n domeniul timp ale 
semnalului. 

 
4.1.2. Analiza `n frecven]\ a semnalelor analogice 
aperiodice 
 
Semnalele analogice aperiodice se reprezint\ `n domeniul frecven]\ 

cu ajutorul transformatei Fourier care, pentru semnalul , se define[te 
cu rela]ia 

)(tx

( )∫
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⋅−= dtetxFX Ftj π2)(                                (4.11) 

)(FX , transformata Fourier direct\ a semnalului , mai este 
cunoscut\ sub numele de func]ie de densitate spectral\ [i este o func]ie de 
variabila continu\ F.  Transformata Fourier invers\ este dat\ de rela]ia  

)(tx

dFeFXtx Ftj∫
∞

∞−
π= 2)()(

                           (4.12) 
[i permite determinarea semnalului  din . Rela]ia (4.11) se 
nume[te ecua]ie de analiz\, iar (4.12) ecua]ie de sintez\. 

)(tx )(FX

Perechile Fourier (4.11) [i (4.12) se pot exprima [i `n func]ie de 

pulsa]ia , Fπ=Ω 2
π
Ω

=
2
ddF , `n forma 
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Un set de condi]ii suficiente pentru existen]a transformatei Fourier a 
semnalelor aperiodice este dat de condi]iile Dirichlet [23]: 

1. Semnalul x  are un num\r finit de discontinuit\]i; ( )t
2.  Semnalul x  con]ine un num\r finit  de maxime [i minime; ( )t
3. Semnalul x  este absolut integrabil, adic\ ( )t

∫
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O alt\ condi]ie de convergen]\, dar mai slab\ decât (4.15), este aceea ca 
semnalul s\ fie de energie finit\, adic\ s\ fie de de p\trat integrabil [18] 
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Un semnal absolut integrabil este de energie finit\, `ns\ reciproca nu este 
`ntotdeauna adev\rat\. ~n general, transformata Fourier  este o 
m\rime complex\, care se exprim\ `n coordonate polare sub forma 

)(FX

)()()( FjeFXFX θ=                            (4.17) 

unde )(FX  este modulul spectrului, iar θ  faza sa.  )(F
 Dac\ semnalul x  este real, atunci transformata Fourier prezint\ 
proprit\]i de simetrie, [i anume, spectrul de amplitudine este o func]ie 
par\ 

)(t

)()( FXFX =−                                 (4.18) 

iar cel de faz\ este o func]ie impar\ 
)()( FXFX −∠=−∠                              (4.19) 

Energia matematic\ a unui semnal  este dat\ de rela]ia )(tx

∫
∞
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= dttxEx

2)(                                  (4.20) 
Leg\tura dintre energia semnalului [i transformata sa Fourier , este 
dat\ de echivalen]a energiilor 

)(FX
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care exprim\ principiul conserv\rii energiei `ntre domeniile timp [i 
frecven]\. 
M\rimea 

2)()( FXFSxx =  ,                                 4.22) 

care este integrandul rela]iei (4.21), reprezint\ distribu]ia de energie a 
semnalului, func]ie de frecven]\ [i se nume[te spectrul densit\]ii de 
energie sau densitate spectral\ de energie a lui . Din (4.22) se 
observ\ c\ 

)(tx

)()( FSFS xxxx =−                                (4.23) 
 adic\ spectrul densit\]ii de energie a unui semnal real are simetrie par\. 
 Din (4.22) se observ\ c\  nu con]ine informa]ii despre faz\ 
[i, deci, din cunoa[terea spectrului de energie nu se va putea reface `n 
mod unic semnalul . 

)(FSxx

)(tx
 
 
4.2. Analiza `n frecven]\ a semnalelor discrete 
 
A[a cum s-a ar\tat `n paragraful 1.2, spre deosebire de semnalele 

analogice, al c\ror domeniu de frecven]e se `ntinde de la  la ∞ , 
domeniul de frecven]e pentru semnalele discrete este restrâns `n intervalul 

 sau [ .  

∞−

],( ππ− )2,0 π
 
4.2.1. Serii Fourier pentru semnale discrete periodice 
 
Pentru un semnal discret periodic ( ) exist\ 

numai N valori `ntr-o perioad\, dup\ care acestea se repet\ 
 . Se mai poate scrie , unde 

 este reprezentarea lui n `n clase de resturi modulo N. Aceast\ 
observa]ie atest\ faptul c\ spa]iul semnalelor discrete periodice, de 
perioad\ N, are dimensiunea N. Func]iile elementare 

ZnNnxnx ∈∀+= ],[][

])[(][ Nnxnx =],...1[]1[],0[][ xNxxNx =+=

Nn)(

10,,
2

−≤≤∈
π

NkNke
n

N
jk

 formeaz\ o baz\ ortogonal\ complet\ `n 
spa]iul func]iilor periodice de perioad\ N. Un semnal discret de perioad\ 
fundamental\ N, poate con]ine componente de frecven]\ separate prin 
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 [i reprezentarea `n serie Fourier a unui semnal 

discret periodic, va con]ine cel mult N componente de frecven]\. Aceasta 
reprezint\ diferen]a esen]ial\ `ntre reprezent\rile `n serie Fourier ale 
semnalelor continue [i discrete. 

Se presupune un semnal discret , de perioad\ N. Seria Fourier 
pentru acest semnal discret se define[te cu rela]ia 
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unde {  sunt coeficien]ii dezvolt\rii `n serie. }kc
Pentru a determina expresia coeficien]ilor Fourier, se folose[te 

rela]ia 
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de unde  
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Rela]ia (4.24) se mai nume[te ecua]ie de sintez\, iar (4.27) ecua]ie 
de analiz\. Coeficien]ii {  reprezint\ spectrul semnalului discret [i 

descriu semnalul  `n domeniul frecven]\, reprezent`nd amplitudinea 
[i faza asociate componentei 
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unde  . Coeficien]ii {  sunt m\rimi complexe, modulul 
coeficien]ilor determinând spectrul de modul, iar faza acestora, spectrul 
de faz\.  

Nkk /2π=ω }kc

Semnalul  este periodic, de perioad\ , adic\ .  [ ]nsk N [ ] [ ]Nnsns kk +=
Natura discret\ a semnalului  determin\ ca [i coeficien]ii 

 s\ fie periodici, de aceea[i perioad\ . ~ntr-adev\r, 
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Spectrul unui semnal  periodic, de perioad\ N, este o secven]\ 
periodic\, de aceea[i perioad\ . ~n consecin]\, cunoa[terea a  
e[antioane consecutive din semnal sau din spectrul s\u determin\ o 
descriere complet\ a semnalului `n domeniile timp, respectiv frecven]\. 
Aceasta `nseamn\ c\ domeniul corespunz\tor lui  (adic\ o 

perioad\) acoper\ domeniul fundamental de frecven]\ 
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sau, echivalent 
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Aceste propriet\]i de simetrie ale spectrului semnalului periodic, 

`mpreun\ cu proprietatea de  periodicitate a coeficien]ilor  determin\ kc
kNk cc −=                                        (4.32) 

[i                                                 ∠                                 (4.33) kNk cc −−∠=
adic\ 

Ncc =0    ∠  00 =−∠= Ncc

11 −= Ncc    11 −−∠=∠ Ncc

22
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2
=Nc∠  pentru N  par              (4.34) 

2
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2
)1( +− = NN cc   

2
)1(

2
)1( +− −∠= NN cc∠  pentru N  impar 

Pentru un semnal real, spectrul dat de coeficien]ii c , , 

pentru  par sau k  pentru  impar, descrie complet 
semnalul `n domeniul frecven]\. 

k 2/,..1,0 Nk =
N 2/)1,..(1,0 −= N N

Folosind propriet\]ile de simetrie pentru coeficien]ii , seria 
Fourier (4.24) devine 

kc
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unde kk c∠=θ , 00 ca = , kkk ca θ= cos2 , kkk cb θ= sin2 , 2/NL =  

pentru N  par [i 2/)1( −= NL , pentru N  impar.  
Spectrul este discret [i periodic, de aceea[i perioad\ fundamental\ cu a 
semnalului.  

 
Exemplul 4.1. 
S\ se calculeze spectrul urm\toarelor secven]e: 

a) nnx π= 5cos][1 ; 

b) 3/sin2][2 nnx π= ; 

c) }0,0,1,1{][3 =nx . 
Solu]ie 

a) Pentru nfnnx 01 2cos5cos][ π=π=  rezult\ Qf ∉= 2/50 , ceea ce 
`nseamn\ c\ secven]a nu este periodic\ [i spectrul s\u nu se calculeaz\ cu 
ajutorul seriei Fourier. 

b) )(
2

)(23/sin2][ 6/526/2
6/26/2

2
njnj

njnj

eej
j
eennx ππ

π−π

−−=
−

=π= . Prin 

identificare cu seria Fourier rezult\ N=6, c1=-j, c5=j, c2=c3=c4=c6=0. Se 
observ\ c\ ,1|||| 51 == cc  2/,2/ 51 π=∠π−=∠ cc . 
c) Perioada secven]ei este N=4. Aplicând rela]ia (4.27), se ob]in 
coeficien]ii seriei pentru k=0, 1, 2, 3. 
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π− +== ∑ , de unde rezult\ urm\toarele 

valori pentru k=0, 1, 2, 3: c0=1/2; c1=(1-j)/4; c2=0; c3=(1+j)/4. 
 
4.2.2. Spectrul densit\]ii de putere pentru semnale discrete 
periodice  
 
Puterea medie a unui semnal discret periodic, cu perioada N , se 

calculeaz\ cu rela]ia 

∑
−

=

=
1

0

2
][

1 N

n
x nxN

P                                        (4.36) 



~nlocuind (4.24) `n (4.36) [i ]inând cont de (4.27), aceasta se 
exprim\ `n func]ie de coeficien]ii Fourier, dup\ cum urmeaz\: 
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Rela]ia (4.37) se nume[te echivalen]a puterilor pentru semnale discrete 

periodice. M\rimea 
2

kc  se nume[te spectrul densit\]ii de putere a 

semnalului discret periodic. Ca [i `n cazul semnalelor analogice, spectrul 
densit\]ii de putere nu con]ine informa]ii despre faza semnalului. 

Energia unui semnal discret periodic calculat\ pe o perioad\ este 
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4.2.3. Propriet\]ile seriei Fourier pentru semnale 

periodice discrete 
 
1. Liniaritatea Dac\ transform\rile (4.24) [i (4.27) definesc o pereche 

Fourier , atunci }{][ kcnx →←

[ ] ∑∑ →←
j

jkj
j

jj canxa                   (4.39) 

2. Deplasarea (translarea) `n timp 
{ }k

Nknj cennx /2
0

0][ π−→←−                   (4.40) 
Spectrul de modul al semnalului nu este afectat de deplasare, ci numai 
spectrul de faz\. ~ntr-adev\r, aplicând (4.27) [i notând n-n0=m, se ob]ine 
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         (4.41) 

Cum nu conteaz\ originea domeniului de `nsumare, ci doar `nglobarea a 
N valori succesive, rela]ia (4.40) este demonstrat\. 
3. Conjugarea complex\  Fie .  Cnx ∈][

{ } { } { }∗
−

∗
−

∗ ==→←
Nkkk ccbnx )(][                      (4.42) 

Ceficien]ii bk ai semnalului complex conjugat  sunt ][nx∗

 153



( )
∗
−

∗
−

∗−π−−

=

π−−

=

∗ ==







== ∑∑ Nkk

N
nkjN

n

N
knjN

n
k ccenx

N
enx

N
b

)(21

0

21

0
][1][1

      (4.43) 

4. Reflectarea semnalului 
{ } }{][ )( Nkk ccnx −− =→←−                       (4.44) 

5. Modificarea sc\rii timpului 
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
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m
nx 1][)(                                              (4.45) 

unde                                       (4.46) 


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=
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nx m

Perioada N1 a semnalului se determin\ dup\ cum urmeaz\: ][)( nx m
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

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][ 11
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Nnx m      (4.47) 

Defini]ia periodicit\]ii implic\ egalitatea rela]iilor (4.46) [i (4.47). Dac\ n 
se divide la m [i (n+N1) se divide la m, atunci [i N1 se divide la m. 
Alegând N1=Lm, , rezult\ *NL∈
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Deoarece  este de perioad\ N, se ob]ine L=N [i, deci, perioada 

semnalului  este N

][nx

)(x m ][n 1=Lm=Nm. Coeficien]ii seriei se calculeaz\ 

astfel:   
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6. Modularea semnalului.  

}{][
0

0
2

kk

n
N

jk
cnxe −

π

→←                         (4.48) 
Modularea realizeaz\ translarea cu k0 a spectrului de modul [i faz\. 
  
7. Produsul a dou\ semnale (teorema produsului). Dac\  [i  
sunt dou\ secven]e periodice de perioad\ N, ai c\ror coeficien]i Fourier 
sunt  

[ ]nx1 [ ]nx2
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atunci 
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unde  desemneaz\ convolu]ia periodic\ sau circular\ a secven]elor c⊗ 1m 
[i c2m. Produsul semnalelor este periodic de perioad\ N. Coeficien]ii ck ai 
produsului sunt 
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(4.51) 
Ultima sum\ reprezint\ convolu]ia periodic\ sau circular\ a secven]elor 
discrete formate din coeficien]ii c1k [i c2k. 
8. Convolu]ia periodic\ sau circular\ (teorema convolu]iei). Dac\ 

 [i  sunt dou\ secven]e periodice de perioad\ N, ai c\ror 
coeficien]i Fourier sunt da]i de (4.49), atunci 
[ ]nx1 [ ]nx2

}{][][ 2121 kk cNcnxnx →←⊗                        (4.52) 
unde, prin defini]ie, convolu]ia circular\ a dou\ semnale periodice  

[i   de aceea[i perioad\ N este 
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Pentru a determina coeficien]ii seriei Fourier ai convolu]iei  

se determin\ semnalul  care are drept coeficien]i ai seriei Fourier 
produsele Nc

][][ 21 nxnx ⊗
][3 nx

1kc2k.  
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9. Diferen]a de ordinul `ntâi a semnalului discret 
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10. ~nsumarea `n domeniul timp ~nsumând un semnal discret  
periodic de perioad\ N, f\r\ component\ continu\, adic\ având c

][nx
0=0, se 

ob]ine un semnal  de aceea[i perioad\, pentru care ][ny

.0,
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][][ 02 =
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Coeficien]ii seriei Fourier ai semnalului  sunt b][ny k. Aplicând 
proprietatea 9 (rela]ia 4.55) rela]iei (4.57), se ob]ine 
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de unde rezult\ coeficien]ii bk ai semnalului , ca `n rela]ia (4.56). ][ny
  
11. Propriet\]i specifice semnalelor reale. Dac\ , atunci 

 [i, conform rela]iei (4.24), rezult\ c\ 

Rnx ∈][
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*
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*
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ceea ce echivaleaz\ cu 
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4.2.4. Analiza `n frecven]\ a semnalelor discrete aperiodice 
 

~n analiza semnalelor discrete, aperiodice, de energie finit\ se 
folose[te transformata Fourier. Prin defini]ie, transformata Fourier a unui 
semnal discret , de energie finit\,  este dat\ de rela]ia ][nx

∑
∞

−∞=

ω−=ω
n

njenxX ][)(                       (4.60) 
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unde reprezint\ spectrul semnalului . )(ωX ][nx
Exist\ dou\ deosebiri de baz\ `ntre transformatele Fourier pentru 

semnale de energie finit\ analogice [i discrete. Prima const\ `n faptul c\ 
spectrul semnalului analogic cuprinde un domeniu infinit de frecven]\ 

, pe când cel pentru semnale discrete este limitat la domeniul 
 sau, echivalent, [ , fiind periodic, de perioad\ . Aceast\ 

periodicitate este o consecin]\ a periodicit\]ii semnalului exponen]ial 
complex. ~ntr-adev\r, 
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   (4.61) 

A doua diferen]\ de baz\ const\ `n faptul c\ transformata Fourier  a 
semnalului discret se exprim\ printr-o sum\, `n timp ce pentru cel 
analogic, cu o integral\. Deoarece  este o func]ie periodic\ de 
variabil\ , ea se poate descompune cu ajutorul seriei Fourier. 
Coeficien]ii Fourier ai descompunerii sunt valorile secven]ei . Pentru 
a demonstra aceast\ afirma]ie, se multiplic\ ambii membri ai rela]iei 

(4.60) cu  [i se integreaz\ pe domeniul [ . Astfel, 

)(ωX
ω

je ω

][nx

m ],ππ−

ω







=ωω ωπ

π−

ω−
∞

−∞=

π

π−

ω ∫ ∑∫ deenxdeX mjnj

n

mj ][)(         (4.62) 

Integrala din membrul drept se calculeaz\ schimb`nd `nt`i ordinea 
sumei cu integrala. Aceast\ schimbare poate fi f\cut\ dac\ seria  

∑
−=

−=
M

Mn

nj
M enxX ωω ][)(                              (4.63) 

converge uniform la  pentru . Convergen]a uniform\ 

presupune c\  pentru . (Convergen]a 
transformatei Fourier este detaliat\ `n paragraful 4.2.6). Presupunând, 
pentru moment, c\ seria converge uniform, membrul drept al rela]iei 
(4.62) devine 
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Din (4.64) [i (4.62) se ob]ine 
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π−∫ deXnx nj)(
2
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Ecua]ia (4.60) se nume[te ecua]ie de analiz\, iar (4.65), ecua]ie de 
sintez\.  

 
4.2.5. Spectrul densit\]ii  de energie pentru semnale 
discrete aperiodice  
 
Energia Ex a unui semnal discret, definit\ cu rela]ia (2.17) poate fi 

exprimat\ `n func]ie de spectrul X(ω), dup\ cum urmeaz\: 
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      (4.66) 

Aceast\ rela]ie este cunoscut\ sub numele de echivalen]a energiilor 
pentru semnale discrete aperiodice, de energie finit\. 
Spectrul  este o m\rime complex\, care `n coordonate polare se 
exprim\ sub forma 

)(ωX

)()()( ωθω=ω jeXX                               (4.67) 

unde  este faza, iar )()( ω∠=ωθ X )(ωX  modulul lui . )(ωX
Ca [i `n cazul semnalelor analogice 

2)()( ω=ω XS xx                               (4.68) 

reprezint\ distribu]ia de energie a semnalului ca o func]ie de frecven]\ [i 
se nume[te spectrul densit\]ii de energie. 

Pentru  un semnal real, ][nx
)()(* ω−=ω XX                               (4.69) 

sau, echivalent 
)()( ω=ω− XX                                (4.70) 

 
[i                                          ∠                                (4.71) )()( ω−∠=ω− XX

Din (4.68) ÷  (4.71) rezult\ 
)()( ω=ω− xxxx SS                                   (4.72) 

Din aceast\ proprietate de simetrie, rezult\ c\ domeniul de 
frecven]\ pentru semnale discrete aperiodice poate fi redus la 0  
(adic\ o jum\tate de perioad\), lucru care s-a putut observa [i la semnale 
discrete periodice. ~n consecin]\, descrierea unui semnal real discret poate 

π≤ω≤
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fi realizat\ complet prin specificarea spectrului `n domeniul de frecven]\ 
 sau 0 . π≤ω≤0 2/SFF ≤≤

M
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4.2.6. Convergen]a transformatei Fourier 
 
~n ob]inerea transformatei inverse date de (4.65) s-a presupus c\ 

seria (4.63) converge uniform la  când M .  Convergen]a 

uniform\ presupune c\ pentru fiecare ω [23] 
)(ωX ∞→

0)()(lim =ω−ω
∞→

XX M                            (4.73) 

Convergen]a uniform\ este garantat\ dac\  este absolut sumabil. ~ntr-
adevar, dac\ 
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atunci   ∞<≤ω ∑
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n nxX ][(                                     (4.75) 

~n plus, se observ\ c\, dac\  este absolut sumabil, atunci el este un 
semnal de energie finit\. 
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Rela]ia (4.74) este o condi]ie suficient\ pentru existen]a transformatei 
Fourier discrete. 

Unele secven]e nu sunt absolut sumabile, dar sunt de p\trat 
sumabil, adic\ au energie finit\, ceea ce reprezint\ o condi]ie mai slab\ 
decât (4.74). {i pentru aceste semnale, de energie finit\, se poate defini 
transformata Fourier, dar trebuie relaxate condi]iile convergen]ei 
uniforme. Pentru asemenea secven]e se poate impune o condi]ie de 
convergen]\ `n medie p\tratic\ [18]  

0)()( 2 =ωω−ω dXX M                         (4.77) 

Energia erorii  tinde la zero, dar nu este necesar ca eroarea 

(ωM  s\ tind\ la zero. ~n acest mod, semnalele de energie finit\ 

pot fi incluse `n clasa semnalelor pentru care exist\ transformata Fourier. 
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Exemplul 4.2.   
S\ se determine r\spunsul la impuls al unui sistem al c\rui 

r\spuns `n frecven]\ este 



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=ω
c
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,0

,1
)(                              (4.78) 

R\spunsul la impuls poate fi determinat cu rela]ia (4.65). 
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Se observ\ c\ h  este diferit de zero pentru n<0, deci sistemul este 
necauzal. De asemenea,  nu este absolut sumabil. Aceasta se 

datoreaz\ faptului c\ H(ω) este o func]ie discontinu\ `n  ω=ω

][n
][nh

c [i ω=-ωc. 
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nu converge uniform pentru toate valorile lui ω. Secven]a  este de 

energie finit\, 

][nh

π
ω

= c
xE , deci suma din (4.80) va converge la H(ω) dat de 

(4.78) `n medie p\tratic\.  ~n continuare se consider\ suma finit\ 
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    (4.81) 

~n figura 4.2 este reprezentat HM(ω) pentru diverse valori ale lui M. Se 
observ\ oscila]ii semnificative la ω=ωc, independent de valoarea lui M. 
Cu cre[terea lui M, oscila]iile au o frecven]\ mai ridicat\, dar m\rimea 
riplului r\mâne aceea[i. Pentru , oscila]iile converg la punctul de 
discontinuitate ω=ω

∞→M
c, dar r\mân de aceea[i amplitudine. Oricum,  dat 

de (4.79) este de p\trat sumabil [i H

][nh
M(ω) converge la H(ω) `n medie 

p\tratic\.  
Comportarea oscilatorie a aproxim\rii HM(ω) a lui H(ω) `n punctul 

de discontinuitate a lui H(ω) se nume[te fenomen Gibbs. De[i eroarea 
dintre  [i poate p\rea neimportant\, deoarece cele dou\ 

func]ii difer\ numai `n ω=ω

)(lim ω
∞→ MM

H )(ωH

c, se va vedea (la proiectarea filtrelor digitale) 

 160



c\ sumele finite au implica]ii importante `n proiectarea sistemelor discrete 
pentru filtrare. 
 

Figura 4.2. Comportarea oscilatorie la , denumit\ fenomen Gibbs cωω =
 
 Fenomenul Gibbs a fost observat ini]ial la trunchierea seriei 
Fourier pentru semnale analogice periodice. ~n 1898 fizicianul Albert 
Michelson a construit un analizor armonic, cu care descompunea un 
semnal pân\ la a optzecea component\, neglijând componentele de ordin 
superior. ~nsumând componentele, se ob]inea un semnal foarte 
asem\n\tor cu cel ini]ial, cu o singur\ excep]ie, [i anume, cazul când 
semnalul analizat era o und\ rectangular\, la reconstruc]ia c\ruia se 
ob]inea un semnal care avea mici oscila]ii `n vecin\tatea tranzi]iei 
semnalului. ~n 1899 Gibbs studiaz\ [i explic\ acest fenomen prin 
neconvergen]a uniform\ a seriei Fourier `n discontinuitate, deoarece odat\ 
cu cre[terea lui M, amplitudinea oscila]iilor nu descre[te, ele fiind doar 
"`nghesuite" `nspre momentul de tranzi]ie al semnalului. Din figura 4.2 se 
observ\ c\, indiferent de valoarea lui M, deci indiferent de calitatea 
aproxim\rii, valoarea spre care tinde seria `n punctul de discontinuitate a 
semnalului este media limitelor laterale ale semnalului.  
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Observa]ie: Spre deosebire de semnalele discrete aperiodice, pentru 
semnale discrete periodice trunchierea seriei Fourier nu conduce la 



apari]ia unui fenomen asem\n\tor cu fenomenul Gibbs, ci numai la o 
aproximare a acesteia. Aproximarea va fi cu atât mai bun\, cu cât 
num\rul termenilor `nsuma]i se apropie de N, perioada semnalului. Când 
se `nsumeaz\ to]i termenii, semnalul ob]inut este chiar , f\r\ nici o 
eroare. Din cele prezentate pân\ acum s-a observat c\ sumabilitatea 
absolut\ a unei secven]e (care asigur\ convergen]a uniform\ a 
transformatei Fourier) [i energia finit\ (care asigur\ convergen]a `n medie 
p\tratic\) sunt condi]ii suficiente pentru existen]a transformatei Fourier. 
Exist\ semnalele care nu `ndeplinesc condi]iile semnalate anterior, dar 
totu[i li se poate asocia o transformat\ Fourier, situa]ie care va fi tratat\ `n 
paragraful urm\tor. 

][nx

 
4.2.7. Transformata Fourier pentru semnale discrete 
periodice  

 
Dup\ cum s-a ar\tat `n paragraful 4.2.6, convergen]a uniform\ a 

transformatei Fourier a unei secven]e impune ca aceasta s\ fie absolut 
sumabil\, iar convergen]a `n medie p\tratic\ cere ca secven]a s\ fie de 
p\trat sumabil. Secven]ele periodice nu satisfac nici una din aceste 
condi]ii, deoarece ele nu tind spre zero pentru n . Se poate 
considera c\ secven]ele ce pot fi exprimate ca o sum\ de exponen]iale 
complexe au transformata Fourier sub forma unui tren de impulsuri [18]. 
Acesta este cazul semnalelor discrete periodice pentru care transformata 
Fourier poate fi interpretat\ ca fiind un tren de impulsuri `n domeniul 
frecven]\ a c\ror valoare este propor]ional\ cu valoarea coeficien]ilor 
seriei Fourier. Mai precis, dac\   este periodic de perioad\ N [i 
coeficien]ii corespunz\tori ai seriei Fourier sunt c

±∞→
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k, atunci transformata 

Fourier a secven]ei periodice  este definit\ ca fiind trenul de 
impulsuri 
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De remarcat periodicitatea de pentru  atât timp cât cπ2 )(ωX
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k=ck+N, [i 
impulsurile sunt spa]iate la multipli `ntregi de , unde N este un 
`ntreg care reprezint\ perioada semnalului . Pentru a ar\ta c\  
definit de (4.82) reprezint\ transformata Fourier a semnalului periodic, se 
`nlocuie[te aceasta rela]ie `n (4.65), ob]inându-se 

N/2π
)(ωX

ω





 π

−ωδπ
π

=ωω
π ∫ ∑∫

−π

−

ω
∞

−∞=

−π

−

ω dek
N

cdeX nj
k

k

nj 2

0

2

0

22
2
1)(

2
1

         (4.83) 

 162



Se reaminte[te c\ `n evaluarea transformatei Fourier inverse integrarea se 
poate efectua pe orice interval de perioad\ 2 , deoarece integrandul este 
periodic de perioad\ 2 . Limitele integralei au fost notate cu 0- [i 

pentru a sugera c\ integrarea se efectueaz\ pe un interval care 
con]ine impulsul din  [i `l exclude pe cel din . Prin 
schimbarea ordinii sumei cu integrala se ob]ine 

π
π

ω
−π2

0= π=ω 2

∑∫∑∫
−

=

π−π

−

ω
∞

−∞=

−π

−

ω =ω





 π

−ωδ=ωω
π

1

0

)/2(2

0

2

0

2)(
2
1 N

k

knNj
k

nj

k
k

nj ecdek
N

cdeX   (4.84) 

Forma final\ a ecua]iei (4.84) a rezultat datorit\ faptului c\ numai 
impulsurile corespunz\toare lui k=0, 1, …, (N-1) sunt incluse `n 
intervalul dintre  ω  [i ω .  −= 0 −π= 2
 Comparând rela]ia (4.84) cu (4.24) se observ\ c\ membrul drept al 
ecua]iei (4.84) este chiar reprezentarea `n serie Fourier pentru semnalul 

 dat de (4.1). ~n consecin]\, transformata Fourier invers\ a trenului de 
impulsuri din rela]ia (4.82) este  chiar semnalul periodic . De[i 
transformata Fourier a secven]elor periodice nu converge `n sens obi[nuit, 
ci numai `n sens distribu]ional, introducerea impulsurilor permite 
includerea secven]elor periodice `n cadrul celor care pot avea 
transformat\ Fourier. 

][nx
][nx

Uneori este util\ cunoa[terea transformatei Fourier pentru semnale care 
nu sunt nici absolut sumabile, nici de p\trat sumabil. Acest lucru se va 
ilustra pe exemplele urm\toare. 
 

Exemplul 4.3.  
Fie secven]a  pentru to]i n. Aceast\ secven]\ nu este nici 

absolut sumabil\, nici de p\trat sumabil, a[a `ncât, pentru acest caz suma 
(4.60) nu converge nici uniform, nici `n medie p\tratic\. Formal, se poate 
stabili o rela]ie similar\ propriet\]ii de dualitate din domeniul analogic `n 
felul urmator 

1][1 =nx

dac\                                                                           (4.85) 1]}[{ =δ nF
atunci                                                                    (4.86) )(2}1{ ωπδ=F

unde  este func]ia impuls unitate, iar este distribu]ia Dirac. ][nδ )(ωδ
~ntr-adev\r, prin `nlocuirea formal\ a rela]iei (4.86) `n (4.65) se ob]ine 

∫
π

π−

ω− =ωωπδ
π

=ωπδ 1)(2
2
1)}(2{1 deF nj                             (4.87) 

dar, pentru semnale discrete, spectrul este periodic de perioad\ , 
 [i 

π2
)2()( kπ−ωδ=ωδ

 163



∫
π

π−

πω− ==ωπ−ωπδ
π

=π−ωπδ 1)2(2
2
1)}2(2{ 21 knjnj edekkF , n (4.88) Z∈

Semnalul  se poate scrie ca o sum\ de impulsuri unitate `ntârziate 1][1 =nx

∑
∞

−∞=

−δ=
k

knnx ][][1 .                                        (4.89) 

Acest semnal se poate descompune `ntr-o serie Fourier exponen]ial\ `n 
forma  

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

=−=
k

N
knj

k
k

ecknnx
π

δ
2

1 ][][                                     (4.90) 

Semnalul  fiind periodic de perioad\ N=1, se poate descompune 
`ntr-o serie Fourier ai c\rei coeficien]i sunt 

][1 nx

1][1 1

0

2

1 == ∑
−

=

πN

n

N
knj

k enx
N

c                                  (4.91) 

astfel `ncât, prin prelungire periodic\ conform rela]iei (4.90),  se 
poate scrie   

][1 nx

                                                                      (4.92) ∑
∞

−∞=

π=
k

knjenx 2
1 ][

}inând seama de (4.86), rezult\ c\ 
                               (4.93) )2(2}{ 2 keF knj π−ωπδ=π

Cu rela]ia (4.93), rezult\ 

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

π π−ωδπ=








=
kk

knj keFnxF )2(2]}[{ 2
1              (4.94) 

Cu (4.60), spectrul semnalului  este ][1 nx

∑
∞

−∞=

ω−=ω
n

njeX )(1                                  (4.95) 

Din (4.94) [i (4.95) rezult\ 

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

ω− π−ωδπ=
kk

kj ke )2(2                            (4.96) 

Se constat\ c\ spectrul unui semnal discret [i periodic este, de asemenea, 
discret [i periodic. ~n cazul considerat, impulsurile care constituie spectrul 
sunt func]ie de variabil\ continu\  [i, prin urmare, sunt de "`n\l]ime 
infinit\, l\]ime zero [i arie unitar\", ceea ce este `n concordan]\ cu faptul 
c\ seria (4.60) nu converge. 

ω

 

 164



Exemplul 4.4.   

Fie semnalul  care este periodic relativ la , de 

perioad\ . Conform rela]iilor (4.60) [i (4.94), spectrul s\u este 

njenx 0][2
ω= 0ω

π2

∑∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

ω−ω−
∞

−∞=

ω−ω π−ω−ωδπ=ω−ω===ω
kn

nj

n

njnj kXeeeX )2(2)()( 001
)(

2
00

,       (4.97) 
adic\, transformata Fourier a unei exponen]iale complexe de modul unitar 
este o distribu]ie Dirac de perioad\ 2 , dup\ cum este reprezentat `n 
figura 4.3. 

π

 
Figura 4.3. Spectrul exponen]ialei discrete 

 
Rezultatul ob]inut `n acest exemplu poate fi extins la semnale periodice 
care pot fi exprimate ca o suma ponderat\ de exponen]iale complexe 
(seria Fourier discret\). Astfel, aplicând transformata Fourier rela]iei 
(4.24) [i tinând seama de liniaritate, rezult\ 

∑
−

=

π









==ω
1

0

2

]}[{)(
N

k

n
N

jk

k eFcnxFX                            (4.98) 

Conform rela]iei (4.97), (4.98) devine 

∑ ∑∑∑
∞

−∞=

−

=

∞

−∞=

−

=









π−

π
−ωδπ=








π−

π
−ωδπ=ω

r

N

k
k

r

N

k
k r

N
kcr

N
kcX )22(2)22(2)(

1

0

1

0
                

(4.99) 
Pentru r fixat, termenii care rezult\ sunt distribu]ii Dirac plasate `n 
intervalul  cu pasul  Pentru r+1, `n intervalul 
imediat urm\tor [  se ob]in acelea[i valori 

pentru coeficien]i, adic\  Dac\ se consider\ [i 
periodicitatea dup\ k, cu perioada N, rela]ia (4.99) se poate scrie sub 
forma 

]/22,2[ Nrr π−ππ
2),1(2 rπ +
2

./2 Nπ
]/2 Nπ
.2 1−π Nc

)1(rπ −+
,...2, 10 ππ cc
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( )∑∑

∑
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∞
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∞
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
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
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
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N

2222)1(2

...)222(2

)22(2)2(2)(

1

2

10

  (4.100) 

Forma spectrului semnalului periodic este prezentat\ `n figura 4.4. Acesta 
este format din linii spectrale reprezentate de distribu]ii Dirac plasate la 
multiplii frecven]ei de . Amplitudinile acestora au valoarea 

. Se remarc\ periodicitatea cu a spectrului, ca rezultat al 

periodicit\]ii coeficien]ilor seriei Fourier [i al plas\rii distribu]iilor la 
multipli `ntregi de ω . 

N/2π

N/π

( )Nkcπ2 π2

20 =

 
Figura 4.4. Spectrul unui semnal discret periodic, format din distribu]ii Dirac plasate la 

ωk=2kπ/N [i periodic de perioad\ 2π 
 
 Exemplul 4.5.  

Fie semnalul discret periodic , de perioad\ 

N. S\ se determine spectrul acestui semnal. 

∑
∞

−∞=

−δ=δ
k

N kNnn ][][

 Solu]ie. Coeficien]ii Fourier ai acestui semnal periodic sunt 

N
en

N
c

n
N

jkN

n
Nk

1][1 21

0
=δ=

π
−−

=
∑  

Conform rela]iei (4.100), spectrul acestui semnal periodic este  

N
N

k
N

nF
k

N /2,)()2(2]}[{ 00 0
π=ωωδω=

π
−ωδ

π
=δ ∑

∞

−∞=
ω .         (4.101) 
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4.2.8. Rela]ia `ntre transformata Fourier [i transformataZ 
 
Transformata Z a unei secven]e  este definit\ ca ][nx

n

n

znxzX −
∞

−∞=
∑= ][)(       RC:     12 rz <<r               (4.102) 

Dac\ se exprim\ z `n form\ polar\ 
ω= jrez                                       (4.103) 

unde zr =  [i z∠=ω , atunci `n regiunea de convergen]\ 

njn

n
rez

ernxzX j
ω−−

∞

−∞=
= ∑=ω ][)(                             (4.104) 

Din (4.104) se observ\ c\  poate fi interpretat\ ca transformat\ 

Fourier a semnalului .   

)(zX
nrnx −][

Termenul  poate fi v\zut ca un factor de ponderare ce cre[te cu n, dac\ 
 [i descre[te pentru . Dac\ converge pentru  

nr −

1<r 1>r )(zX 1=z , atunci 

nj

n
ez

enxXzX j
ω−

∞

−∞=
= ∑=ω=ω ][)()(                      (4.105) 

adic\ transformata Fourier  poate fi v\zut\ ca transformata Z a unei 
secven]e evaluat\ pe cercul unitate. Dac\  nu converge `n regiunea )(zX

1=z  (cercul unitate nu este con]inut `n RC a lui ), transformata 

Fourier fie nu exist\, fie nu se ob]ine prin simpla `nlocuire `n X(z). 
Reciproc, dac\  exist\, atunci  converge pe cercul unitate. Din 
cele prezentate pân\ acum se desprind dou\ observa]ii. 

)(zX

)(ωX )(zX

1. Exist\ secven]e pentru care exist\ transformata Z, dar care nu au 
transformat\ Fourier sau, dac\ au, aceasta nu se calculeaz\ prin 
evaluarea lui X(z) pe cercul unitate. Existen]a transformatei Z impune 
ca secven]a { }nrnx −][  s\ fie absolut sumabil\ pentru anumite valori 
ale lui r, adic\ 

∞<∑
∞

−∞=

−

n

nrnx ][                                  (4.106) 

Dac\ (4.106) converge numai pentru valori ale lui r> 1, atunci 
transformata Z exist\, dar transformata Fourier nu exist\. Acesta este, de 
exemplu, cazul secven]ei cauzale exponen]iale , unde ][][ nuanx n=

.1>a  
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2. Exist\ semnale de energie finit\ care au transformat\ Fourier, dar care 
nu admit transformat\ Z.  

De exemplu, semnalul  

∞<<∞−
π
ω

= n
n

nnx c ,sin][                                      (4.107) 

nu satisface rela]ia (4.106), [i, deci, nu admite transformat\ Z, dar, 
deoarece este de energie finit\, transformata sa Fourier converge `n medie 
p\tratic\ la func]ia discontinu\  )(ωX





π≤ω<ω
ω<ω

=ω
c

cX
,0

,1
)(                             (4.108) 

~n concluzie, existen]a transformatei Z necesit\ ca (4.106) s\ fie 
satisf\cut\ `ntr-o anumit\ regiune a planului Z. Dac\ aceast\ regiune 
con]ine cercul unitate, transformata  exist\. Existen]a transformatei 
Fourier pentru semnale de energie finit\ nu asigu\ `n mod necesar 
existen]a transformatei Z. 

)(ωX

 
4.2.9. Propriet\]ile transformatei Fourier pentru semnale 

discrete aperiodice de energie finită 
 

Transformata Fourier a semnalelor discrete aperiodice de energie 
finit\ prezint\ o serie de proprier\]i foarte utile `n reducerea complexit\]ii 
analizei acestora. Se vor folosi nota]iile: 

∑
∞

−∞=

ω−==ω
n

njenxnxFX ][]}[{)(                      (4.109) 

pentru transformarea direct\ (ecua]ie de analiz\) [i 

ωω
π

=ω= ω

π

− ∫ deXXFnx nj

2

1 )(
2
1)}({][                (4.110) 

pentru transformarea invers\ (ecua]ie de sintez\).  [i   se vor 
numi perechi Fourier. Se reaminte[te c\   este o func]ie periodic\ de 
perioad\ . 

][nx )(ωX
)(ωX

π2
Propriet\]ile  transformatei Fourier prezentate `n continuare sunt 

similare celor ale transformatei Z, ob]inându-se  din acestea prin 
`nlocuirea . ωjez =
1. Liniaritatea  Dac\   )(][ 11 ω→← Xnx F

                           [i  )(][ 22 ω→← Xnx F
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2. Transla]ia (deplasarea) `n domeniul timp  Dac\  )(][ ω→← Xnx F

atunci                                                        (4.112) )(][ ω→←− ω− Xeknx kjF

3. Reflectarea `n timp a semnalului Dac\  )(][ ω→← Xnx F

atunci                                                               (4.113) )(][ ω−→←− Xnx F

Aceasta `nseamn\ c\ prin reflectarea unui semnal  se ob]ine un 
semnal al c\rui spectru are acela[i modul cu cel al lui , dar faza 
sufer\ o schimbare de semn. 

][nx
[x ]n

4. Modularea `n domeniul timp Dac\  )(][ ω→← Xnx F

atunci                                      e                  (4.114) )(][ 0
0 ω−ω→←ω Xnx Fnj

5. Scalarea variabilei `n domeniul timp Dac\  )(][ ω→← Xnx F

atunci                                                              (4.115) )(][)( ω→← mXnx F
m

unde  este dat de (4.46). ][)( nx m

6. Conjugarea complex\ a semnalului Dac\  [i 
,  

)(][ ω→← Xnx F

Cnx ∈][
atunci                                                               (4.116) )(][ ω−→← ∗∗ Xnx F

7. Transformarea diferen]ei de ordinul `ntâi a semnalului discret 
Expresia  este echivalent\ diferen]ierii `n domeniul anlogic. 

Dac\  

]1[][ −− nxnx
)(] ω→← XF[nx

atunci                                         (4.117) )()1(]1[][ ω−→←−− ω− Xenxnx jF

8. Teorema convolu]iei  Dac\            )(][ 11 ω→← Xnx F

                                                    [i      )(][ 22 ω→← Xnx F

atunci                   (4.118) )ω()ω()ω(][][][ 2121 XXXnxnxnx F ⋅=→←∗=
9. Teorema corela]iei  Dac\    [i      )(][ 11 ω→← Xnx F )(][ 22 ω→← Xnx F

atunci                        r             (4.119) )()()()( 212121
ω−ω=ω→← XXSl xx

F
xx

)(
21
ωxxS  se nume[te spectrul densit\]ii de energie de intercorela]ie a 

semnalelor  [i . ][1 nx ][2 nx
10. Multiplicarea a dou\ secven]e 
Dac\   )(][ 11 ω→← Xnx F )(][ 22 ω→← Xnx F

atunci ∫
π

π−
λλ−ωλ

π
=ω→←⋅= dXXXnxnxnx F )()(

2
1)(][][][ 213213  (4.120) 
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Demonstra]ia rezult\ din  (3.27). Dac\   [i )(1 νX 






ν
1

2X  converg pe 

cercul unitate definit de  ν ,− , se poate alege cercul 
unitate drept contur de integrare pentru integrala din  (3.27). ~nlocuind 

 [i  în (3.27), apoi schimb`nd variabila din ν  în λ    se 

ob]ine (4.120), unde 

λ= je π<λ<π

λ=ν je ω= jez

λ= jeν
νX )(1=λX )(1 , 

ω= jeν




ν

=λ
j ze

zX
,

2)
=ν



−ωX 2 ( . 

Integrala din rela]ia (4.120) reprezint\ convolu]ia transformatelor 
 [i  [i rela]ia (4.120) este duala convolu]iei în domeniul 

timp. Aceasta `nseamn\ c\ multiplicarea a dou\ secven]e în domeniul 
timp este echivalent\ cu convolu]ia lor în domeniul frecven]\, [i invers. 

)(1 ωX )(2 ωX

11. Teorema Wiener-Hincin  Fie  un semnal real. Atunci ][nx
)(][ ω→← xx

F
xx Slr                                (4.121) 

adic\, densitatea spectral\ de energie pentru un semnal de energie finit\ 
este transformat\ Fourier  a func]iei de autocorela]ie a semnalului. Acesta 
este un caz particular al rela]iei (4.119). 
12.Teorema lui Parseval  Dac\   [i  )(][ 11 ω→← Xnx F )(][ 22 ω→← Xnx F

atunci                      ωω⋅ω
π

= ∫∑
π

π−

∞

−∞=

dXXnxnx
n

)()(
2
1][][ *

21
*
21            (4.122) 

Pentru demonstrarea rela]iei (4.122), se exprim\  din (4.110) 
[i apoi se folose[te (4.109). 

][1 nx

~n cazul `n care , rela]ia (4.122) devine ][][][ 12 nxnxnx ==

∫∑ π

∞

−∞=

ωω
π

=
2

22 )(
2
1][ dXnx

n
                     (4.122') 

adic\ s-a ob]inut echivalen]a energiilor, ca o consecin]\ a rela]iei lui 
Parseval. Membrul stâng al rela]iei (4.122') reprezint\ energia semnalului 

, egal\, de asemenea, cu func]ia de autocorela]ie , evaluat\  `n 

. Integrandul din (4.122') reprezint\ spectrul densit\]ii de energie 
care, integrat pe un interval de  are ca rezultat energia total\ a 
semnalului. Rezumând, se poate scrie 

][nx
0=l

][lrxx

π2

∫∫∑
π

π−π

∞

−∞=

ωω
π

=ωω
π

=== dSdXnxrE xx
n

xxx )(
2
1)(

2
1][]0[

2

22
   (4.123) 

13. Derivarea `n domeniul spectrului Dac\  )(][ ω→← Xnx F
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atunci                                       
ω
ω

→←
d

dXjn )(][nx                          (4.124) 

14. ~nsumarea `n domeniul timp Dac\  )(][ ω→← Xnx F

atunci                       )()0(
1

)(][ 2 ωδπω
πω X

e
Xkx j

n

k

+
−

→← −
−∞=
∑              (4.125) 

Se consider\ un semnal  cu proprietatea c\ . Dac\ se 

noteaz\ cu V spectrul s\u, pentru se ob]ine 

][nv ∑
∞

−∞=

=
k

kv 0][

)(ω 0=ω

∑∑
∞

−∞==ω

∞

−∞=

ω− ===
nn

nj nvenvV 0][][)0(
0

                           (4.126) 

Suma par]ial\ a semnalului v  este ][n

∑
−∞=

=−−=
n

k

nvnunukvnu ][]1[][];[][ 111  [i U  spectrul s\u.  )(1 ω

Conform rela]iei (4.117), se ob]ine 

0)0()()()1( 1 ==− − VcuVUe j ωωω , adic\  ω

ωω je
V

−−
=

1
)()(1U .  (4.127) 

Rela]ia (4.127) are sens numai dac\ V(0)=0, deoarece 0)1
0
=−

=ω

ω− je(  

~n continuare se va determina spectrul semnalului treapt\ unitate u  
care nu satisface condi]ia (4.126). Din exemplul 4.3 se observ\ c\ 
spectrul unui semnal discret constant este format din linii spectrale plasate 
la multipli de 2  pe axa frecven]elor. Fie componenta spectrului 

treptei unitate pentru frecven]ele , de forma 

, unde g este o constant\. Sc\zând 

aceast\ component\ din spectrul treptei unitate , spectrul r\mas 
corespunde unui semnal ce satisface condi]ia (4.126). Cum X

][n

π

=ω)

)(ωug
=ω

X

n][

πk2

)(ωu

C−

∑
∞

−∞=
π π−ωδδ=ω

k
u kggg )2(()( 2

u(0) =g u(0) 
este componenta continu\ a semnalului, sc\zând din semnal aceast\ 
component\ continu\ C, se ob]ine semnalul u , c\ruia i se poate 
aplica rela]ia (4.127).  
         (  [i, deci ][]1[][)]1[()][ nnunuCnuCnu δ=−−=−−−−

)(
1

1)(;
1

1)()( 2 ωδωωω πωω g
e

X
e

gX jujuu +
−

=
−

=−
−−

 (4.128) 
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Pentru a determina constanta g se arat\ c\ partea impar\ a treptei unitate 
discrete este de forma 



][][][ nbanunuo δ++=                                         (4.129) 

Cum u , rezult\ 1+a+b=0 [i (4.129) se poate scrie  0]0[ =o

                                               ][1][
2

][][ nbbnununu
δ+−−=

−−
.  

Pentru n=1 se ob]ine b=-1/2 [i apoi a=-1/2. 
Componenta impar\ a treptei unitate este  

][)2/1(2/1][][ nnunuo δ−−=                      (4.129') 
[i are, dup\ cum se va vedea (proprietatea 15), un spectru pur imaginar. 

2/1)(2)2/1()()]}([{ 2 −ωπδ−ω=ω πuo XnuF . 
~nlocuind (4.128) `n (4.129'), se ob]ine 

Rgctgj

g
e
eg

e
nuF j

j

jo

∉−+−=

=−+
−
+

=−+−
−

=
−

−

−

)()(
22

1

)()(
1
1

2
1)()(

2
1

1
1)]}([{

2

22

ωδπω

ωδπωδπω

π

πω

ω

πω
 

Aceasta impune  [i rela]ia (4.128) devine π=g

)2(
1

1)(
1

1)(][ 2 π−ωδπ+
−

=ωπδ+
−

=ω→← ∑
∞

−∞=
ω−πω− k

ee
Xnu

k
jju

F (4.130) 

Semnalul sum\ par]ial\ se poate scrie ca o convolu]ie ][ny

                                                         (4.131) ][][][][ nunxkxny
n

k

∗== ∑
−∞=

Aplicând teorema convolu]iei rela]iei (4.131) [i ]inând seama de (4.130) 
se ob]ine 

)()(
1

)()( 2 ωδωπ+
−
ω

=ω πω− X
e

XY j                            (4.132) 

)2()2()2()( π−ωδπ=π−ωδω kkXkX
)0()2( XkX =π ()( ωδωX

 [i cum  este periodic\, adic\ 
, rezult\ c\  [i rela]ia 

(4.125) este demonstrat\. 

)(ωX
)0(= X )2()2 π−ωδπ− kk

15. Propriet\]i de simetrie 
Dac\ un semnal prezint\ propriet\]i de simetrie în domeniul timp, 

este posibil\ deducerea unor caracteristici ale semnalului în domeniul 
frecven]\. 

Semnalele  [i  se presupun complexe, adic\ ][nx )(ωX
][][][ njxnxnx IR +=                             (4.133) 

][)()( njXXX IR +ω=ω                           (4.134) 
unde indicii  [i  indic\ partea real\, respectiv imaginar\. R I
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~nlocuind (4.133) [i e  în (4.109) [i separând 
p\r]ile reale [i imaginare, se ob]ine 

njnnj ω−ω=ω− sincos

nnxnnxX I
n

RR ω+ω=ω ∑
∞

−∞=

sin][cos][)(                (4.135) 

]cos][sin][[)( nnxnnxX I
n

RI ω−ω−=ω ∑
∞

−∞=

            (4.136) 

Similar, din (4.110) se ob]ine 

[ ] ωωω−ωω
π

= ∫ π
dnXnXnx IRR 2

sin)(cos)(
2
1][          (4.137) 

[ ] ωωω+ωω
π

= ∫ π
dnXnXnx IRI 2

cos)(sin)(
2
1][           (4.138) 

~n continuare, se vor considera c`teva cazuri particulare. 
a) Semnale reale  Dac\  este real →   [i  

. Atunci 

][nx ][][ nxnxR =
0][ =nxI

nnxX
n

R ωcos][)ω( ∑
∞

−∞=

=                          (4.139) 

nnxX
n

I ωsin][)ω( ∑
∞

−∞=

−=                         (4.140) 

Deoarece  [i , rezult\ nn ω=ω− cos)cos( nn ω−=ω− sin)sin(
)()( ω=ω− RR XX  simetri pară                    (4.141) 

)ω()ω( II XX −=−  simetrie impară                (4.142) 
Combin`nd (4.141) cu (4.142), se ob]ine 

)()(* ω−=ω XX ,                               (4.143) 
caz  `n care se spune c\ spectrul unui semnal real are simetrie hermitic\. 
~n acest caz, modulul [i faza spectrului sunt 

)ω()ω()ω( 22
IR XXX +=                        (4.144) 

 

)(
)()(

ω
ω

=ω∠
R

I

X
XarctgX                         (4.145) 

Ca o consecin]\ a rela]iilor (4.141) [i (4.142), atât spectrul de modul 
cât [i cel de faza prezint\ propriet\]i de simetrie. 

)()( ω−=ω XX   simetrie par\                  (4.146) 

)()( ω−∠=ω−∠ XX   simetrie impar\               (4.147) 
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Deoarece , din (4.137) rezult\ ][][ nxnx R=

ωωω−ωω
π

= ∫ π dnXnXnx IR ]sin)(cos)([
2
1][

2
            (4.148) 

Deoarece ambele produse   [i  sunt 
func]ii pare, rezult\ 

nX R ωω cos)( nX I ωω sin)(

ωωω−ωω
π

= ∫π dnXnXnx IR ]sin)(cos)([1][             (4.149) 

a1) Semnale reale pare  Dac\  este real [i par ( ) 
atunci este par [i  este impar. Din (4.139), (4.140) 
[i (4.149) se ob]ine 

][nx
nω

][][ nxnx =−
nnx ωcos][ nx sin][

∑
∞

=

ω+=ω
1

cos][2]0[)(
n

R nnxxX     ,         (4.150) )()( ω=ω− RR XX

0)( =ωIX                                      (4.151) 

ωωω
π

= ∫
π

dXnx R cos)(1][
0

                        (4.152) 

Cu alte cuvinte, spectrele semnalelor discrete reale [i pare sunt reale 
[i, în plus, sunt func]ii pare de ω . 

a2) Semnale reale impare  Dac\  este real [i impar, 
, atunci 

][nx
])[][( nxnx −=−

0)( =ωRX                                  (4.153) 

∑
∞

=

ω−=ω
1

sin][2)(
n

I nnxX ,        (4.154) )()( ωω II XX −=−

ωωω
π

−= ∫
π

ndXnx I sin)(1][
0

                   (4.155) 

Cu alte cuvinte, semnalele discrete reale [i impare au spectrul pur 
imaginar [i, în plus, acesta este o func]ie impar\ de . ω

b) Semnale pur imaginare  ~n acest caz ; . 
Astfel, (4.135), (4.136) [i (4.138) devin 

0][ =nxR ][][ njxnx I=

∑
∞

−∞=

ω=ω
n

IR nnxX sin][)(                             (4.156) 

∑
∞

−∞=

ω=ω
n

II nnxX cos][)(                             (4.157) 

ωωω+ωω
π

= ∫
π

dnXnXnx IRI ]cos)(sin)([1][
0

         (4.158) 
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b1) Semnale pur imaginare pare Dac\ este par 

( ), rezult\ 

][nxI

[ ] [nxnx II =− ]
( ) 0=ωRX                                     (4.159) 

( ) [ ] [ ] nnxxX
n

III ω+=ω ∑
∞

=

cos20
1

                    (4.160) 

[ ] ( )∫
π

ωωω
π

=
0

cos1 ndXnx II                         (4.161) 

b2) Semnale pur imaginare impare Dac\  este impar  

, atunci 

][nxI

])[][( nxnx II −=−

∑
∞

=

ω=ω
1

sin][2)(
n

IR nnxX                       (4.162) 

0)( =ωIX                                        (4.163) 

ωωω
π

= ∫
π

ndXnx RI sin)(1][
0

                      (4.164) 

 
4.2.10.  Cepstrum 

      
Se consideră secvenţa {x[n]} stabilă, cu transfomata Z, X(z), 

convergentă pe cercul unitate. Cepstrul complex al secvenţei {x[n]} se 
defineşte ca secvenţa { c [n]}, care este transformata Z inversă a 
secvenţei , unde  

x

)(zCx

)(ln)( zXzCx =                                       (4.165) 
 Cepstrul complex există dacă )  converge într-o regiune  

inelară , unde 0  şi . În interiorul regiunii de 
convergenţă ) poate fi reprezentat în serie Laurent 

(zCx

12 >r21 || rzr <<
(zCx

11 << r

)(ln)( zXzCx = =∑                      (4.166) 
∞

∞−

−n
x znc ][

unde                            ∫ −

π
=

c

n
x dzzzXn 1)(ln

2
1][c                            (4.167) 

unde C este un contur închis din regiunea de convergenţă care conţine 
originea. 
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  Dacă ) poate fi reprezentat ca în relaţia (4.166), secvenţa 
complexă { ]c }este stabilă şi, mai mult, dacă cepstrul complex există, 

 converge pe cercul  unitate. 

(zCx

[nx

)(zCx

∑
∞

∞−

ω−=ω=ω nj
xx encXC ][)(ln)(                      (4.168) 

şi                  ωω
π

= ω
π

π−
∫ deXnc nj

x )(ln
2
1][                         (4.169) 

            Exprimând   în formă polară )(ωX
                                                       (4.170)                       )(|)(|)( ωθωω jeXX =

atunci   
                   ln                        (4.171) )(|)(|ln)( ωθωω jXX +=

   Înlocuind (4.171) în (4.169), se obţine 

ωωθ+ω
π

= ω
π

π−
∫ dejXnc nj

x )](|)(|[ln
2
1][                        (4.172) 

  Separând transformata Fourier inversă din (4.172) în transformatele  
Fourier inverse ale lui ln|X( )| şi , se obţine ω )(ωθ

                     ωω
π

= ω
π

π−
∫ deXn nj

m |)(|ln
2
1][c                            (4.173) 

                 ∫
π

π−

ω
θ ωωθ

π
= den nj)(

2
1][c                               (4.174) 

        În unele aplicaţii, ca de exemplu în procesarea semnalului vocal, se 
calculează numai componenta  , iar faza lui  este ignorată şi, 
prin urmare, secvenţa x[n] nu poate fi refacută din { . Aceasta 
înseamnă că transformarea  nu este inversabilă. Cepstrul 
complex este folosit în practică pentru a se separa cele doua semnale care 
intervin într-o operaţie de convoluţie. Acest proces de separare se 
numeşte deconvoluţie, iar folosirea cepstrului complex în efectuarea 
acestei separări se numeşte deconvoluţie homomorfică

][ncm

][n →

)(ωX
]}[ncm

][ncx m

. 
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4.2.11. Trasformata Fourier a semnalelor cu poli pe cercul 
unitate 

   
 În paragraful 4.2.8 s-a arătat că transformata Fourier a unei secvenţe 

x[n] poate fi obţinută prin evaluarea transformatei Z, X(z), pe cercul 
unitate, cu condiţia ca acesta sa fie conţinută în RC a lui X(z), în caz 
contrar, transformata Fourier fie nu există, fie nu se determină în acest 
mod. 
         Există unele semnale aperiodice care nu sunt nici absolut sumabile, 
nici de energie finită (condiţii care asigurau, conform paragrafului 4.2.6 
convergenţa transformatei Fourier). Pentru aceste semnale este util a 
extinde reprezentarea prin transformată Fourier în sens distribuţional. 
Matematic acest lucru poate fi realizat riguros permiţând transformatei 
Fourier să conţină impulsuri la anumite frecvenţe corespunzatoare 
localizării polilor lui X(z) de pe cercul unitate. Impulsurile sunt funcţie de 
frecvenţa continuă  şi au amplitudine infinită, laţime zero şi arie 
unitară. La limită, un astfel de impuls poate fi văzut ca un puls rectangular 

de înălţime

ω

a
1  şi laţime a, când a 0. →

           Astfel, permiţând introducerea acestor impulsuri în spectrul 
semnalului, este posibil a extinde reprezentarea prin transformată Fourier 
a unor semnale care nu sunt nici absolut sumabile, nici de energie infinită.  
           Urmatoarele exemple ilustrează extinderea transformatei Fourier 
pentru trei secvenţe cu poli pe cercul unitate. 
 

Exemplul 4.6 
 Să se determine transformata Fourier pentru următoarele semnale: 
           a)  ][][1 nunx =
           b)  ][)1(][2 nunx n−=
           c)  ][)(cos][ 03 nunnx ω=
prin evaluarea transformatei Z corespunzătoare pe cercul unitate. 

           a)  Din Tabelul 3.1,
11

1)( 11 −
=

−
= − z

z
z

zX      RC :  |z|>1 

 )  un pol  pe cercul unitate, dar converge pentru |z|>1. (1 zX 11 =p
        Evaluând  pe cercul unitate, exceptând , se obţine )(1 zX 1=z

                  ,...1,0,2;
)2/sin(2

1
)2/sin(2

)(
)

2
(2/

1 =π≠ω
ω

=
ω

=ω
π

−ωω

kke
j

eX
jj
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        La  şi multipli de  conţine impulsuri de arie , aşa 
cum s-a arătat în exemplul din paragraful 4.2.9,  proprietatea 14. 

0=ω )(,2 1 ωπ X π

         Prezenţa polului la z=1 (adică la ) creează probleme numai 
dacă se doreşte calcularea lui |  în , deoarece acolo această 
mărime este infinită. Deşi, la o primă vedere, s-ar putea crede că semnalul 
ar avea componentă continuă, nu este cazul, deoarece acesta nu este 
constant pentru , ci are un salt abrupt la n=0, ceea ce 
determină existenţa tuturor frecvenţelor din intervalul 0 . 

0=ω
=ω|)(1 ωX 0

∞<<∞− n
πω <<

           b)  
11

1)( 12 +
=

+
= − z

z
z

zX        RC |z| > 1 

care are un pol la . Transformata Fourier evaluată la 
frecvenţe diferite de  şi multipli de ai acesteia este  

πjez =−= 1
π=ω π2

                                     






 ω

=ω

ω

2
cos2

)(
2

2

j

ex       





 +π≠

2
12 kω     k=0,1…. 

 În acest caz impulsurile apar la      ππω k2+=

                                      






 ω

=ω

2
cos2

1|)(2X|          k=0,1…. ππω +≠ k2

şi faza         










<
ω

π+
ω

≥
ωω

=ω
0

2
cos

2

0
2

cos
2)(2

pentru

pentru
X∠  

          Datorită prezenţei polului la  (adică frecvenţa ) 
modulul transformatei Fourier devine infinit, |  pentru . 

1−=a πω =
π=∞→ω |)(X ω

             c)  devine infinit la , )(3 ωX 0ωω =

                 2
0

1
0

1

3 cos21
cos1

)( −−

−

+ω−
ω−

=
zz

z
zX  ,     RC :  |z|>1. 

transformata Fourier este 

....1,0;2;
)1)(1(

cos1
)( 0)()(

0
3 00

=π+ω≠ω
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=ω ω+ω−ω−

ω−

kk
ee
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pentru    sau    , |    devine infinită, pentru orice 
altă valoare aceasta fiind bine definită. 

0ωω −= 0ωω = |)(3 ωX

 
 
4.3. Caracterizarea semnalelor în domeniul frecven]\  
[i dualitatea timp frecven]\ 

 
4.3.1. Dualitatea semnalelor 
 
Pentru analiza în frecven]\ a semnalelor, în paragrafele precedente 

s-au introdus: 
 -seria Fourier pentru semnale analogice [i discrete periodice; 
 -transformata Fourier pentru semnale analogice [i discrete 
aperiodice. 
Din paragrafele 4.1 [i 4.2 se observ\ c\ exist\ dou\ caracteristici ale 
semnalelor care determin\ caracteristicile spectrului, [i anume, natura 
variabilei, continu\ sau discret\, [i periodicitatea sau neperiodicitatea 
semnalului. Formulele de analiz\ [i sintez\ ob]inute `n paragrafele 4.1. [i 
4.2 pentru semnale analogice [i discrete periodice sau aperiodice se 
numesc duale una alteia [i sunt prezentate în tabelul din figura 4.5. Se 
desprind urm\toarele concluzii: 
a) Semnalele analogice au spectrul aperiodic. Acest lucru se datoreaz\ 

faptului c\ exponen]iala complex\ e este o func]ie de variabil\ 
continu\ t [i, deci, nu este periodic\ în F. Spectrul semnalelor 
continue se `ntinde pe `ntreaga ax\ real\, dar `n anumite situa]ii de 
simetrie aceasta se reduce la axa real\ pozitiv\ de la F=0 la F=∞ . 

Ftj π2

b) Semnalele discrete au spectrul periodic. Într-adev\r, atât seria 
Fourier, cât [i transformata Fourier pentru semnale discrete sunt 
func]ii periodice cu perioada egal\ cu . Ca urmare a acestei 
periodicit\]i domeniul de frecven]\ al spectrului  semnalelor discrete 
este finit, [i cuprins între [i , unde  corespunde 
celei mai înalte frecven]e posibile de oscila]ie. ~n anumite condi]ii de 
simetrie acesta poate fi doar ω . 

π2

ππ−=ω

,0[∈

=ω

]

π=ω

π
c) Semnalele periodice au spectrul discret. Acestea sunt descrise de serii 

Fourier, ai c\ror coeficien]i reprezint\ “liniile” spectrului discret. 
Spa]iul dintre linii de ∆F sau ∆f este egal cu inversul perioadei Tp 
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respectiv N, din domeniul timp, adic\ 
pT

F 1
=∆  pentru semnale 

analogice periodice [i 
N

f 1
=∆  pentru semnale discrete periodice. 

d) Semnalele aperiodice de energie finit\ au spectrul continuu. Acest 
lucru este o consecin]\ a faptului c\ atât X(F) cât [i X(ω) sunt func]ii 
de ej2πFt [i, respectiv ejωn, care sunt func]ii continue de F [i ω. 

Periodicitatea cu perioada α într-un domeniu implic\ discretizarea cu 
spa]iere de 1  în cel\lalt domeniu, [i invers. ~n domeniul frecven]\ 
perioada se refer\ la banda de frecven]\, iar `n domeniul timp spa]ierea se 
refer\ la perioada de e[antionare. Se observ\ c\ toate rela]iile duale difer\ 
numai în semnul exponentului exponen]ialei complexe. Aceast\ 
schimbare de semn poate fi interpretat\ ca o reflectare a semnalului sau 
spectrului, deoarece 

α/

    (4.165) ( ) ( tFjtFjFtj eee −π−ππ− == 222 )

Din punct de vedere energetic s-a folosit termenul de densitate spectral\ 
de energie `n caracterizarea semnalelor aperiodice de energie finit\ [i 
termenul de densitate spectral\ de putere pentru semnale periodice, 
terminologie care este `n concordan]\ cu faptul c\ semnalele periodice 
sunt de putere finit\, iar cele aperiodice de energie finit\. 
 

4.3.2. Clasificarea semnalelor în domeniul frecven]\ 
  

O posibil\ clasificare a semnalelor `n domeniul frecven]\ se poate 
efectua dup\ banda dominant\ din spectrul lor.  

Dac\ un semnal de putere (sau energie) finit\ are spectrul 
densit\]ii de putere (sau energie) concentrat în jurul frecven]ei zero, 
atunci acesta se nume[te de joas\ frecven]\.  

Dac\ spectrul densit\]ii de putere (sau de energie) este concentrat 
la frecven]e înalte, acesta se nume[te semnal de înalt\ frecven]\. 
 Dac\ spectrul densit\]ii de putere (sau de energie) al unui semnal 
este concentrat într-un domeniu cuprins între frecven]ele joase [i înalte, 
acesta se nume[te semnal trece-band\ sau de medie frecven]\. 
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 În plus fa]\ de aceast\ clasificare general\, se mai folose[te o 
m\sur\ cantitativ\ pentru domeniul în care este concentrat spectrul 
densit\]ii de putere (sau energie), numit\ l\]ime de band\. Spre exemplu, 
dac\ 95% din spectrul unui semnal analogic este concentrat în domeniul 
de frecven]\ , atunci 95% din l\]imea de band\ a semnalului 
este F

21 FFF ≤≤
2-F1. În cazul semnalelor trece band\, termenul de band\ îngust\ se 



folose[te pentru a descrie un semnal a c\rui l\]ime de band\ F2-F1 este 

mult mai mic\ (≤ ori) decât frecven]a median\ 10
2

21 FF +
. În caz contrar 

semnalele se numesc de band\ larg\. Un semnal este de band\ limitat\, 
dac\ spectrul s\u este zero în afara domeniului de frecven]\ BF ≥ .  

F
[ ]nx

t

( )




=t

De exemplu, un semnal continuu, de energie finit\ x(t) este de 
band\ limitat\, dac\ transformata sa Fourier X(F)=0 pentru >B. Un 

semnal discret , de energie finit\, este periodic de band\ limitat\, 
dac\ 

 ( ) 0=ωX   pentru ω < o ω < π. 

 Similar, un semnal analogic periodic, xp(t), este de band\ limitat\ 
dac\ coeficien]ii s\i Fourier ck=0 pentru k >M cu M întreg pozitiv. 

 Un semnal discret periodic, cu perioada fundamental\ N este 
periodic de band\ limitat\, dac\ coeficien]ii s\i Fourier ck=0 pentru        
ko < k  <N. 

 Folosind dualitatea dintre domeniile frecven]\ [i timp se pot folosi 
mijloace similare în caracterizarea semnalelor în domeniul timp. 
 Un semnal se nume[te limitat în timp sau de durat\ finit\ dac\: 
x(t)=0 pentru >τ pentru semnale analogice [i x [ =0 pentru ]n n >N 

pentru semnale discrete aperiodice.  Dac\ semnalul este periodic, el este 

limitat în timp, dac\ xp(t)=0 pentru τ< t  <
2

pT
 pentru semnale analogice 

[i =0 pentru n][nx o<n<N pentru semnale discrete. 
 O caracteristic\ de baz\ a oric\rui semnal este aceea c\ el nu 
poate fi simultan de band\ [i durat\ limitat\. 
 

4.4. Probleme propuse 
 

4.1. S\ se calculeze [i s\ se reprezinte spectrul de modul [i de faz\ 
pentru urm\toarele semnale: ( )  0>a

a) ,  b)
0
0

0 <
≥−

t
tAe

x
at

a ( ) ta
a Aetx −=  
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4.2. Fie semnalul ( )
restîn0

/1 τ≤



 τ−

=
tt

tx  

a) S\ se determine [i s\ se reprezinte spectrul de modul [i de faz\ ( )FX a  

[i . ( )FX a∠
b) S\ se creeze semnalul periodic xp(t), cu perioada fundamental\ 

, astfel încât x(t)=xτ≥ 2pT p(t) pentru | . Care sunt coeficien]ii 

Fourier c

2/| pTt <

k pentru semnalul xp(t)? 
c) S\ se arate c\ :ck=(1/TP) Xa(k/TP). 

 
4.3. Se consider\ semnalul 

[ ]
4

3cos
2
1

2
cos

4
cos22 nnnnx π

+
π

+
π

+=  

a) S\ se determine [i s\ se reprezinte spectrul densit\]ii de putere. 
b) S\ se determine puterea semnalului. 
 

4.4. S\ se determine [i s\ se reprezinte  spectrele de modul [i de 
faz\ ale urm\toarelor semnale periodice. 

a) 
( )

3
2sin4][ −π

=
nnx , b) nnnx

5
2sin

3
2cos][ π

+
π

=  

c) nnnx
5

2sin
3

2cos][ ππ
= ,d)  [ ] { },....2,1,0,1,2,2,1,0,1,2...., −−−−=nx

 
e) , f)        [ ] { },...0,0,1,1,0,0,0,1,1,0,0....,=nx [ ] 1=nx ∞<<∞− n
 

4.5 S\ se determine semnalele periodice, cu perioada 
fundamental\ , da]i fiind coeficien]ii lor Fourier 8=N

a) { }
4

3sin
4

cos π
+

π
=

kkck ,  b) { }






=
≤≤π

=
7

60

0
3

sin
k

kk
ck  

c) { }






= ,....0,

4
1,

2
1,1,2,1,

2
1,

4
1,0....,kc  

 
4.6. S\ se determine semnalele care au urm\toarele transformate 

Fourier: 
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a) ( )
π≤ω<ω

ω≤ω≤





=ω
0

00
1
0

X  

b)   ( ) ω=ω 2cosX
c) Semnalul din figura p.4.6. 

Figura p4.6. 
 

4.7. S\ se determine transformata Fourier a urm\toarelor semnale: 

a) ,  b)  [ ]
restîn0

1 MnM
nx

≤≤−





= [ ]
restîn

0
0
1 Mn

nx
≤≤





=

c)  [ ]
restîn

1
0
1 −≤≤−





=
nM

nx

 
4.8. Se consider\ semnalul  a c\rui  [ ] { }1,2,3,2,1 −−−=nx

 
transformat\ Fourier este . S\ se calculeze urm\toarele m\rimi: ( )ωX

a) ; b) ∠ ; c) ;d) ; e) ( )0X ( )ωX ∫
π

π−
ωω dX )( ( )πX ( ) ωω∫

π

π
dX

2

 

 
4.9. Fie  un semnal arbitrar, nu neap\rat real, cu transformata 

Fourier . S\ se exprime transformata Fourier a urm\toarelor 

semnale în func]ie de . 

[ ]nx
( )ωX

( )ωX

a) ; b) ; c) ; d) ;  ][* nx ][* nx − ]1[][][ −−= nxnxny ∑
−∞=

=
n

k
kxny ][][

e) ;  f) . ]2[][ nxny =
restîn
parn

0
]2/[

][




=
nx

ny
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