CAPITOLUL 4

ANALIZA SEMNALELOR DISCRETE iN
DOMENIUL FRECVENTA

Un alt instrument matematic foarte util in analiza si proiectarea
SLIT 1l constituie transformata si seria Fourier. Aceste reprezentari ale
semnalelor implica descompunerea semnalului in sinusoide sau
exponentiale complexe. Astfel, semnalul este reprezentat in domeniul
frecventa.

Pentru clasa semnalelor periodice, descompunerea se numeste serie
Fourier, iar pentru clasa semnalelor aperiodice de energie finita,
descompunerea se numeste transformata Fourier.

Aceste descompuneri sunt importante, deoarece permit obtinerea cu
usurintd a raspunsului sistemelor SLIT la astfel de semnale, pe baza
proprietatii de liniaritate a seriei si transformatei Fourier.

Din domeniul fizicii au fost preluate notiunile de spectru, analiza
spectrala si sinteza de spectru, prin analogie cu urmatoarea situatie:
lumina alba este descompusa cu ajutorul unei prisme in culorile
curcubeului, fiecare din acestea corespunzind unei anumite frecvente din
spectrul vizual.

Analiza in frecventd a unui semnal implica descompunerea sa in
componente sinusoidale. Rolul prismei este preluat de seria si
transformata Fourier. Ca si 1n fizica, termenul de spectru se refera la
continutul de frecvente al semnalului. Procesul de obtinere a spectrului se
numeste analiza spectrala. In practica determinarea spectrului unui
semnal, bazata pe masuratori asupra semnalului, se numeste estimare
spectrala. Transformata Fourier a unui semnal se numeste functie de
densitate spectrala sau, mai simplu, spectrul semnalului.

Recombinarea sinusoidelor componente in scopul refacerii
semnalului original este o problema de sinteza Fourier. In cele ce
urmeaza analiza se va referi atdt la semnale analogice periodice si
aperiodice, cat si la semnale discrete, de asemenea, periodice si
aperiodice.
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4.1. Analiza in frecventa a semnalelor analogice

Pentru semnalele analogice periodice si aperiodice se vor trece
succint in revista in urmatoarele doua paragrafe cateva aspecte referitoare
la ecuatia de analiza, ecuatia de sinteza, spectrul de amplitudine, spectrul
de faza, spectrul de putere si, respectiv, spectrul de energie al semnalelor,
tratarea detaliata a acestor subiecte fiind prezentata in [13], [16], [20].

4.1.1. Analiza in frecventa a semnalelor analogice periodice

Reprezentarea matematica a semnalelor periodice este data de seria
Fourier care este o suma ponderata de sinusoide armonice sau
exponentiale complexe avand aceeasi perioada fundamentala T,=1/F,

x(t)= ick e/ 4.1)

k=—0
Semnalul exponential {e-f‘z""F o k= 0;i1;i2...} este "blocul constructiv" de
baza cu ajutorul caruia se construiesc semnale periodice diferite, prin
alegerea potrivita a frecventei fundamentale F;, si a coeficientilor
{c,}.F, reprezinta frecventa fundamentala a semnalului x(¢), iar
coeficientii {c,} determina forma semnalului. Pentru un semnal periodic

x(#), de perioada T, coeficientii {ck} se determina cu relatia [23]
= [x(t)e > dt (4.2)
T,;

Coeficientii {ck} formeaza spectrul semnalului periodic. Modulul

coeficientilor formeaza spectrul de amplitudine, iar argumentul lor,
spectrul de faza. Se observa ca integrala poate fi evaluata pe orice
interval de lungime 7, al semnalului x(z). In reprezentarea semnalelor
periodice prin serii Fourier apare problema convergentei seriei date de
(4.1) la x(¢) pentru orice valoare a lui .

Exista unele conditii care garanteaza convergenta [23], dintre care
un set foarte utilizat in prelucrarea semnalelor este cunoscut sub numele
de conditiile Dirichlet, care asigura faptul ca x(¢) este egal cu
dezvoltarea sa in seria data de (4.1) in orice punct de continuitate, daca:

1. Semnalul x(f) are un numar finit de discontinuitati pe orice

interval finit;
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2. Semnalul contine un numar finit de maxime si minime in orice
perioada;
3. Semnalul este absolut integrabil pe orice perioada, adica
[lx(@®)|dt < o (4.3)
T,
O alta conditie de convergenta, dar mai slaba decat conditia 3 din setul
anterior este aceea ca semnalul sa aiba energia finita pe o perioada, adica
sa fie de de patrat integrabil pe o perioada, adica

[Ix(2) [ dt <o (4.4)
TP
Aceasta garanteaza faptul ca energia semnalului diferenta
d(t)=x(t)= e, e/ 2 (4.5)
k=—o0

este zero, desi x(t) si seria sa Fourier pot diferi pentru toate valorile lui t.

Un semnal absolut integrabil este de energie finita, dar reciproca nu este
adevarata. Ambele conditii prezentate mai sus sunt suficiente, dar nu si
necesare, adica exista semnale care nu respecta conditiile Dirichlet si nu
sunt nici de patrat integrabil, dar seria Fourier este convergenta.

Toate semnalele periodice de interes practic satisfac aceste conditii.
In concluzie, daca x(t) este periodic si satisface conditiile Dirichlet, el

poate fi reprezentat intr-o serie Fourier (4.1), cu coeficientii specificati de
(4.2). Ecuatia (4.1) se numeste ecuatie de sintezd, iar ecuatia (4.2),
ecuatie de analiza.

In general, coeficientii Fourier sunt complecsi, iar daca semnalul

. . . o . . . . *
x(t) este real, coeficientii simetrici sunt complexi conjugati ¢ , =c, .

o =ledle® 5 o =c =|ede (4.6)
Spectrul de amplitudine este par
e | =led» (4.7)
iar cel de faza este impar
Le ==Ly (4.8)

Un semnal periodic are energie infinita si putere medie finita, data
de relatia

P=y j[p‘x(z)rdt 4.9)

Intre coeficientii Fourier si puterea semnalului periodic exista
relatia
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Po= Y/ (4.10)
k=—0

Relatiile (4.9) si (4.10) ilustreaza echivalenta puterilor, pentru semnale
de putere finita.

y 2 s . . .

Marimea |ck| reprezinta puterea medie a armonicii k& a semnalului, iar

puterea medie totala a semnalului periodic este suma puterilor medii ale
. . 2 .

armonicilor. Reprezentarea lui |ck| functie de frecventele £kF,

k=0,£1,12... formeaza spectrul densitatii de putere a semnalului
periodic x(¢).

2. . .. .
Deoarece |ck| exista numai pentru valori discrete ale frecventei

(0;£F,;£2F;...), se spune ca spectrul semnalului periodic este format din
linii spectrale. Distanta dintre doua linii spectrale consecutive este inversa

perioadei fundamentale F| =T—, iar forma spectrului (distributia de
p

putere a semnalului) depinde de caracteristicile in domeniul timp ale

semnalului.

4.1.2. Analiza in frecventa a semnalelor analogice
aperiodice

Semnalele analogice aperiodice se reprezinta in domeniul frecventa
cu ajutorul transformatei Fourier care, pentru semnalul x(z), se defineste

cu relatia

X(F)= [x(t)e>™" dt 4.11)

X(F), transformata Fourier directd a semnalului x(¢z), mai este

cunoscuta sub numele de functie de densitate spectrala si este o functie de
variabila continua F. Transformata Fourier inversa este data de relatia

n=[" X(F)e*™dF

x(0=[, X(F)e (4.12)

si permite determinarea semnalului x(¢#) din X(F). Relatia (4.11) se

numeste ecuatie de analiza, iar (4.12) ecuatie de sinteza.
Perechile Fourier (4.11) si (4.12) se pot exprima si in functie de

pulsatia Q =2nF, dF = C;—Q , in forma
T
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X(Q)= Tx(t)e*ff”dz (4.13)

si
x(t) = 1 TX(Q)ejQ’dQ (4.14)
2n 7

Un set de conditii suficiente pentru existenta transformatei Fourier a
semnalelor aperiodice este dat de conditiile Dirichlet [23]:

1. Semnalul x(t) are un numar finit de discontinuitati;
2. Semnalul x(t) contine un numar finit de maxime si minime;

3. Semnalul x(t) este absolut integrabil, adica

[Jx(@)dt < o (4.15)
O alta conditie de convergenta, dar mai slaba decat (4.15), este aceea ca
semnalul sa fie de energie finita, adica sa fie de de pdtrat integrabil 18]

T|x(t)|2dt <o (4.16)

—00
Un semnal absolut integrabil este de energie finita, Insa reciproca nu este
intotdeauna adevarata. In general, transformata Fourier X(F') este o

marime complexa, care se exprima in coordonate polare sub forma
X(F)=|X(F)e™ (4.17)
unde |X (F )| este modulul spectrului, iar 0(F) faza sa.

Daca semnalul x(z) este real, atunci transformata Fourier prezinta

propritati de simetrie, si anume, spectrul de amplitudine este o functie
para

| X(—F)|=|X(F)| (4.18)
iar cel de faza este o functie impara
LX(-F)=—-ZX(F) (4.19)
Energia matematica a unui semnal x(¢) este data de relatia
E,=[" x| dt (4.20)

Legatura dintre energia semnalului si transformata sa Fourier X (F'), este
data de echivalenta energiilor
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E, = [|x(F)dF 4.21)
care exprima principiul conservarii energiei intre domeniile timp si
frecventa.

Marimea

S (F) =[x (#)" 4.22)
care este integrandul relatiei (4.21), reprezinta distributia de energie a
semnalului, functie de frecventa si se numeste spectrul densitdtii de
energie sau densitate spectrald de energie a lui x(¢). Din (4.22) se
observa ca

S (=F) =5, (F) (4.23)
adica spectrul densitatii de energie a unui semnal real are simetrie para.
Din (4.22) se observa ca S, (F) nu contine informatii despre faza
si, deci, din cunoasterea spectrului de energie nu se va putea reface in
mod unic semnalul x(z).

4.2. Analiza in frecventa a semnalelor discrete

Asa cum s-a aratat in paragraful 1.2, spre deosebire de semnalele
analogice, al caror domeniu de frecvente se intinde de la —oo la oo,
domeniul de frecvente pentru semnalele discrete este restrans in intervalul
(—m,m] sau [0,27).

4.2.1. Serii Fourier pentru semnale discrete periodice

Pentru un semnal discret periodic (x[n]=x[n+ N],VneZ) exista
numai N valori intr-o perioada, dupa care acestea se repeta
X[N]=x[0],x[N +1] = x{1],... . Se mai poate scrie x[n]=x[(n),], unde
(n)y este reprezentarea lui n In clase de resturi modulo N. Aceasta

observatie atesta faptul ca spatiul semnalelor discrete periodice, de
perioada N, are dimensiuneca N.  Functiile elementare

2n
Jk=—n
e VN ,keN,0<k<N-1 formeaza o baza ortogonala completa in

spatiul functiilor periodice de perioada N. Un semnal discret de perioada
fundamentala N, poate contine componente de frecventa separate prin
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27%\, radiani sau f = %\7 si reprezentarea in serie Fourier a unui semnal

discret periodic, va contine cel mult N componente de frecventa. Aceasta
reprezinta diferenta esentiala intre reprezentarile in serie Fourier ale
semnalelor continue si discrete.

Se presupune un semnal discret x[n], de perioada N. Seria Fourier
pentru acest semnal discret se defineste cu relatia

N-1
wn]= Yo, N n=01 N=1  (424)
k=0

unde {c, } sunt coeficientii dezvoltarii in serie.

Pentru a determina expresia coeficientilor Fourier, se foloseste
relatia

2

n=|

= N k=0xN+2N..
e]Zrtkn/N :{ (425)

0 in vrest

—j2nmn
Multiplicand ambii membri ai relatiei (4.24) cu e %V si sumand
produsulde la n=0 la n=N —1, rezulta

N-1 . N-IN-1 j2n(k7m)7 N-1
Zx[n]e‘ﬂ”m”/N =Y Yce N=%¢, =Nc,,(m=k) (4.26)
n=0 n=0k=0 n=0
de unde
1 N-1 )
¢, =—> x[n]le”™ N, k=0]..N-1 4.27)

n=0
Relatia (4.24) se mai numeste ecuatie de sinteza, iar (4.27) ecuatie
de analiza. Coeficientii {c,} reprezintd spectrul semnalului discret si
descriu semnalul x{n] in domeniul frecventa, reprezentind amplitudinea
si faza asociate componentei
s, [n] — eerrkn/N = gl (4.28)
unde ®, =2nk/N. Coeficientii {c,} sunt marimi complexe, modulul
coeficientilor determindnd spectrul de modul, iar faza acestora, spectrul
de faza.
Semnalul s, [n] este periodic, de perioada N, adica s, [n]=s,[n+ N].
Natura discretd a semnalului s,[n] determina ca si coeficientii
{c,} sa fie periodici, de aceeasi perioada N . Intr-adevar,
1 N-1 N-1

Cran = N x[n]e—jzn(k+N)n/N — %zx[n]e—j2nkn/N = (4.29)
n=0 n=0
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Spectrul unui semnal x[#n] periodic, de perioada N, este o secventa

periodica, de aceeasi perioada N . In consecinta, cunoasterea a N
esantioane consecutive din semnal sau din spectrul sau determina o
descriere completa a semnalului in domeniile timp, respectiv frecventa.
Aceasta inseamna ca domeniul corespunzator lui £ =0,1..., N —1 (adica o

perioada) acopera domeniul fundamental de frecventd 0 <o, = % <2n

N N .
sau, pentru —?<kﬁz domeniul corespunzator de frecventa este

—T<®, =%Sn

Daca semnalul x[n] este real, x*[n] = x[n], si din relatia (4.27) se obtine

N-1 : N-1
CZ :%(Zx[n]e./znk””vj :%Zx[n]ejZHkn/N :C_k (4‘30)
n=0 n=0

sau, echivalent
c_.|=l|c.| simetrie para
e-dl=ed b ] (4.31)
—-Zc ,=Zc, simetrie impard
Aceste proprietati de simetrie ale spectrului semnalului periodic,
impreuna cu proprietatea de periodicitate a coeficientilor €, determina
] =lex] (4.32)
si Ley ==Ly, (4.33)
adica
|co| :|cN| Ley=—Lcy =0
|cl| =|cN_1| Loy =—Lcy,

Lc,% =0 pentru N par (4.34)

AR

C(N—I% C(N+1%

Pentru un semnal real, spectrul dat de coeficientii ¢,, £k=0,1,.N/2,

LC(N_% = —Zc(m% pentru N impar

pentru N par sau k=0,1,..(N—-1)/2 pentru N impar, descriec complet
semnalul in domeniul frecventa.
Folosind proprietatile de simetrie pentru coeficientii ¢,, seria

Fourier (4.24) devine
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L
x[n]l=c, + ZZ:|ck|cos[2—]\;c kn + Bk] sau
k=1

L
xnl=a,+) | a cos 2 k- b, sin 2% kn (4.35)
P N N
unde 0, =Zc,, a,=c¢c,, a :2|ck|cosek, b, :2|ck|sin6k,L =N/2
pentru N parsi L=(N-1)/2, pentru N impar.
Spectrul este discret si periodic, de aceeasi perioada fundamentala cu a
semnalului.

Exemplul 4.1.
Sa se calculeze spectrul urmatoarelor secvente:

a) x,[n]= cos\/gnn;

b) x,[n]=2sinnn/3;

) x;[n]={1,1,0,0}.
Solutie
a) Pentru x,[n]=cos J5mn = cos2nf,n rezulta f, = J5/2¢0, ceea ce
inseamna ca secventa nu este periodica si spectrul sau nu se calculeaza cu
ajutorul seriei Fourier.
2(ej2nn/e _e—jZTtn/())

2j

identificare cu seria Fourier rezulta N=6, ¢,=-j, cs=j, ¢,=c;=c,=c=0. Se
observaca | ¢, |Hcs |=1, Ze,=-n/2,Zcy=7/2.
c) Perioada secventei este N=4. Aplicand relatia (4.27), se obtin
coeficientii seriei pentru k=0, 1, 2, 3.

Prin

b) x,[n]=2sinnn/3=

j2nn/6 j2n5n/6
j2mn _e‘/nn )

=—j(e

3
¢, = %z x[n]e /™4 = i(x[O] +x[1]e ™ ), de unde rezulta urmatoarele
n=0

valori pentru k=0, 1, 2, 3: ¢,=1/2; ¢,=(1-j)/4; ¢,=0; c,=(1+))/4.

4.2.2. Spectrul densitatii de putere pentru semnale discrete
periodice

Puterea medie a unui semnal discret periodic, cu perioada N, se
calculeaza cu relatia

Py Sletm| (436)
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Inlocuind (4.24) in (4.36) si tindnd cont de (4.27), aceasta se
exprima in functie de coeficientii Fourier, dupa cum urmeaza:

P = %Ex[n]x*[n] = %ix[n][l\ic:{e”“k“”vj =
ick |: zx[n]e—]ann/N:| Z|ck|
=0

nO k=0

(4.37)

Relatia (4.37) se numeste echivalenta puterilor pentru semnale discrete
. . . 2 e
periodice. Marimea |ck| se numeste spectrul densitatii de putere a

semnalului discret periodic. Ca si in cazul semnalelor analogice, spectrul
densitatii de putere nu contine informatii despre faza semnalului.
Energia unui semnal discret periodic calculata pe o perioada este

N-1 N-1
2 2
Ey =Y |xn] =N> e (4.38)
n=0 k=0
4.2.3. Proprietatile seriei Fourier pentru semnale
periodice discrete

1. Liniaritatea Daca transformarile (4.24) si (4.27) definesc o pereche
Fourier x[n]<—>{c, } , atunci

Zaj xj <—> Za it (4.39)
J
2. Deplasarea (translarea) in timp
x[n— n0]<—){e_j2“k”0/ch } (4.40)

Spectrul de modul al semnalului nu este afectat de deplasare, ci numai
spectrul de faza. Intr-adevar, aplicand (4.27) si notadnd n-n,=m, se obtine

—j2mkn N-ny—1 —j2mk(m+ny)
=—2x[n nle Vo= dalme N
(4.41)
*/2751{”0 N-ny—1 —/2ﬂ:km
e N x[mle N
~ 2

m=—n,
Cum nu conteaza originea domeniului de insumare, ci doar inglobarea a
N valori succesive, relatia (4.40) este demonstrata.

3. Conjugarea complexa Fie x[n]eC.

x"[n] <—>{bk } = {ka }: {C(*—k)N } (4.42)

Ceficientii b, ai semnalului complex conjugat x“[n] sunt
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—Jj2mkn

= 1 (= —j2n(-kyn \*
b, :ﬁ;x [nle ¥ Zﬁ Z(;x[”l]e N =Cok = C(n), (4.43)

4. Reflectarea semnalului

A-nle——e, f={c . } (4.44)
5. Modificarea scarii timpului
x(m)[n]<—>{l ck} (4.45)
m

x[n/m]; dacd mdivide n
unde Xemln]= O i test (4.46)

Perioada N, a semnalului x,,[n]se determina dupa cum urmeaza:
x[(n+N,)/m]; daci mdivide (n+N,)

4.47
0; 1n rest ( )

x(m)[n+Nl]:{

Definitia periodicitatii implica egalitatea relatiilor (4.46) si (4.47). Daca n
se divide la m si (n+N,) se divide la m, atunci si N, se divide la m.
Alegind N\=Lm, L e N, rezulta
x[(n/m)+ L];daca mdivide n | x[n/m];dacd m divide n
Xpln+ N ]= A = A
0; in rest 0; in rest
Deoarece x[n] este de perioada N, se obtine L=N si, deci, perioada
semnalului x, [#] este N;=Lm=Nm. Coeficientii seriei se calculeaza

astfel:
mN—

1 Zl | ]e—jkz—:,n 1 f [ ]e—jkz—,"vmp
C, =—— X, \|n mweo=——> x| pm " =
1k mN & (m) mN par (m)

I
- — X N =—C
mN; [ple m

6. Modularea semnalului.

i 22

eV xn]e— e, ) (4.48)

Modularea realizeaza translarea cu k; a spectrului de modul si faza.

7. Produsul a doua semnale (teorema produsului). Daca x,[n] si x,[n]

sunt doua secvente periodice de perioada N, ai caror coeficienti Fourier
sunt
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N n=0
1 N-1 7j2nkn
respectiv. = ¢,, = Nsz [nle” ¥ ,k=0,N-1 (4.49)
n=0
atunci

N-1
x3 [n] = xl [n]XZ [n](—) Z Clm cZ((k—m)N) = Clm ® ch (450)

m=0

unde ® desemneaza convolutia periodica sau circulara a secventelor ¢,
si ¢,,,. Produsul semnalelor este periodic de perioada N. Coeficientii c, ai
produsului sunt

1 N-1 2mkn 1 N-1{ N-1 2/rmn _j27zkn
¢, =—> x[nfx,[n]le ¥ = Ye,e ¥ olnnle Vo=
n=0 n=0\ m=0
N-1 1 N-1 - 27 (k—m)n N-1 N-1
Z Nzxz [n]e Vo= chmCZ(k—m) = zclmc2(k—m)N
m=0 = m=0 m=0
(4.51)

Ultima suma reprezinta convolutia periodica sau circulara a secventelor
discrete formate din coeficientii c,, Si C,.
8. Convolutia periodica sau circulara (teorema convolutiei). Daca
x,[n] si x,[n] sunt doua secvente periodice de perioada N, ai caror
coeficienti Fourier sunt dati de (4.49), atunci
x,[n]® x, [n]«——>{Nc,;c,; } (4.52)
unde, prin definitie, convolutia circulara a doua semnale periodice x, [n]
st x, [n] de aceeasi perioada N este
N-1
xl[n]®x2[n]:le[k]xz[(n_k)N] (4.53)
k=0
Pentru a determina coeficientii seriei Fourier ai convolutiei x,[n]® x,[n]
se determina semnalul x;[n] care are drept coeficienti ai seriei Fourier
produsele Nc;,C,.

N-1 N-1/ N-1 /
_ j2mkn/N __ [ ] —j2nkm/N j2mkn/N _
n]— E Nc,.c,,.e = E E x,|m|e Cy € =
k=0

k=0 \ m=0
N-1 N- N-1 (4.54)
X m [ ] (Z jZ‘n:k(nm)/Nj =20 [mlxz [n—m]
m=0 k=0 m=0
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9. Diferenta de ordinul intai a semnalului discret
_a2n
x[n]—x[n —1]<—>{1 ey jck} (4.55)

10. Insumarea in domeniul timp Insumdnd un semnal discret x[n]
periodic de perioada N, fara componenta continua, adica avand c,=0, se
obtine un semnal )[n] de aceeasi perioada, pentru care

Zn:x[m] = y[n]< J S le,=0. (4.56)
" tl —e_'/ﬁl‘T
nl= 3 xml; yln] - yln—1]=ln] (4.57)

Coeficientii seriei Fourier ai semnalului y[n] sunt b,. Aplicand
proprietatea 9 (relatia 4.55) relatiei (4.57), se obtine

2
y[n]=yln-1]= x[n]<—>{1 _e W jbk} =C (4.58)
de unde rezulta coeficientii b, ai semnalului y[n], ca in relatia (4.56).

11. Proprietati specifice semnalelor reale. Daca x{n]e R, atunci
x[n]= x"[n] si, conform relatiei (4.24), rezulta ca

Cp =Cp =Cypy, (4.59)

ceea ce echivaleaza cu

jes| = |c—k| = |C<*—k)N

Re{c, }=Re{c }= Re{c(—k)N}; Im{c,} =-Im{c,} = _Im{c(—k)N}

(4.59")

; Loy =—Lc = —Lc(_k)N

4.2.4. Analiza in frecventa a semnalelor discrete aperiodice

In analiza semnalelor discrete, aperiodice, de energie finita se
foloseste transformata Fourier. Prin definitie, transformata Fourier a unui
semnal discret x[n], de energie finita, este data de relatia

X(w)= ix[n]e_j‘”” (4.60)

n=—0
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unde X (w)reprezinta spectrul semnalului x[n].

Exista doua deosebiri de baza intre transformatele Fourier pentru
semnale de energie finita analogice si discrete. Prima consta in faptul ca
spectrul semnalului analogic cuprinde un domeniu infinit de frecventa
(—o0,0), pe cand cel pentru semnale discrete este limitat la domeniul
(—m, ] sau, echivalent, [0,27), fiind periodic, de perioada 2z . Aceasta

periodicitate este o consecintd a periodicitatii semnalului exponential
complex. Intr-adevar,

0 0

X (o + 2km) = D xlnle /= xnle e P =
. ":‘“’ " (4.61)
= D dnk™ = X (o)

n=—00
A doua diferenta de baza consta in faptul ca transformata Fourier a
semnalului discret se exprima printr-o suma, in timp ce pentru cel
analogic, cu o integrala. Deoarece X(w) este o functie periodica de

variabila @, ea se poate descompune cu ajutorul seriei Fourier.
Coeficientii Fourier ai descompunerii sunt valorile secventei x[n]. Pentru

a demonstra aceastd afirmatie, se multiplica ambii membri ai relatiei
(4.60) cu e’ si se integreaza pe domeniul [—m, t]. Astfel,

j X (0)e’" dw = j[ i x[nle " } e"do  (4.62)

Integrala din membrul drept se calculeaza schimbind intii ordinea
sumei cu integrala. Aceasta schimbare poate fi facuta daca seria

X, (®)= ix[n]e_j‘”” (4.63)

converge uniform la X(w) pentru M — . Convergenta uniforma
presupune ca X, (o) > X(w) pentru M —>o. (Convergenta

transformatei Fourier este detaliata in paragraful 4.2.6). Presupunand,
pentru moment, ca seria converge uniform, membrul drept al relatiei
(4.62) devine

ix[n]rejm(m_")dco: 2mdm] = (4.64)
~ - 0 m # n ’
Din (4.64) si (4.62) se obtine
1 ¢n )
wnl=—[" X(we™ do (4.65)
2m o
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Ecuatia (4.60) se numeste ecuatie de analiza, iar (4.65), ecuatie de
sintezd.

4.2.5. Spectrul densitatii de energie pentru semnale
discrete aperiodice

Energia E, a unui semnal discret, definita cu relatia (2.17) poate fi
exprimata in functie de spectrul X(w), dupa cum urmeaza:

E = ix[n}x*[n] = ix[n][zifn)(*(w)e_j“’"dw} =

- R (4.66)
1 | "X () ix[n]e_j‘”" do=—1 [ "X (o) do
2 -n = 2w

Aceasta relatie este cunoscuta sub numele de echivalenta energiilor
pentru semnale discrete aperiodice, de energie finita.
Spectrul X (w) este o marime complexa, care in coordonate polare se

exprima sub forma
X(0) = |X (@)™ (4.67)
unde B(w)=ZX(w) este faza, iar |X (co)| modulul lui X ().
Ca si in cazul semnalelor analogice
S (®) =X (o)’ (4.68)

reprezinta distributia de energie a semnalului ca o functie de frecventa si
se numeste spectrul densitdtii de energie.
Pentru x[n] un semnal real,

X (0) = X(-0) (4.69)
sau, echivalent
X (—o)| =X (o) (4.70)
si ZX(—0) = —LX (o) 4.71)
Din (4.68) = (4.71) rezulta
S (~0)=S_ (o) 4.72)

Din aceasta proprietate de simetrie, rezulta ca domeniul de
frecventa pentru semnale discrete aperiodice poate fi redus la 0 <w<n
(adica o jumatate de perioada), lucru care s-a putut observa si la semnale
discrete periodice. In consecinta, descrierea unui semnal real discret poate
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fi realizata complet prin specificarea spectrului in domeniul de frecventa
0<o<msau 0SF<F;/2.

4.2.6. Convergenta transformatei Fourier

In obtinerea transformatei inverse date de (4.65) s-a presupus ca
seria (4.63) converge uniform la X (@) cand M — o. Convergenta

uniforma presupune ca pentru fiecare o [23]
lim X, (0) - X ()| =0 (4.73)

Convergenta uniforma este garantata daca x[n] este absolut sumabil. Intr-
adevar, daca

i|x[n]| < o0 (4.74)
atunci | X (o) = ix[n]ejm" < i|x[n]|<oo (4.75)

In plus, se observa ca, daca x[n] este absolut sumabil, atunci el este un
semnal de energie finita.

E = §|x[n]| s[ﬁx[n]@ < o0 (4.76)

Relatia (4.74) este o conditie suficienta pentru existenta transformatei
Fourier discrete.

Unele secvente nu sunt absolut sumabile, dar sunt de patrat
sumabil, adica au energie finita, ceea ce reprezintd o conditie mai slaba
decat (4.74). Si pentru aceste semnale, de energie finita, se poate defini
transformata Fourier, dar trebuie relaxate conditiile convergentei
uniforme. Pentru asemenea secvente se poate impune o conditie de
convergenta in medie patratica [18]

m f X (0)~ X, (0) do=0 (4.77)

Energia erorii X (w)—X,,(®) tinde la zero, dar nu este necesar ca eroarea
|X (0)-X,, ((o)| sa tinda la zero. In acest mod, semnalele de energie finita

pot fi incluse in clasa semnalelor pentru care exista transformata Fourier.
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Exemplul 4.2.
Sa se determine raspunsul la impuls al unui sistem al carui
raspuns in frecventa este

1, |0)| <,
H(w)= (4.78)

0,0, < |0)| <mn

Raspunsul la impuls poate fi determinat cu relatia (4.65).
. sinw_n 20
hn]=—| e"do={ ™ (4.79)
21 J-o. . _
, n=0
T

Se observa ca A[n] este diferit de zero pentru n<0, deci sistemul este
necauzal. De asemenca, A[n] nu este absolut sumabil. Aceasta se
datoreaza faptului ca H(w) este o functie discontinua in o=, si ®=-®..

0

Seria > hnje e = 3 SEEL pjon (4.80)

n

= n=—0

nu converge uniform pentru toate valorile lui . Secventa A[n] este de

C
T
(4.78) in medie patratica. In continuare se considera suma finita

H, ()= i sino.n e/ = f %Itﬁeﬂ”e—j‘””de =

n=—M nn n=—M e

energie finita, £ =—%, deci suma din (4.80) va converge la H(w) dat de

4.81)

:er e‘(e_“’)M%ej(e_m)mde:LJ‘% sm[(%M+1)(0)—9)/2] 40
2n v 27 o= sin[(0—0)/2]

In figura 4.2 este reprezentat H,,(®) pentru diverse valori ale lui M. Se

observa oscilatii semnificative la w=w,, independent de valoarea lui M.

Cu cresterea lui M, oscilatiile au o frecventa mai ridicata, dar marimea

riplului ramane aceeasi. Pentru M — oo, oscilatiile converg la punctul de

discontinuitate m=w,, dar raman de aceeasi amplitudine. Oricum, A[n] dat

-0,

de (4.79) este de patrat sumabil si Hy(w) converge la H(w) in medie
patratica.

Comportarea oscilatorie a aproximarii Hy,(®) a lui H(®) in punctul
de discontinuitate a lui H(®w) se numeste fenomen Gibbs. Desi eroarea
dintre ]\I}LIOIO H, (o) si H(w)poate parea neimportanta, deoarece cele doua

functii difera numai in ®=w,, se va vedea (la proiectarea filtrelor digitale)
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ca sumele finite au implicatii importante in proiectarea sistemelor discrete
pentru filtrare.

H, (69 M=1 Hd%). M=3
SN K NN
7
. P
-7 e, 0 g n I N 0 Wy, e 7
(@) (b)
H, 69, =7 H, &%, M=19

A o

- . .

VR .
o

N
c 0 vy M n o on - 0 o p

(] ()

-7 oo
Figura 4.2. Comportarea oscilatorie la @ = @, , denumita fenomen Gibbs

Fenomenul Gibbs a fost observat initial la trunchierea seriei
Fourier pentru semnale analogice periodice. In 1898 fizicianul Albert
Michelson a construit un analizor armonic, cu care descompunea un
semnal pana la a optzecea componenta, neglijaind componentele de ordin
superior. Insumand componentele, se obtinea un semnal foarte
asemanator cu cel initial, cu o singura exceptie, si anume, cazul cand
semnalul analizat era o unda rectangulara, la reconstructia caruia se
obtinea un semnal care avea mici oscilatii In vecinatatea tranzitiei
semnalului. In 1899 Gibbs studiaza si explica acest fenomen prin
neconvergenta uniforma a seriei Fourier n discontinuitate, deoarece odata
cu cresterea lui M, amplitudinea oscilatiilor nu descreste, ele fiind doar
"inghesuite" inspre momentul de tranzitie al semnalului. Din figura 4.2 se
observa ca, indiferent de valoarea lui M, deci indiferent de calitatea
aproximarii, valoarea spre care tinde seria in punctul de discontinuitate a
semnalului este media limitelor laterale ale semnalului.

Observatie: Spre deosebire de semnalele discrete aperiodice, pentru

semnale discrete periodice trunchierea seriei Fourier nu conduce la
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aparitia unui fenomen asemanator cu fenomenul Gibbs, ci numai la o
aproximare a acesteia. Aproximarea va fi cu atat mai buna, cu cat
numarul termenilor Insumati se apropie de N, perioada semnalului. Cand
se insumeaza toti termenii, semnalul obtinut este chiar x[n], fara nici o
eroare. Din cele prezentate pana acum s-a observat ca sumabilitatea
absoluta a unei secvente (care asigurda convergenta uniforma a
transformatei Fourier) si energia finita (care asigura convergenta in medie
patratica) sunt conditii suficiente pentru existenta transformatei Fourier.
Exista semnalele care nu indeplinesc conditiile semnalate anterior, dar
totusi li se poate asocia o transformata Fourier, situatie care va fi tratata in
paragraful urmator.

4.2.7. Transformata Fourier pentru semnale discrete
periodice

Dupa cum s-a aratat in paragraful 4.2.6, convergenta uniforma a
transformatei Fourier a unei secvente impune ca aceasta sa fie absolut
sumabila, iar convergenta in medie patratica cere ca secventa sa fie de
patrat sumabil. Secventele periodice nu satisfac nici una din aceste
conditii, deoarece ele nu tind spre zero pentru n—too. Se poate
considera ca secventele ce pot fi exprimate ca o suma de exponentiale
complexe au transformata Fourier sub forma unui tren de impulsuri [18].
Acesta este cazul semnalelor discrete periodice pentru care transformata
Fourier poate fi interpretata ca fiind un tren de impulsuri in domeniul
frecventa a caror valoare este proportionala cu valoarea coeficientilor
seriei Fourier. Mai precis, daca x[n] este periodic de perioada N si
coeficientii corespunzatori ai seriei Fourier sunt c,, atunci transformata
Fourier a secventei periodice x[n] este definita ca fiind trenul de

impulsuri
< 2
X(@AY 2nck8(m—§kj (4.82)
k=—0
De remarcat periodicitatea de 2mpentru X (w) atat timp cat ¢, =c,. i
impulsurile sunt spatiate la multipli intregi de 2n/N, unde N este un
intreg care reprezinta perioada semnalului x[#]. Pentru a arata ca X(o)

definit de (4.82) reprezinta transformata Fourier a semnalului periodic, se
inlocuieste aceasta relatie in (4.65), obtinandu-se

1 p2n- Jon _ 1 e 2n Jon
%J‘of X(@)e""do=—— jo_ kZ;OchkS(w—ije do (4.83)
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Se reaminteste ca in evaluarea transformatei Fourier inverse integrarea se
poate efectua pe orice interval de perioada 2w, deoarece integrandul este
periodic de perioada 2m. Limitele integralei au fost notate cu 0- si
2n—pentru a sugera ca integrarea se efectueaza pe un interval care
contine impulsul din ®w=0 si il exclude pe cel din w=2n. Prin
schimbarea ordinii sumei cu integrala se obtine

n— . > n— . N-l .
21_11; I:, X(@)e™do=Yc, I:, S(m - %k}eimd@ = ¢, e/ (484
k=—c0

k=0
Forma finala a ecuatiei (4.84) a rezultat datorita faptului ca numai
impulsurile corespunzatoare lui k=0, 1, ..., (N-1) sunt incluse in

intervalul dintre ©=0- st ©=2n—.

Comparand relatia (4.84) cu (4.24) se observa ca membrul drept al
ecuatiei (4.84) este chiar reprezentarea in serie Fourier pentru semnalul
x[n] dat de (4.1). In consecinta, transformata Fourier inversa a trenului de
impulsuri din relatia (4.82) este chiar semnalul periodic x[n]. Desi
transformata Fourier a secventelor periodice nu converge in sens obisnuit,
ci numai In sens distributional, introducerea impulsurilor permite
includerea secventelor periodice in cadrul celor care pot avea
transformata Fourier.

Uneori este utila cunoasterea transformatei Fourier pentru semnale care
nu sunt nici absolut sumabile, nici de patrat sumabil. Acest lucru se va
ilustra pe exemplele urmatoare.

Exemplul 4.3.

Fie secventa x,[n]=1 pentru toti n. Aceasta secventa nu este nici
absolut sumabila, nici de patrat sumabil, asa incat, pentru acest caz suma
(4.60) nu converge nici uniform, nici in medie patratica. Formal, se poate
stabili o relatie similara proprietatii de dualitate din domeniul analogic in
felul urmator

daca F{d[n]} =1 (4.85)

atunci F{1} =2nd(w) (4.86)
unde d[n] este functia impuls unitate, iar d(w) este distributia Dirac.
Intr-adevar, prin inlocuirea formala a relatiei (4.86) in (4.65) se obtine

F'{2n8(w)} = zij 2nd(w)e™ dw =1 (4.87)
T ™
dar, pentru semnale discrete, spectrul este periodic de perioada 2m,

O(w) =0(w—2mk) si
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F{2n8(0—27k)} = %Jﬂz 218(w — 21k )e’ " do = e’*™ =1, n € Z (4.88)
T —T
Semnalul x,[n]=1 se poate scrie ca o suma de impulsuri unitate Intarziate

x,[n]= ZOO:S[n —k]. (4.89)

k=—0
Acest semnal se poate descompune intr-o serie Fourier exponentiala in
forma

x,[n]= ié‘[n—k]: ZCke. N (4.90)
k=—o0

Semnalul x,[#] fiind periodic de perioada N=1, se poate descompune

intr-o serie Fourier ai carei coeficienti sunt
Jj2nkn

N-1
ck=%2xl[n]e No=1 (4.91)
n=0

astfel incat, prin prelungire periodica conform relatiei (4.90), x,[n] se
poate scrie

x[n]= Y ™ (4.92)
k=—0
Tinand seama de (4.86), rezulta ca
F{e/*™\ = 2n8(w —2mk) (4.93)

Cu relatia (4.93), rezulta

Fix,[n]} = F{ ieﬂ”k"} =2 iB(w —2nk) (4.94)

k=—0 k=—o0

Cu (4.60), spectrul semnalului x,[#n] este

X, ()= ie-ﬂﬂ" (4.95)

Din (4.94) si (4.95) rezulta
e =2m ) 8(w—2mk) (4.96)
k=—o0 k=—0

Se constata ca spectrul unui semnal discret si periodic este, de asemenea,
discret si periodic. In cazul considerat, impulsurile care constituie spectrul
sunt functie de variabila continua ® si, prin urmare, sunt de "inaltime
infinita, latime zero si arie unitara", ceea ce este in concordanta cu faptul
ca seria (4.60) nu converge.
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Exemplul 4.4.
Fie semnalul x,[n]= e’™" care este periodic relativ la @,, de
perioada 27z . Conform relatiilor (4.60) si (4.94), spectrul sau este

Xy(@)= D e™e ™ =Y /" = X (0-w,) =21 Y 50—, —271k)
n=—ow n=—00 k=—

, (497
adica, transformata Fourier a unei exponentiale complexe de modul unitar
este o distributie Dirac de perioada 27, dupa cum este reprezentat in
figura 4.3.

Znolm—m +3m)
ZHolm—m,+2 1)
2mbit—tag)
2mdiazm, —21)

l l l l l m
-4 -2n 2w+, O @ im omp+in 4n

Figura 4.3. Spectrul exponentialei discrete

Rezultatul obtinut in acest exemplu poate fi extins la semnale periodice
care pot fi exprimate ca o suma ponderata de exponentiale complexe
(seria Fourier discreta). Astfel, aplicind transformata Fourier relatiei
(4.24) si tinand seama de liniaritate, rezulta

Nl jk—n
X(o)=F{x[n]}=) ¢,Fie ¥ (4.98)
k=0
Conform relatiei (4.97), (4.98) devine

X(w) = fck(bt 20018(0)— k% - 2nr)j = i[f 27tck8(o)—kzﬁ7T - 2nr)j

F=—00 r=—oo\_k=0
(4.99)
Pentru r fixat, termenii care rezultd sunt distributii Dirac plasate in
intervalul [2nr, 2nr — 271/ N| cu pasul 27/ N. Pentru r+l1, in intervalul

imediat urmator [27z(r +1),2z(r +1)—27/N] se obtin aceleasi valori
pentru coeficienti, adica 2nc,,2nc,,...2nc,_,. Daca se considera si

periodicitatea dupa k, cu perioada N, relatia (4.99) se poate scrie sub
forma
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X () =2mc, Y 8(w—r-2m)+2mc; Y 80— %r 2m) +

F=—0 r=—%

+27c, 28(0)—2~3V—nr-2n)+...+ (4.100)

F=—o0

+2mcy, ZS((D—(N—])-%I’-ZTEJ :Z 2nc(k)h,8(m—k-2ﬁnj
k=—c0

Forma spectrului semnalului periodic este prezentata in figura 4.4. Acesta
este format din linii spectrale reprezentate de distributii Dirac plasate la
multiplii frecventei de 27 /N. Amplitudinile acestora au valoarea
2mc(;y - Se remarca periodicitatea cu 27a spectrului, ca rezultat al

periodicitatii coeficientilor seriei Fourier si al plasarii distributiilor la
multipli Intregi de ®, =2n/N .

= = > &
S L= L= o =1 L= + -
S = ? = s S B B
Bl L] L 8 = 8 gl & L L |
Ll I a| = g F S S] oen| e g =
+ 4+ + — " | = | | —t "t
Bl =] = | | 2| B BB =2l = I
Rl I ) — = el = frss Rl I — fm]
2l 3| g N S = ) 2 | o | o N
Elzl &l & &l g & o I ol Y
Bl | B | | B| R i =0 I e | o
L T I B e o = S| e 4
e —tg 0 o 2oy (M-Log 2w dr ©

Figura 4.4. Spectrul unui semnal discret periodic, format din distributii Dirac plasate la
®=2kn/N si periodic de perioada 2w

Exemplul 4.5.
Fie semnalul discret periodic &, [n]= ZB[n—kN], de perioada

k=—0
N. Sa se determine spectrul acestui semnal.
Solutie. Coeficientii Fourier ai acestui semnal periodic sunt

1 K1
¢, =—) dy[nle V¥ =—
=y 2l =g
Conform relatiei (4.100), spectrul acestui semnal periodic este

F{SN[n]}zz—]\T;28(0)—/(%)2(008%((0), w, =21/ N . (4.101)
k=—o0
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4.2.8. Relatia intre transformata Fourier si transformataZ

Transformata Z a unei secvente x[n] este definita ca

X(z)= D xnk™ RC: r<|gd<n (4.102)
Daca se exprima z in forma polara
z=re’ (4.103)
unde r = |z| sl o= L|z , atunci in regiunea de convergenta
X()|_ 0= D xny e (4.104)

Din (4.104) se observa ca X(z) poate fi interpretata ca transformata

n

Fourier a semnalului x[#n]r " .

Termenul »™" poate fi vazut ca un factor de ponderare ce creste cu n, daca
r <1 si descreste pentru » > 1. Daca X (z)converge pentru |z| =1, atunci

X(z)

L =X(0)= ix[n]e*fw" (4.105)

adica transformata Fourier poate fi vazuta ca transformata Z a unei
secvente evaluata pe cercul unitate. Daca X(z) nu converge in regiunca

|z| =1 (cercul unitate nu este continut in RC a lui X(z)), transformata
Fourier fie nu exista, fie nu se obtine prin simpla inlocuire in X(z).
Reciproc, daca X (w) exista, atunci X (z) converge pe cercul unitate. Din

cele prezentate pana acum se desprind doua observatii.

1. Exista secvente pentru care exista transformata Z, dar care nu au
transformata Fourier sau, daca au, aceasta nu se calculeaza prin
evaluarea lui X(z) pe cercul unitate. Existenta transformatei Z impune
ca secventa x[n]r'”} sa fie absolut sumabila pentru anumite valori
ale lui r, adica

i|x[n]r_”

Daca (4.106) converge numai pentru valori ale lui r> 1, atunci
transformata Z exista, dar transformata Fourier nu exista. Acesta este, de

exemplu, cazul secventei cauzale exponentiale x[n]=a"u[n], unde

<o (4.106)

|a|>1.
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2. Exista semnale de energie finita care au transformata Fourier, dar care
nu admit transformata Z.
De exemplu, semnalul
n] =22 s <n<oo (4.107)
nn
nu satisface relatia (4.106), si, deci, nu admite transformatd Z, dar,
deoarece este de energie finita, transformata sa Fourier converge in medie

patratica la functia discontinua X ()

L |o<o,
(4.108)

X(o) :{
In concluzie, existenta transformatei Z necesita ca (4.106) sa fie
satisfacuta Intr-o anumita regiune a planului Z. Daca aceastd regiune
contine cercul unitate, transformata X (w) exista. Existenta transformatei
Fourier pentru semnale de energie finita nu asigua in mod necesar
existenta transformatei Z.

0,0, <|o|<m

4.2.9. Proprietatile transformatei Fourier pentru semnale
discrete aperiodice de energie finita

Transformata Fourier a semnalelor discrete aperiodice de energie
finita prezinta o serie de proprierati foarte utile in reducerea complexitatii
analizei acestora. Se vor folosi notatiile:

X(w)=F{x[n]}= ) x[n]e”" (4.109)
pentru transformarea directa (ecuatie de ar;alizé) si
An] = F (X ()} = —— j X (o)’ do (4.110)
2TC 2n

pentru transformarea inversa (ecuatie de sinteza). x[n] si X(w) se vor
numi perechi Fourier. Se reaminteste ca X () este o functie periodica de

perioada 2.
Proprietatile transformatei Fourier prezentate in continuare sunt
similare celor ale transformatei Z, obtinandu-se din acestea prin

inlocuirea z = e’
1. Liniaritatea Daca x,[n]<"— X, (o)
six, [n]@Xz (m)

atunci alxl[n]+azx2[n]<L>alX1 (w)+a,X,(w) (4.111)
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2. Translatia (deplasarea) in domeniul timp Daca x[n]<«X— X ()

atunci xn—kl«tse ™ X (w) 4.112)
3. Reflectarea in timp a semnalului Daca x[n]<-— X (o)
atunci x [-n]«E—> X (~0) (4.113)

Aceasta inseamna ca prin reflectarea unui semnal x[n] se obtine un
semnal al carui spectru are acelasi modul cu cel al lui x[n], dar faza
sufera o schimbare de semn.

4. Modularea in domeniul timp Daca x[n]<«~— X (o)

atunci e’ x[n]«L— X (0-0,) (4.114)
5. Scalarea variabilei in domeniul timp Daca x[n]«~-— X (o)

atunci Xemln] L5 X (mo) (4.115)
unde x,,,[n] este dat de (4.46).

6. Conjugarea complexa a semnalului Dacax[n]<«-— X(®) si
x[nleC,

atunci x'[n]«Lt— X" (-o) (4.116)

7. Transformarea diferentei de ordinul intdi a semnalului discret
Expresia x[n]—x[n—1] este echivalenta diferentierii in domeniul anlogic.

Daca x[n]<«—-— X (o)
atunci xn]-x[n-1]<«E>1-e"") X () 4.117)
8. Teorema convolutiei Daca x,[n]<L— X, (w)

si xz[n](L)Xz (®)
atunci x[n] = x,[n]* x,[n] <L X (0) = X, (0) - X, (o) (4.118)
9. Teorema corelatiei Daca x,[n]<Z—>X,(0) si x,[n]<«L>X, (o)
(LS, (@) =X (@)X, (-0)  (4119)
S, () se numeste spectrul densitatii de energie de intercorelatie a
semnalelor x,[n] st x,[n].
10. Multiplicarea a doua secvente
Daca x,[n]<L— X,(0) x,[n]<E—> X, (o)

atunci

rxlxz

atunci x,[n] = x,[n]- x,[n]<—L—> X, (0) = zi j "X, (W)X, (0—L)d\ (4.120)
TE —T
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Demonstratia rezulta din (3.27). Daca X,(v) si X, (—j converg pe
v

cercul unitate definit de Vzeﬂ,—n<k<n, se poate alege cercul
unitate drept contur de integrare pentru integrala din (3.27). Inlocuind

v=e’ si z=e’ in (3.27), apoi schimbind variabila din v in A  se

obtine (4.120), unde X, (1) =X, (V)| _, , X,(0—2)= Xz(ij .
- v v=e/' z=¢/®

Integrala din relatia (4.120) reprezinta convolutia transformatelor
X, (@) st X,(w) si relatia (4.120) este duala convolutiei in domeniul
timp. Aceasta inseamna ca multiplicarea a doua secvente in domeniul
timp este echivalenta cu convolutia lor in domeniul frecventa, si invers.
11. Teorema Wiener-Hincin Fie x[#] un semnal real. Atunci

r [« S_ (o) (4.121)
adica, densitatea spectrala de energie pentru un semnal de energie finita

este transformata Fourier a functiei de autocorelatie a semnalului. Acesta
este un caz particular al relatiei (4.119).

12.Teorema lui Parseval Daca x [n]<-— X,(®) si x,[n]<"—X,(w)

atunci ixl [n]x,[n]= 2i j " X, (0) X1 (0)do (4.122)
n=—0 L

Pentru demonstrarea relatiei (4.122), se exprima x,[n] din (4.110)
si apoi se foloseste (4.109).
In cazul in care x,[n] = x,[n] = x[n], relatia (4.122) devine

- 2 1 2 .
Z;Jx["ﬂ —2_,1L,I|X((D)I de (4.122")

adica s-a obtinut echivalenta energiilor, ca o consecinta a relatiei lui
Parseval. Membrul stang al relatiei (4.122') reprezinta energia semnalului

x[n], egala, de asemenea, cu functia de autocorelatie »_[/], evaluata in

[ =0. Integrandul din (4.122") reprezinta spectrul densitatii de energie
care, integrat pe un interval de 2m are ca rezultat energia totala a
semnalului. Rezumand, se poate scrie

E =r_[0]= i|x[n]|2 = i j2ﬂ|X(co)|2dm = ijs (0)do  (4.123)

n=—00

13. Derivarea in domeniul spectrului Daca x[n]<-— X ()
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.dX (®)

atunci nx[n]<—>j (4.124)
do
14. insumarea in domeniul timp Daca x[n]<~— X ()
atunci Z Xkl 1X(c:)ﬂ) + 72X (0)0, (@) (4.125)
k=—0 —e

Se considera un semnal V[n] cu proprietatea ca ZV[k]=O. Daca se

noteaza cu V() spectrul sau, pentru ® =0 se obtine o
V(0)= iv[n]e‘j‘”" = iv[n] =0 (4.126)
Suma partiala a sern:l;lului v[n] ;:26 B
u,[n]= Zn:v[k];ul[n] —u,[n—1]=v[n] si U,(®) spectrul sau.
k=

Conform relatiei (4.117), se obtine

(I1-e”)W,(w)=V(w) cu V(0)=0,adica U,(w)= V()

l—e/®’

Relatia (4.127) are sens numai daca V(0)=0, deoarece (1—e /™ )‘ YT 0

(4.127)

In continuare se va determina spectrul semnalului treapta unitate u[n]
care nu satisface conditia (4.126). Din exemplul 4.3 se observa ca
spectrul unui semnal discret constant este format din linii spectrale plasate
la multipli de 2n pe axa frecventelor. Fie g, (@) componenta spectrului

treptei  unitate  pentru  frecventele o=2km, de  forma

g, (®)=g5, (0)=g 28(03—2/(10 , unde g este o constanta. Scazand

k=—00
aceastd componenta din spectrul treptei unitate X, (®), spectrul ramas
corespunde unui semnal ce satisface conditia (4.126). Cum X (0) =g ,(0)
este componenta continua a semnalului, scazand din semnal aceasta
componenta continua C, se obtine semnalul u[n]—C, caruia i se poate
aplica relatia (4.127).
(u[n]—-C)—(u[n—-1]-C) =u[n]—u[n—1]=9[n] si, deci

Xu(a))_gu(a)):
l-e —e

Pentru a determina constanta g se arata ca partea impara a treptei unitate
discrete este de forma

FRAOES +86,, () (4.128)

—jo —jo
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u,[n]=u[n]+a+bd[n] (4.129)
Cum u,[0] =0, rezulta 1+a+b=0 si (4.129) se poate scrie
w:u[n]—l—bwtbfi[n].
Pentru n=1 se obtine b=-1/2 si apoi a=-1/2.
Componenta impara a treptei unitate este
u,[n]=u[n]-1/2-(1/2)d[n] (4.129"
si are, dupa cum se va vedea (proprietatea 15), un spectru pur imaginar.
Flu,[n]}(0)=X, (0)—(1/2)215, (0)—1/2.
Inlocuind (4.128) in (4.129"), se obtine
Flu,[n]}(0) =

1 11+e
-—+(g—n)o,,(w)=— A
2 (g- ) Zz( ) 2 1——@71w

+(g =~ )8, (@) =
l-e

1
=—jetg T +(g =15, (@) ¢ R
Aceasta impune g =1 si relatia (4.128) devine

+7 is«»-zkn) (4.130)

k=—0

_jm

un]«r— X, (0)= e +75, () = 1

Semnalul suma partiala y[n]se poate scrie ca o convolutie

y[n]= ix[k] = x[n]*u[n] (4.131)

Aplicand teorema convolutiei relatiei (4.131) si tindnd seama de (4.130)
se obtine

X (o)

V() == o+ X (@)3,,(0) (4.132)

X(0)d(»—2kn) = X (2km)d(w — 2km) si cum X () este periodica, adica
X (2kn) = X(0), rezulta ca X (w)d(w—2km)= X (0)0(w—2km) si relatia
(4.125) este demonstrata.
15. Proprietati de simetrie
Daca un semnal prezinta proprietati de simetrie in domeniul timp,
este posibila deducerea unor caracteristici ale semnalului in domeniul
frecventa.
Semnalele x[n] si X(®) se presupun complexe, adica
x[n] = x,[n]+ jx,[n] (4.133)
X(0)=X, (o) + jX,[n] (4.134)
unde indicii R si / indica partea reala, respectiv imaginara.
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Inlocuind (4.133) si e/ =coswn— jsinwn in (4.109) si separand
partile reale si imaginare, se obtine

Xp(0)= ixR[n]cos on+ x,[n]sin ®n (4.135)
X,((;)):—Zw:[xR[n]sinwn—x,[n]coswn] (4.136)

n=-—o0

Similar, din (4.110) se obtine
xX[n]= 2i L [X (@) coson — X, (w)sin onHo (4.137)
Tc Y

x,[n]:ZLI [XR(m)sinom+X,(oa)coso)n]d0) (4.138)
TC 2n

In continuare, se vor considera citeva cazuri particulare.
a) Semnale reale Daca x[n] este real — x,[n]=x[n] si

x,[n]=0. Atunci

Xp(@) = x{n]coson (4.139)
X, (0)=-) x[n]sinon (4.140)
Deoarece cos(—m)n =coswn si sin(—m)n = —sinon , rezulta
X, (—0) = X (») simetri pard (4.141)
X,(-0)=—X,(w) simetrie impara (4.142)
Combinind (4.141) cu (4.142), se obtine
X' (0)=X(~0), (4.143)

caz 1n care se spune ca spectrul unui semnal real are simetrie hermitica.
In acest caz, modulul si faza spectrului sunt

X (0) = X2 (@) + X, (o) (4.144)
_ X, (o)
ZX(w) = arctg—XR © (4.145)

Ca o consecinta a relatiilor (4.141) si (4.142), atat spectrul de modul

cat si cel de faza prezinta proprietati de simetrie.
|X (0))| = |X (—0))| simetrie para (4.146)
/X (—0)=—-4X(w) simetrie impara (4.147)
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Deoarece x[n]= x,[n], din (4.137) rezulta
xn]= 2i L [X () coson—X, (w)sinon]deo (4.148)
TE T

Deoarece ambele produse X, (w)cosown si X,(w)sinwn sunt
functii pare, rezulta

x[n]= lJ‘ [ Xz (®)cosmn— X, (w)sinon]do (4.149)
Tc T

al) Semnale reale pare Daca x[n] este real si par (x[—n]=x[n])
atunci x[n]coswn este par si x[n]sinwn este impar. Din (4.139), (4.140)
si (4.149) se obtine

X (o) =x[0]+ 22 x[n]coson , X (—m)=X,(®) (4.150)

X, (0)=0 (4.151)
n]=1 [ X p(@)coswdo (4.152)
T 0

Cu alte cuvinte, spectrele semnalelor discrete reale si pare sunt reale
si, in plus, sunt functii pare de ®.
a2) Semnale reale impare Daca x[n] este real si impar,
(x[-n]=—x[n]), atunci
Xp(0)=0 (4.153)

X, (o) = —Zi x[n]sinon, X,(—o0)=-X,(w) (4.154)

n=1
An] = - jo” X, (w)sin ondo (4.155)
T

Cu alte cuvinte, semnalele discrete reale si impare au spectrul pur
imaginar si, in plus, acesta este o functie impara de @ .
b) Semnale pur imaginare In acest caz X [n]=0; x[n] = jx,[n].
Astfel, (4.135), (4.136) si (4.138) devin

Xp(@) =D x,[n]sinon (4.156)
X, (o)= ix, [n]coswn (4.157)

n=—00

x,[n] = lr[XR (w)sinon + X, (o) coson]do (4.158)
TC ¥0
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bl) Semnale pur imaginare pare Daca x,[n]este par
(x,[-n]=x,[n]), rezulta

X, (w)=0 (4.159)

X, (0)=x,[0]+ 2ix, [n]coswn (4.160)

x,[n]:l‘TfX,(co)coscondw (4.161)
n 0

b2) Semnale pur imaginare impare Daca x,[n] este impar

(x,[=n]=—x,[n]), atunci

Xp(®) = 2ix, [n]sin ®wn (4.162)

X, (co)n; 0 (4.163)

x,[n]= lj" X o (@)sin ondo (4.164)
TC 0

4.2.10. Cepstrum

Se considera secventa {x[n]} stabild, cu transfomata Z, X(z),
convergentd pe cercul unitate. Cepstrul complex al secventei {x[n]} se
defineste ca secventa {c [n]}, care este transformata Z inversa a

secventei C _(z), unde
C.(z)=lnX(2) (4.165)
Cepstrul complex existd daca C _(z) converge Intr-o regiune
inelard 7 <|z|<r,, unde 0<7 <1 si », >1. In interiorul regiunii de
convergentd C (z) poate fi reprezentat in serie Laurent

C.(z)=InX(z)= i ¢ [n]z™" (4.166)
unde c.[n]= 1 §§ In X(z)z""'dz (4.167)
2

unde C este un contur inchis din regiunea de convergenta care contine
originea.
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Daca C (z)poate fi reprezentat ca in relatia (4.166), secventa
complexd {c [n]}este stabild si, mai mult, daca cepstrul complex exista,

C.(z) converge pe cercul unitate.

C(0)=InX(w)= Zcx[n]e’j“’” (4.168)
si c.[n]= 1 jlnX(w)efw"dw (4.169)
2 ¥
Exprimand X (@) in forma polara
X(w) = X(0)| e’ (4.170)
atunci
InX(w)=In| X(w)|+j0(w) (4.171)

Inlocuind (4.171) in (4.169), se obtine
c.[n]= zi j [In| X ()| +/0(0)]e’" do (4.172)
T -

Separand transformata Fourier inversa din (4.172) in transformatele
Fourier inverse ale lui In|X(®)| si 8(®), se obtine

c,[n]= 1 _T‘Eln | X (o) e’ dw (4.173)
2n 7
1 T Jjon
colnl=—— j 0(w)e’™ do (4.174)

In unele aplicatii, ca de exemplu in procesarea semnalului vocal, se
calculeaza numai componentac, [n] , iar faza lui X(w) este ignoratd si,

prin urmare, secventa x[n] nu poate fi refacuta din {c,[n]}. Aceasta
inseamnd cad transformarea x[n]— ¢, [n] nu este inversabild. Cepstrul

complex este folosit in practica pentru a se separa cele doua semnale care
intervin intr-o operatie de convolutie. Acest proces de separare se
numeste deconvolutie, iar folosirea cepstrului complex in efectuarea
acestei separdri se numeste deconvolutie homomorfica.
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4.2.11. Trasformata Fourier a semnalelor cu poli pe cercul
unitate

In paragraful 4.2.8 s-a aratat c transformata Fourier a unei secvente
x[n] poate fi obtinutd prin evaluarea transformatei Z, X(z), pe cercul
unitate, cu conditia ca acesta sa fie continutd iIn RC a lui X(z), in caz
contrar, transformata Fourier fie nu exista, fie nu se determind in acest
mod.

Exista unele semnale aperiodice care nu sunt nici absolut sumabile,
nici de energie finitd (conditii care asigurau, conform paragrafului 4.2.6
convergenta transformatei Fourier). Pentru aceste semnale este util a
extinde reprezentarea prin transformatd Fourier in sens distributional.
Matematic acest lucru poate fi realizat riguros permitand transformatei
Fourier sd contind impulsuri la anumite frecvente corespunzatoare
localizarii polilor lui X(z) de pe cercul unitate. Impulsurile sunt functie de
frecventa continud @ si au amplitudine infinitd, latime zero si arie
unitard. La limita, un astfel de impuls poate fi vazut ca un puls rectangular
de inél‘gimel si latime a, cand a— 0.

a

Astfel, permitdnd introducerea acestor impulsuri in spectrul
semnalului, este posibil a extinde reprezentarea prin transformata Fourier
a unor semnale care nu sunt nici absolut sumabile, nici de energie infinita.

Urmatoarele exemple ilustreazd extinderea transformatei Fourier
pentru trei secvente cu poli pe cercul unitate.

Exemplul 4.6
Sa se determine transformata Fourier pentru urmatoarele semnale:
a) x,[n]=u[n]
b) x,[n]=(=1)"u[n]
¢) x,[n] = (coswyn)u[n]
prin evaluarea transformatei Z corespunzatoare pe cercul unitate.
2) Din Tabelul 3.1, X, () = — ———=_ RC: [z
-z z—1
X,(z) unpol p, =1 pe cercul unitate, dar converge pentru |z>1.

Evaluand X, (z) pe cercul unitate, exceptandz =1, se obtine
Jol2 1 H(o-5)

¢ 2 o # 2kn,k=0,1,...

= e
2jsin(w/2) 2sin(w/2)
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La @ =0 si multipli de 2, X,(®) contine impulsuri de arie 7, asa
cum s-a aratat in exemplul din paragraful 4.2.9, proprietatea 14.

Prezenta polului la z=1 (adica la @ =0) creeazd probleme numai
daca se doreste calcularea lui | X,(®)| In @ =0, deoarece acolo aceasta
marime este infinitd. Desi, la o prima vedere, s-ar putea crede ca semnalul
ar avea componentd continud, nu este cazul, deoarece acesta nu este
constant pentru —oo<n<oo, ci are un salt abrupt la n=0, ceea ce
determind existenta tuturor frecventelor din intervalul 0 < o < .

b) Xz(z)z%: z RC 7] > 1
1+z z+1
care are un pol la z=-1=¢e’". Transformata Fourier evaluati la
frecvente diferite de @ = 7 si multipli de 27 ai acesteia este

Jjo

eZ

x,(w) =
2 cos(wj
2

In acest caz impulsurile apar la @ = 7 + 2kx

1
| X, (0)|=———+— w#27nk+7r k=0,1....

2 cos(mj‘
2

®
+ T pentru cos; <0

o # 2n[k+%j k=0,1....

pentru cos% >0
si faza ZX,(w) =

Nje e

Datorita prezentei polului la a=-1 (adicd frecventa w=r)
modulul transformatei Fourier devine infinit,| X (®) | c© pentruw = 7.

¢) X (o) devine infinit la @ = @,

1-z"'cosm
X3(Z): L

— -, RC: [z]>1.
1-2z7 cosm, +z

transformata Fourier este

e
X, ()= a _].((fw ))flos (D](,)(mw y ;0 # o, +21k; k=0,1....
—e 0 — e 0
1— —jo
| X5 (o) |= [1-e 7 coso, | o# o, +21k, k=0,l....

| 1— e—j(w—mo) || l_ej(mﬂ)o) | >
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pentru w =-®, sau o=, ,|X;(®)| devine infinitd, pentru orice
alta valoare aceasta fiind bine definita.

4.3. Caracterizarea semnalelor in domeniul frecventa
si dualitatea timp frecventa

4.3.1. Dualitatea semnalelor

Pentru analiza 1n frecventa a semnalelor, in paragrafele precedente
s-au introdus:

-seria Fourier pentru semnale analogice si discrete periodice;

-transformata Fourier pentru semnale analogice si discrete
aperiodice.
Din paragrafele 4.1 si 4.2 se observa ca existd doua caracteristici ale
semnalelor care determina caracteristicile spectrului, si anume, natura
variabilei, continua sau discreta, si periodicitatea sau neperiodicitatea
semnalului. Formulele de analiza si sinteza obtinute in paragrafele 4.1. si
4.2 pentru semnale analogice si discrete periodice sau aperiodice se
numesc duale una alteia si sunt prezentate in tabelul din figura 4.5. Se
desprind urmatoarele concluzii:
a) Semnalele analogice au spectrul aperiodic. Acest lucru se datoreaza

faptului ca exponentiala complexa e’/ este o functie de variabila
continua ¢ si, deci, nu este periodica in F. Spectrul semnalelor
continue se intinde pe Intreaga axa reala, dar in anumite situatii de
simetrie aceasta se reduce la axa reala pozitiva de la F=0 la F=0.

b) Semnalele discrete au spectrul periodic. Intr-adevar, atit seria
Fourier, cat si transformata Fourier pentru semnale discrete sunt
functii periodice cu perioada egala cu 2m. Ca urmare a acestei
periodicitati domeniul de frecventa al spectrului semnalelor discrete
este finit, si cuprins intre ®=-nsi ®=mn, unde ® =7 corespunde
celei mai inalte frecvente posibile de oscilatie. In anumite conditii de
simetrie acesta poate fi doar o € [0, «t].

¢) Semnalele periodice au spectrul discret. Acestea sunt descrise de serii
Fourier, ai caror coeficienti reprezinta “liniile” spectrului discret.
Spatiul dintre linii de AF sau Af este egal cu inversul perioadei T,
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: . C : 1
respectiv N, din domeniul timp, adica AF =T— pentru semnale
p

analogice periodice si Af = I pentru semnale discrete periodice.

d) Semnalele aperiodice de energie finitd au spectrul continuu. Acest
lucru este o consecinta a faptului ca atat X(F) cat si X(®) sunt functii
de e”™" si, respectiv &, care sunt functii continue de F si .
Periodicitatea cu perioada o intr-un domeniu implica discretizarea cu
spatiere de 1/a in celalalt domeniu, si invers. in domeniul frecventa
perioada se refera la banda de frecventa, iar in domeniul timp spatierea se
refera la perioada de esantionare. Se observa ca toate relatiile duale difera
numai in semnul exponentului exponentialei complexe. Aceasta
schimbare de semn poate fi interpretata ca o reflectare a semnalului sau
spectrului, deoarece
e—jZTth _ ejZn(—F)t _ ejZnF(—t) (4.165)
Din punct de vedere energetic s-a folosit termenul de densitate spectrala
de energie 1n caracterizarea semnalelor aperiodice de energie finita si
termenul de densitate spectrala de putere pentru semnale periodice,
terminologie care este in concordanta cu faptul ca semnalele periodice
sunt de putere finita, iar cele aperiodice de energie finita.

4.3.2. Clasificarea semnalelor in domeniul frecventa

O posibila clasificare a semnalelor in domeniul frecventa se poate
efectua dupa banda dominanta din spectrul lor.

Daca un semnal de putere (sau energie) finita are spectrul
densitatii de putere (sau energie) concentrat in jurul frecventei zero,
atunci acesta se numeste de joasd frecventd.

Daca spectrul densitatii de putere (sau de energie) este concentrat
la frecvente inalte, acesta se numeste semnal de inalta frecventa.

Daca spectrul densitatii de putere (sau de energie) al unui semnal
este concentrat intr-un domeniu cuprins intre frecventele joase si inalte,
acesta se numeste semnal frece-banda sau de medie frecventa.

In plus fata de aceasta clasificare generala, se mai foloseste o
masura cantitativa pentru domeniul in care este concentrat spectrul
densitatii de putere (sau energie), numita latime de banda. Spre exemplu,
daca 95% din spectrul unui semnal analogic este concentrat in domeniul
de frecventa F; < F <F,, atunci 95% din latimea de banda a semnalului

este F,-F,. In cazul semnalelor trece banda, termenul de banda ingustd se
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foloseste pentru a descrie un semnal a carui latime de banda F,-F, este
o . A . F+F, .
mult mai mica (<10 ori) decat frecventa mediana sz . In caz contrar

semnalele se numesc de banda larga. Un semnal este de banda limitata,
daca spectrul sau este zero in afara domeniului de frecventa |F | >B.

De exemplu, un semnal continuu, de energie finita x(t) este de
banda limitata, daca transformata sa Fourier X(F)=0 pentru |F | >B. Un
semnal discret x[n], de energie finita, este periodic de banda limitata,
daca

|X((o] =0 pentru @, < |a)| <.

Similar, un semnal analogic periodic, x(t), este de banda limitata

daca coeficientii sai Fourier ¢,=0 pentru |k| >M cu M intreg pozitiv.

Un semnal discret periodic, cu perioada fundamentala N este
periodic de banda limitata, daca coeficientii sai Fourier ¢, =0 pentru

k, < [k| <N.
Folosind dualitatea dintre domeniile frecventa si timp se pot folosi

mijloace similare in caracterizarea semnalelor in domeniul timp.
Un semnal se numeste /imitat in timp sau de durata finita daca:

x(t)=0 pentru |t| >t pentru semnale analogice si x[n]=0 pentru |n| >N
pentru semnale discrete aperiodice. Daca semnalul este periodic, el este

T
limitat in timp, daca x,(t)=0 pentru t< |t| <7” pentru semnale analogice

si x[n]=0 pentru n <n<N pentru semnale discrete.

O caracteristica de baza a oricarui semnal este aceea ca el nu
poate fi simultan de banda si durata limitata.

4.4. Probleme propuse

4.1. Sa se calculeze si sa se reprezinte spectrul de modul si de faza
pentru urmatoarele semnale: (a > 0)

Ae™ 20 e
a) xa(t)z{ 2 (<0’ b)x,(t)= e d
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4.2. Fie semnalul x(t) = {1 _|(§|/T X |t| <t t
in  res

a) Sa se determine si sa se reprezinte spectrul de modul si de faza |X . (F ]
si /X, (F).

b) Sa se creeze semnalul periodic x,(t), cu perioada fundamentala
T, 227, astfel Incat x(t)=x,(t) pentru [7|<7,/2. Care sunt coeficientii

Fourier ¢, pentru semnalul x (t)?
c) Sa se arate ca :c,=(1/T;) X, (k/T}).

4.3. Se considera semnalul

[ ] 2+2<:os—+cos—+1c s3ﬂ

4
a) Sa se determine si sa se reprezinte spectrul densitatii de putere.
b) Sa se determine puterea semnalului.

4.4. Sa se determine si sa se reprezinte spectrele de modul si de
faza ale urmatoarelor semnale periodice.

Tc(n - 2)
3

a) x[n]=4sin ,b) x[n]:cosz?nn+sin2?nn

¢) x[n]= cos%nsinz?nn d) x[n]= {....,—2,—1,0,1,2,—2,—4{,0,1,2,....}

e) x[n]=1{...0,0,,1,0,0,00,1,0,0,..}, f) x[n]=1 —eo<n<oo

4.5 Sa se determine semnalele periodice, cu perioada
fundamentala N =8, dati fiind coeficientii lor Fourier

. km
k 3/{7‘[ SIh — 0Sk£6
—+sin—, b -
a) {c, }= cos4 sin 1 ) {e, ) 03 b
0
"4

4.6. Sa se determine semnalele care au urmatoarele transformate
Fourier:

1,2,1,

0 {ck}:{....,O

NIH

1
2’

N
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<|wl<
2 ()= {0 0 <|o/< o,
1 o, <|o/<n
b) X(w)=cos’®
¢) Semnalul din figura p.4.6.

- —3mfE —wiE xfe 3mis bmfd T w
Figura p4.6.

4.7. Sa se determine transformata Fourier a urmatoarelor semnale:

a)x[n]={1 -M<n<M b)x[n]={1 0<n<M

0 in rest 0 in rest
1 —-M<n<-1

© x["]z{o in rest

4.8. Se considera semnalul x[n] = {— 1,2,—3,2,—1} a carui

transformata Fourier este X(w). Sa se calculeze urmatoarele marimi:

a) X(O); b) LX(O)); C) J:X(co)dco ;d) X(n); e) EIX(O))rdco

4.9. Fie x[n] un semnal arbitrar, nu neaparat real, cu transformata
Fourier X(»). Sa se exprime transformata Fourier a urmatoarelor
semnale in functie de X(w).

a) x'[n];b) x'[-n]; ¢) yn]=x[n]-x[n~1]; d) yn]= ZHZX[k];

e) y[n]=x[2n]; f) y[n] :{x[n/2] n par

0 in rest
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Semnale analogice

Semnale discrete

Domeniul timp

Domeniul frecventa

Domeniul timp

Domeniul frecventa

26 ®ln]
Cx
4]
:, Zay il UJI il e | il
=B - e oF N g ] 0 by 0 i)
2 e L0 Bt "
o == P
= H-| T I‘ ::r|> w© 1 1 —J'2£bz
E ﬁh <:::| x (3)= ch;ejzgkﬁl! :::> Cp = EZ x[.?s]g N ::> .
& pur <= = — - che e
Continuu §i periodic Discret §i aperiodic Discret §i periodic Discret si periodic
£ X(F) [n] x)
s | .8
£E s . -
B |5 | t F e L
& | = —j2uF:
X (F)= | xalele ek © .
< | & L = _ o)= 3 Anfe o>
e | g <] )=_ELX (F)ei2= Pt g = o
E E ¢ S ln]= IX @™ A
[

Continuu §i aperiodic

Continuu §i aperiodic

Discret si aperiodic

Continuu §i periodic

Figura 4.4
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