
 
 
 

    INTRODUCERE 
 
 
 Prelucrarea numeric\ a semnalelor (PNS) este un domeniu al 
[tiin]ei care s-a dezvoltat foarte rapid `n ultimii 30 de ani, ca urmare a 
progresului `nregistrat de tehnologia calculatoarelor [i fabricarea 
circuitelor integrate. Prelucrarea numeric\ a semnalelor are aplica]ii `n 
orice domeniu `n care informa]ia poate fi prezentat\ sub form\ numeric\. 
Dintre acestea se amintesc: 

1. Procesarea de imagini: facsimil, harta vremii prin satelit, anima]ie 
etc. 

2. Instrumenta]ie/control: analiz\ spectral\, controlul pozi]iei [i al 
vitezei, compresie de date etc. 

3. Vorbire/audio: recunoa[terea vocii, sinteza vorbirii, egalizare etc. 
4. Militar: securitatea comunica]iilor, procesare radar, procesare 

sonar, ghidarea proiectilelor etc. 
5. Telecomunica]ii: anulare ecou, egalizare adaptiv\, conferin]e 

video, comunica]ii de date etc. 
6. Biomedical: scanare computer-tomografie, electroencefalografie, 

electrocardiografie etc. 
 Aceast\ enumerare ilustreaz\ importan]a prelucr\rii numerice a 
semnalelor `n diverse domenii de activitate.  Câteva dintre avantajele 
acestui mod de prelucrare a semnalelor sunt: 

1. Acurate]e garantat\ – determinat\ de num\rul de bi]i folosi]i `n 
reprezentarea semnalului; 

2. Reproductibilitate perfect\ – se ob]in performan]e identice de la 
unitate la unitate, dac\ nu variaz\ toleran]ele componentelor, de exemplu 
o `nregistrare numeric\ poate fi copiat\ sau reprodus\ f\r\ vreo degradare 
a calit\]ii semnalului; 

3. Nu are abateri cu temperatura sau vechimea; 
4. Sistemele de PNS pot fi realizate sub form\ de circuite integrate 

care prezint\ siguran]\ crescut\, gabarit redus, putere mic\, cost mic; 
5. Flexibiliate crescut\ – sistemele de PNS pot fi programate [i 

reprogramate pentru a realiza o varietate de func]ii, f\r\ modificarea 
hardului; 
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6. Performan]e superioare – sistemele de PNS pot realiza func]ii 
inaccesibile prelucr\rii analogice, de exemplu ob]inerea unui r\spuns de 
faz\ liniar\, implementarea de algoritmi pentru filtrarea adaptiv\. 

Evident, exist\ [i dezavantaje ale PNS: 
1. Vitez\ [i cost – sistemele de PNS pot fi scumpe când sunt 

implicate semnale de band\ larg\. ~n prezent, convertoarele 
analog/numerice [i numeric/analogice sunt costisitoare sau nu au 
suficient\ rezolu]ie pentru aplica]ii PNS de band\ larg\. Timpul necesar 
conversiei limiteaz\ viteza de lucru. Obi[nuit, numai circuitele integrate 
specializate pot procesa semnale `n domeniul MHz [i sunt scumpe. 
Semnale de band\ mai mare de 100 MHz se prelucreaz\ numai analogic; 

2. Timpul de proiectare – uneori proiectarea unui circuit poate 
consuma nejustificat de mult timp; 

3. Problema lungimii finite a cuvintelor – `n situa]iile de prelucrare 
`n timp real, considera]ii economice impun ca algoritmii PNS s\ fie 
implementa]i pe un num\r limitat de bi]i. Dac\ acesta nu este suficient 
pentru a reprezenta variabilele, apar degrad\ri serioase ale performan]elor 
circuitului. Sistemele numerice sunt afectate de zgomotul de cuantizare al 
convertoarelor analog/numerice, care este cu atât mai mare cu cât 
num\rul de bi]i folosit `n reprezentarea e[antioanelor semnalului de 
intrare este mai mic. Mai mult, `n timpul prelucr\rii, datorit\ opera]iei de 
rotunjire, apare un zgomot care, prin acumulare, poate conduce la 
instabilitate pentru sistemele de ordin superior. 

Prelucrarea numeric\ a semnalelor implic\ reprezentarea, 
transmisia [i prelucrarea semnalelor folosind tehnici numerice [i 
procesoare numerice, deci, se poate spune c\ PNS se ocup\ cu 
reprezentarea numeric\ a semnalelor [i utilizarea procesoarelor numerice 
pentru a analiza, modifica sau extrage informa]ii din semnale. 
 De[i domeniul prelucr\rii numerice a semnalelor este foarte 
dinamic, ajungându-se, `n func]ie de aplica]ie la dezvoltarea unor 
algoritmi [i metode de analiz\ foarte sofisticate, `n lucrarea de fa]\ se 
urm\re[te prezentarea principiilor fundamentale care stau la baza 
prelucr\rii numerice de semnal. Obiectivele acestei c\r]i constau `n 
prezentarea unitar\ [i documentat\ a teoriei sistemelor discrete liniare [i 
introducerea unor metode [i tehnici de analiz\ de baz\ folosite `n 
prelucrarea numeric\ a semnalelor. Conceptele descrise `n aceast\ carte 
pot fi `mp\r]ite `n patru categorii: analiz\, sintez\, transform\ri [i filtrare 
liniar\. Semnalele [i sistemele se analizeaz\ `n domeniul timp [i frecven]\ 
pentru a le determina caracteristicile. ~n domeniul timp un filtru numeric 
este caracterizat de r\spunsul la impuls . Suma de convolu]ie ]}[{ nh
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permite determinarea ie[irii { , cunoscute fiind secven]a de intrare 
  [i r\spunsul la impuls. Cunoa[terea r\spunsului la impuls permite 

determinarea stabilit\]ii filtrului. Ecua]iile cu diferen]e constituie o 
descriere alternativ\ a filtrelor `n domeniul timp, util\ `n implementarea 
lor. 

]}[ny
]}[{ nx
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 De obicei, specifica]iile filtrelor se dau `n domeniul frecven]\, 
motiv pentru care va fi folosit\ transformata Fourier pentru examinarea 
propriet\]ilor semnalelor [i sistemelor `n acest domeniu. Transformata 
Fourier a r\spunsului la impuls {  determin\ func]ia de transfer 

 a filtrului [i reprezint\ câ[tigul filtrului la diferite frecven]e. 
Transformata Fourier a unei secven]e {  define[te spectrul  al 
acesteia. Transformata Fourier discret\ este folosit\ pentru analiza 
spectral\ cu ajutorul calculatorului numeric, folosind algoritmi rapizi de 
calcul. Tot pentru analiza semnalelor [i sistemelor discrete se folose[te o 
tehnic\ mai general\ oferit\ de transformata Z, cu ajutorul c\reia se 
ob]ine o interpretare facil\ a r\spunsului `n frecven]\ al filtrului. Func]ia 
de sistem H(z) este transformata Z a r\spunsului la impuls. Metodele de 
sintez\ implic\ aflarea coeficien]ilor pentru satisfacerea specifica]iilor 
dorite ale filtrelor. De asemenea, sunt prezentate câteva metode simple de 
ob]inere a unor filtre numerice selective de frecven]\.  

]}[nh
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 ~n capitolul 1 sunt descrise opera]iile de baz\ ce intervin `n 
conversia analog - numeric\ a semnalelor analogice, este descris `n 
detaliu procesul de e[antionare a unui semnal armonic [i este explicat 
fenomenul alias.  
 Capitolul 2 este dedicat caracteriz\rii [i analizei sistemelor 
discrete liniare invariante `n timp `n domeniul timp. Este intodus\ suma 
de convolu]ie [i se efectueaz\ clasificarea sistemelor `n func]ie de 
caracteristicile lor. Sistemele discrete liniare invariante `n timp sunt 
descrise cu ajutorul ecua]iilor cu diferen]e [i se determin\ r\spunsul 
acestora la semnale de intrare arbitrare `n condi]ii ini]iale nenule. 
 ~n capitolul 3 se introduc transformata Z bilateral\ [i unilateral\ [i 
propriet\]ile acestora. Se ilustreaz\ folosirea transformatei Z `n 
caracterizarea sistemelor liniare invariante `n timp [i se reformuleaz\ 
propriet\]ile de cauzalitate [i stabilitate ale sistemelor `n func]ie de 
transformata Z. Transformata Z unilateral\ este folosit\ pentru 
determinarea r\spunsului unui sistem discret, liniar, invariant `n timp la 
un semnal de intrare dat, `n condi]ii ini]iale. 
 Capitolul 4 trateaz\ analiza semnalelor `n domeniul frecven]\. 
Sunt introduse seria [i transformata Fourier ca instrumente de analiz\ a 
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semnalelor periodice, respectiv aperiodice, atât `n domeniul analogic, cât 
[i discret. 
 ~n capitolul 5 sistemele discrete liniare invariante `n timp sunt 
caracterizate `n domeniul frecven]\. Sunt prezentate câteva metode simple 
de proiectare a unor filtre de tip FIR [i IIR. 
 Capitolul 6 este dedicat e[antion\rii semnalelor [i spectrelor lor [i 
problematicii refacerii acestora din e[antioanele prelevate. Se are `n 
vedere e[antionarea `n domeniul timp atât a semnalelor analogice 
aperiodice [i periodice, cât [i a semnalelor discrete. De asemenea, se 
trateaz\ e[antionarea spectrelor semnalelor aperiodice analogice [i 
discrete [i refacerea lor. 
 ~n capitolul 7 este tratat\ transformata Fourier discret\: propriet\]i, 
leg\tura cu alte transformate [i aplica]ii ale DFT `n filtrarea liniar\. 
 Capitolul 8 introduce algoritmi rapizi pentru calculul convoluţiei 
şi ai transformatei Fourier rapide. 
 În capitolul 9 sunt introduse diverse structuri de implementare ale 
filtrelor numerice care, în practică, au comportări diferite la cuantizarea 
coeficienţilor filtrelor. 
 Capitolele 10 şi 11 prezintă separat metode de proiectare folosite 
pentru obţinerea filtrelor cu răspuns finit şi, respectiv, infinit la impuls. 
 Capitolul 12 analizează efectul lungimii finite a reprezentării 
valorilor numerice asupra performanţelor sistemelor, în diverse structuri 
de implementare. 
 În capitolul 13 sunt introduse metodele neparametrice şi 
parametrice de estimare a spectrului de putere al semnalelor. 

Capitolul 14  tratează problematica predicţiei liniare şi a filtrării 
liniare optimale. 

În capitolul 15 sunt introduse noţiuni fundamantale referitoare la 
dispozitivele de modificare a frecvenţei de eşantionare a semnalelor si 
analiza multirezoluţie a semnalelor prin descompunerea subbandă. 

Cartea de fa]\ cuprinde 53 de exemple [i 86 de probleme, selectate 
`n scopul ilustr\rii aspectelor teoretice prezentate, [i se adreseaz\ atât 
studen]ilor de la studii de zi sau aprofundate, cât si speciali[tilor doritori 
de o tratare unitar\ a unui domeniu atât de dinamic. 
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CAPITOLUL 1 
 
 
 
 
 

NO}IUNI {I OPERA}II DE BAZ| ~N 
CONVERSIA ANALOG/NUMERIC| {I 

NUMERIC/ANALOGIC| 
 
 
 1.1. Semnale 
 
 Prin semnal se `n]elege orice cantitate sau calitate fizic\ care 
variaz\ cu  timpul, spa]iul sau oricare alt\ sau alte variabile independente 
[i transport\ sau con]ine  informa]ie. 
 A[a, de exemplu, dac\ un vapor circul\ pe timp de cea]\, pentru a 
evita o eventual\ coliziune cu altul, el emite semnale sonore care, 
recep]ionate de alte nave, "aduc" informa]ii cu privire la prezen]a [i 
pozi]ia sa. 
 Semnalele au natur\ fizic\ foarte divers\: biologice, acustice, 
mecanice, electrice, chimice, video etc. 
 Metodele folosite `n prelucrarea semnalelor sau `n analiza 
r\spunsului unui sistem la un anumit tip de semnal depind de natura [i 
caracteristicile semnalelor, motiv pentru care se va prezenta o clasificare a 
acestora. 
 
 1.1.1.    Semnale multidimensionale [i multicanal 
 
 De[i semnalele pot fi reprezentate `n multe moduri, `n toate 
cazurile informa]ia este con]inut\ `n modelul adoptat. Matematic, 
semnalele sunt modelate ca func]ii de una sau mai multe variabile 
independente.  

De exemplu, un semnal sonor este reprezentat ca o func]ie de o 
singur\ variabil\, [i anume, timpul. Dac\, `ns\, se consider\ o `nregistrare 
fotografic\ alb-negru, caracterizat\ `n fiecare punct de o nuan]\ de gri, 
aceasta constituie "valoarea" semnalului. Ea nu depinde de timp, ci de 
pozi]ia punctului investigat `n cadrul imaginii. ~n acest caz, semnalul nu 
are o evolu]ie temporal\, ci se modific\ `n func]ie de coordonatele 
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carteziene ale punctului din imagine, fiind o func]ie de dou\ variabile 
spa]iale I(x,y). 
 Evident, se poate imagina o succesiune de fotograme, cum este 
cazul peliculei cinematografice, caz `n care nuan]ele de gri `ntr-un punct 
se modific\ de la o fotogram\ la alta. ~n acest caz, semnalul este atât 
func]ie de coordonatele carteziene, cât [i de timp [i poate fi descris de un 
semnal tridimensional I(x,y,t). 
 Un semnal se nume[te monodimensional dac\ este reprezentat `n 
func]ie de o singur\ variabil\ independent\. 
 Un semnal se nume[te M-dimensional dac\ valoarea sa este o 
func]ie de M variabile independente. Semnalul generat de o singura surs\ 
sau senzor [i care este o func]ie de una sau mai multe variabile 
independente se nume[te semnal monocanal sau scalar. 
 ~n unele aplica]ii, semnalele pot fi generate de mai multe surse sau 
senzori. Astfel de semnale pot fi reprezentate `n form\ vectorial\. Un 
exemplu `n acest sens `l constituie accelera]ia determinat\ de un cutremur 
de p\mânt, care este rezultatul suprapunerii a trei tipuri de unde elastice: 
primar\, secundar\ [i de suprafa]\. 
 Multe surse genereaz\ semnale scalare care, uneori, din 
considerente matematice sau de nota]ie, sunt tratate drept componente ale 
unui vector. Un exemplu `n acest sens `l constituie ie[irea unui 
electrocardiograf care are trei electrozi (senzori) plasa]i `n trei locuri 
diferite pe piele. Dac\ not\m cu sk(t), k = 1, 2, 3, semnalul electric de la 
electrodul k drept func]ie de timp, setul de p = 3 semnale poate fi 
reprezentat ca 

                                          (1.1) 
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O astfel de matrice sau vector de semnale reprezint\ un semnal 
multicanal. 
 ~n continuare, se consider\ cazul unei imagini TV color, care 
poate fi descris\ de trei func]ii de forma Ir(x,y,t), Ig(x,y,t) [i Ib(x,y,t) 
corespunz\toare str\lucirii celor trei culori fundamentale (ro[u, verde [i 
albastru) ca func]ii de timp [i coordonatele pixelului. Imaginea TV color 
reprezint\ astfel un semnal tricanal, tridimensional, ce poate fi reprezentat 
de vectorul 
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 ~n cele ce urmeaz\, se va opera cu semnale unicanal, 
unidimensionale, reale sau complexe, care vor fi numite simplu, semnale. 
 ~n electronica uzual\, variabila dup\ care se produce modificarea 
valorii semnalului este de obicei timpul, motiv pentru care se va considera 
acest caz, marcând explicit excep]iile. ~n vederea prelucr\rii semnalului se 
utilizeaz\ circuite electronice, analogice sau numerice. ~n consecin]\, un 
semnal de o natur\ fizic\ oarecare, s\ zicem biologic\, trebuie mai `ntâi 
"tradus" `ntr-un semnal electric sau, `n general, `ntr-un semnal u[or 
prelucrabil ulterior. Acesta trebuie s\ reflecte cât mai fidel caracteristicile 
semnalului original. Conversia unui semnal de natur\ oarecare `n semnal 
electric se realizeaz\ cu ajutorul unui traductor. 
 Evident, va ap\rea [i problema invers\. De exemplu, în orientarea 
unei antene pe o anumit\ direc]ie, semnalul electric de comand\ trebuie 
s\ fie tradus `n pozi]ia unghiular\ cerut\ antenei prin intermediul unui 
"sistem" care admite o comand\ electric\ (tensiune sau curent) [i 
furnizeaz\ ca r\spuns o mi[care mecanic\ de unghi determinat. 
 

1.1.2.    Semnale definite `n timp continuu [i `n timp 
discret 

 
 Semnalele pot fi clasificate dup\ caracteristicile variabilei 
independente [i valorile pe care le iau. Variabila independent\ poate fi 
continu\ sau discret\. Semnalele definite `n timp continuu sunt definite 
pentru orice valoare a variabilei independente dintr-un interval finit sau 
infinit. Acestea mai sunt cunoscute sub numele de semnale analogice. 
Considera]ii asupra amplitudinii semnalului vor fi f\cute `n paragraful 
urm\tor. 
Un exemplu de semnal definit `n timp continuu este reprezentat de 
semnalul de forma 

[∑
=

+⋅=
N

i
iii ttFtAts

1
)()(2sin)()( θπ ]                        (1.3) 

unde {Ai(t)}, {Fi(t)} [i {θi(t)} reprezint\ mul]imile amplitudinilor, 
frecven]elor [i fazelor (posibil variante `n timp) ale sinusoidelor 
componente [i N – num\rul de componente. ~n figura 1.2a este 
reprezentat un semnal definit `n timp continuu. 
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Este posibil ca un semnal definit `n timp continuu s\ nu fie o func]ie 
continu\ de variabila independent\, cum este cazul semnalului reprezentat 
`n figura 1.1. 

 
Figura 1.1.  Semnal discontinuu definit `n timp continuu 

 
 Spre deosebire de semnalele definite `n timp continuu, exist\ o a 
doua mare categorie de semnale definite `n timp discret, care sunt definite 
numai pentru valori discrete de timp. Acestea nu trebuie neap\rat s\ fie 
echidistante, dar, `n practic\, din considerente de comoditate a trat\rii 
matematice, de cele mai multe ori, se iau uniform distan]ate. Un semnal 
definit `n timp discret poate fi reprezentat matematic de o secven]\ de 
numere reale sau complexe. 

 
Figura 1.2. Semnal definit `n timp discret (b) ob]inut prin e[antionarea 

unui semnal analogic (a) 
 

Pentru a putea prelucra un semnal cu ajutorul calculatorului 
numeric este necesar\ discretizarea `n timp a semnalului definit `n timp 
continuu, opera]ie denumit\ e[antionarea semnalului. E[antioanele 
reprezint\ valorile pe care le ia semnalul la anumite momente de timp tn = 
nTs , n ∈ Z, Ts fiind pasul sau perioada de e[antionare. Se poate norma 
timpul tn prin `mp\r]irea la Ts, astfel `ncât timpul (normat) este n, o 
variabil\ discret\. Prin abuz de limbaj, variabila discret\ n este denumit\ 
timp discret, de[i este o m\rime adimensional\. ~n plus, aceast\ m\rime 
poate proveni [i dintr-un semnal care nu are evolu]ie temporal\. ~n figura 
1.2a se prezint\ un semnal xa(t) ce evolueaz\ `n timp continuu t. Din el se 
preleveaz\ e[antioane la momentele nTs, rezultând semnalul  `n timp ][nx
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discret, n ∈ Z. Semnalul  nu este definit decât la valori `ntregi ale 
timpului discret n, ob]inut prin normare cu T

][nx

xa (

s. Valoarea semnalului discret 
la un moment n este egal\ cu valoarea semnalului analogic la momentul  
de e[antionare nTs, adic\ 

                                               (1.4) [ ]nxnTs ≡)
unde prin  s-a indicat faptul c\ variabila este discret\. [ ].

~n mod asem\n\tor, se poate imagina c\ cele dou\ coordonate x [i 
y ale unei `nregistr\ri fotografice se discretizeaz\ cu pa[ii ∆x [i ∆y, 
ob]inându-se coordonatele punctelor de e[antionare sub forma unei grile 
(m⋅∆x , n⋅∆y), unde m ∈ Z [i n ∈ Z. Dup\ normare, `n plan rezult\ 
coordonatele (m , n). 

~n practic\ exist\ [i semnale intrinsec definite `n timp discret, cum 
ar fi indicele de burs\; un alt exemplu ar fi cel care indic\, la o mul]ime 
finit\ de persoane procentul din acestea care au publicat 0 c\r]i, o carte, 2 
c\r]i [.a.m.d., ca `n figura 1.3. "Semnalul" care arat\ procentul de 
persoane ce au n c\r]i publicate este un semnal dependent intrinsec de o 
variabil\ discret\ (num\r de c\r]i). El nu provine din e[antionarea unui 
semnal analogic.  

Nota]iile folosite `n literatura de specialitate pentru semnalele 
definite `n timp discret sunt , ,  sau chiar . ~n 
continuare, se va prefera [i utiliza nota]ia cu paranteze p\trate pentru 
argument, pentru a sublinia caracterul discret al timpului. 

[ ]nx ( )nx nx ( snTx )

 
 

Figura 1.3 
 

1.1.3.    Semnale cu valori continue [i discrete 
 
 Valorile pe care le poate lua un semnal pot fi continue sau 
discrete. Dac\ un semnal poate lua toate valorile posibile dintr-un interval 
finit sau infinit, el se nume[te cu valori continue. Acesta este cazul 
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semnalelor reprezentate `n figura 1.2 a [i b. Se observ\ c\ atât semnalele 
analogice cât [i cele discrete pot avea valori continue. 

Dac\ un semnal ia valori dintr-o mul]ime finit\ de valori posibile, 
el se nume[te cu valori discrete. ~n mod obi[nuit, valorile discrete sunt 
exprimate ca multiplu `ntreg al diferen]ei dintre dou\ valori succesive 
posibile. Procesul de transformare a unui semnal cu valori continue `ntr-
unul cu valori discrete se nume[te cuantizare. Atât semnalele definite `n 
timp continuu cât [i cele definite `n timp discret pot avea valori discrete.  
 

Figura 1.4. Semnal cuantizat a) definit `n timp continuu, b) definit `n timp discret 
 

~n figura 1.4a este reprezentat un semnal analogic cuantizat cu 
cuanta q. ~n prelucrarea numeric\ a semnalelor, pe lâng\ discretizarea 
acestora `n timp, este necesar\ [i cuantizarea valorilor e[antioanelor, 
deoarece calculatorul accept\ la intrare numere ce pot fi reprezentate cu 
un num\r finit de cifre binare. Sunt cunoscute sub numele de semnale 
numerice sau digitale cele pentru care atât timpul sau, mai general, 
variabila independent\, cât [i amplitudinea semnalului au valori discrete. 
~n figura 1.4b este reprezentat un semnal numeric. Semnalele definite `n 
timp discret se mai numesc [i semnale discrete, indiferent dac\ sunt sau 
nu cuantizate. 

Procesarea numeric\ a semnalelor se ocup\ cu transform\ri ale 
semnalelor care sunt discrete atât `n timp, cât [i `n amplitudine. 
Procesoarele numerice analizeaz\, modific\ sau extrag informa]ii din 
astfel de semnale. 

 
1.1.4.    Semnale deterministe [i aleatoare 
 
Pentru analiza [i procesarea semnalelor este necesar\ descrierea 

matematic\ a acestora, care se refer\, de fapt, la modelul ales pentru 
semnal. Aceasta conduce la o alt\ clasificare important\ a semnalelor. 
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Un semnal se nume[te determinist dac\ poate fi descris `n mod 
unic de o expresie matematic\ explicit\, o lege sau un tabel de atribuire. 
Acest termen se folose[te pentru a eviden]ia faptul c\ orice valoare 
trecut\, prezent\ sau viitoare a semnalului este cunoscut\ precis, f\r\ nici 
o incertitudine. 

~n practic\, exist\ semnale care fie nu pot fi descrise de formule 
matematice convenabile din punctul de vedere al fidelit\]ii, fie aceast\ 
descriere este prea complicat\ pentru a fi utilizat\. Un semnal se nume[te 
aleator dac\ evolu]ia acestuia `n timp este imprevizibil\. Analiza [i 
descrierea semnalelor aleatoare se realizeaz\ cu ajutorul metodelor 
statistice. 

 
1.2.    Conceptul de frecven]\ pentru semnale 
analogice [i discrete 
 
~n scopul stabilirii unei analogii `ntre no]iunile de frecven]\ 

definite pentru semnale analogice [i discrete, se vor considera semnale 
descrise de o func]ie armonic\. 
a) Fie (x  o oscila]ie armonic\, descris\ matematic `n timp 
continuu de rela]ia 

)ta

          ,  −                        (1.5) )cos()( θ+Ω= tAtxa +∞<<∞ t
unde indicele a indic\ un semnal analogic. 
Semnalul  este complet caracterizat de trei parametri: )(txa

  – amplitudinea oscila]iei; A
  – pulsa]ia, exprimat\ `n radiani/secund\; Ω
  θ  – faza, exprimat\ `n radiani. 

M\rimea  este legat\ de frecven]a F, exprimat\ `n cicluri/perioad\, prin 
rela]ia 

Ω

pT
F π
π

22 ==Ω                      (1.6) 

unde T  este perioada oscila]iei. p

Cu (1.6), rela]ia (1.5) se mai scrie 
)2cos()( θπ += FtAtxa  ,           −                 (1.7)  +∞<<∞ t

Prin abuz de limbaj, pulsa]ia Ω  este uneori denumit\ tot 
frecven]\, dar cu specificarea unit\]ii de m\sur\ de radiani/secund\, `n 
timp ce F are unitatea de m\sur\ cicluri/perioad\ sau Hz. 
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 Semnalul dat de rela]ia (1.7) este caracterizat de urm\toarele 
propriet\]i: 



1. Pentru o frecven]\ fix\ F,  este periodic, de perioad\ 

fundamental\ 

)(txa

Fp
1

=T , adic\                         (1.8) )() txT ap =(txa +

2. Semnalele armonice cu frecven]e distincte sunt distincte. 
3. Cre[terea frecven]ei semnalului are ca rezultat ob]inerea mai 
multor perioade ale semnalului `n acela[i interval de timp. 
 Semnalele armonice pot fi exprimate cu ajutorul func]iilor 
exponen]iale [i invers, utilizând rela]ia lui Euler 

)sin()cos()( θθθ +Ω±+Ω=+Ω± tjte tj                            (1.9)  
Rezult\ atunci 

 )()(

22
)cos()( θθθ +Ω−+Ω +=+Ω= tjtj

a eAeAtAtx                     (1.10) 

Se observ\ folosirea unui termen ce con]ine pulsa]ie negativ\. Aceasta se 
utilizeaz\ datorit\ comodit\]ii de calcul pe care o ofer\ exponen]ialele 
(reproducere prin integrare sau derivare). Termenul corespunz\tor 
pulsa]iei pozitive determin\ un fazor ce se rote[te `n sens opus acelor de 
ceasornic cu viteza unghiular\ , iar cel cu pulsa]ie negativ\, un fazor ce 
se rote[te `n sens orar cu aceea[i vitez\ unghiular\. 

Ω

b) Fie semnalul armonic discret 
             ,          n                        (1.11) [ ] )cos( θω += nAnx Z∈

 unde  A este amplitudinea sinusoidei, ω  – pulsa]ia, θ  – faza. 
Pentru a p\stra analogia cu cazul semnalelor analogice, pulsa]ia se 
m\soar\ `n radiani/e[antion, iar faza `n radiani. Tot prin abuz de limbaj, 
pulsa]iei  i se mai spune frecven]\, dar cu specificarea unit\]ii de 
m\sur\. ~n locul pulsa]iei ω  se poate folosi frecven]a f 

ω

                                               (1.12) fπω 2=
adic\                      , n                          (1.13) [ ] )2cos( θπ += fnAnx Z∈
~n paragraful (1.3.1) se va stabili leg\tura dintre frecven]ele f [i F, dar 
pentru moment se eviden]iaz\ câteva propriet\]i ale semnalului discret 

 dat de rela]ia (1.13), `n compara]ie cu cele stabilite pentru semnalul 
analogic. 
[ ]nx

1. Periodicitatea `n timp discret este definit\ prin rela]ia 
 , [i N `ntreg                                     (1.14) [ ] [nxNnx =± ] Zn∈∀

Cea mai mic\ valoare pozitiv\ a lui N pentru care (1.14) este adev\rat\ se 
nume[te perioad\ fundamental\. 
 Pentru ca semnalul dat de (1.13) de frecven]\ f0 s\ fie periodic 
trebuie ca 
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                    cos                                  
(1.15) Rela]ia (1.15) este adev\rat\ dac\ [i numai dac\ 

( )[ ] [ θπθπ +=++ nfNnf 00 2cos2 ]

                                          (1.16)  ππ kNf 22 0 =

sau, echivalent                             
N
kf =0                                            (1.17) 

adic\ f0 este un num\r ra]ional.                                               
2. Semnalele armonice discrete sunt identice dac\ pulsa]iile lor 
difer\ printr-un multiplu `ntreg de  sau, echivalent, frecven]ele difer\ 
printr-un num\r `ntreg, adic\ semnalele 

π2

        ,                   (1.18)  [ ] ( ) ,...2,1,0,cos =+= knAnx kk θω
sunt identice, dac\   

πωω kk 20 += ; − , sau fπωπ ≤< 0 k=f0+k, ,
2
1

2
1

0 ≤< f−  k=0,1,2,..(1.19) 

Pe de alt\ parte, secven]ele corespunz\toare oric\rui semnal armonic 
discret cu pulsa]ia cuprins\ `n intervalul  sau frecven]a `n 

intervalul 

],( ππ−






−

2
1,

2
1

 sunt distincte. Intervalele  [i ]π,( π− 




−

2
1,

2
1

 se 

numesc fundamentale. Datorit\ periodicit\]ii descrise de (1.19), orice 
secven]\ armonic\ de alt\ pulsa]ie sau frecven]\ decât cele din intervalul 
fundamental este identic\ cu o secven]\ armonic\ având pulsa]ia 

, respectiv frecven]a πωπ ≤<− 0 2
1

0 ≤2
1
<− f . Din acest motiv 

semnalele armonice ale c\ror frecven]e 
−

2
1

2
1



∉kf  se numesc alias-uri 

ale semnalului armonic corespunz\tor frecven]ei f0. Adoptarea acestei 
denumiri va fi justificata `n paragraful 1.3.1. 
3. Frecven]\ maxim\ de oscila]ie se atinge atunci când ω =  (sau 

) sau, echivalent, 

π

πω −=
2
1

=f  (sau 
2
1

−=f ).  

 
1.3.  Conversia analog-numeric\ [i numeric-analogic\ 

 
 Cele mai multe din semnalele de interes practic (vorbire, 
biologice, seismice, radar, sonar, de comunica]ii, audio, video) sunt 
analogice. Pentru a prelucra astfel de semnale cu metode numerice este 
nevoie a le transforma mai `ntâi `ntr-o form\ numeric\, adic\ `ntr-o 
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secven]\ de numere , cu o anumit\ precizie. Aceast\ opera]ie se 

nume[te conversie analog-numeric\, iar dispozitivul care realizeaz\ acest 
lucru se nume[te convertor analog-numeric (A/N). Dup\ prelucrarea 
acestora, urmeaz\ adesea o nou\ conversie, numeric-analogic\ (N/A), 
prin care datele numerice  sunt transformate `ntr-o m\rime analogic\ 

. 

[ ]nxq

y[ ]n
)(tyr

 Opera]iile descrise anterior sunt realizate de un sistem a c\rui 
schem\ bloc este reprezentat\ `n figura 1.5. 

 
Figura 1.5.  Sistem discret pentru procesarea semnalelor analogice 

 
 Conversia analog-numeric\ poate fi v\zut\ ca un proces `n trei 
etape, ilustrat `n figura 1.6. 

 
Figura 1.6.  P\r]ile componente ale unui convertor A / N 

 
 Cele trei etape ale conversiei A/N sunt: 
1. E[antionarea, care const\ `n re]inerea valorilor semnalului definit `n 
timp continuu la momente discrete de timp. Dac\ intrarea este , 

ie[irea din blocul de e[antionare este , unde T este perioada 
de e[antionare. 

)(txa

[ ]nxnTxa =)(

2. Cuantizarea, prin care se aloc\ fiec\rui e[antion o valoare dintr-o 
mul]ime finit\. Diferen]a dintre e[antionul necuantizat ( ) [i cel 

cuantizat ( ) reprezint\ eroarea de cuantizare. 

[ ]nx
[ ]nxq

3. Codarea, care reprezint\ atribuirea unei secven]e binare fiec\rui 
e[antion cuantizat . ~n practic\, exist\ circuite care realizeaz\ toate 

aceste func]ii. Dup\ ce m\rimea  este prelucrat\ numeric, se ob]ine 

m\rimea  care, de obicei, este supus\ unei  opera]ii inverse, de 
conversie N/A, pentru a putea fi v\zut\, auzit\ etc.  

[ ]nxq

[ ]nxq

[ ]ny
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 E[antionarea nu conduce la pierdere de informa]ii [i nici nu 
introduce distorsiuni dac\ banda semnalului este limitat\ [i frecven]a de 
e[antionare este adecvat aleas\ pentru a nu ap\rea suprapuneri sau 
interferen]e spectrale, cunoscute [i sub numele de eroare de aliere sau 
eroare alias [13]. 
 Cuantizarea conduce la pierdere de informa]ie, fiind un proces 
ireversibil care are ca rezultat distorsionarea semnalului. M\rimea 
distorsiunilor depinde de num\rul de bi]i folosi]i `n procesul de conversie 
A/N [29]. 
 
 1.3.1.    E[antionarea semnalelor analogice 
 
 Exist\ multe metode de a e[antiona un semnal analogic. ~n cele ce 
urmeaz\, se va considera numai e[antionarea periodic\ sau uniform\, 
care este cea mai `ntâlnit\ `n practic\. Aceasta este descris\ de rela]ia 

  , n                                    (1.20) [ ] )(nTxnx a= Z∈
 unde  este semnalul discret ob]inut prin re]inerea valorilor 

semnalului analogic  la fiecare T secunde. Aceast\ procedur\ este 
ilustrat\ `n figura 1.7. 

[ ]nx
)(txa

 

 
Figura 1.7. E[antionarea periodic\ a unui semnal analogic 

 
 Intervalul de timp T dintre dou\ e[antioane succesive se nume[te 
perioad\ de e[antionare sau interval de e[antionare. Inversa acestei 
m\rimi (1/T = Fs) se nume[te vitez\ sau rat\ de e[antionare 
(e[antioane/secund\) sau frecven]\ de e[antionare (Hertz). E[antionarea 
periodic\ implic\ existen]a unei rela]ii `ntre variabilele independente ale 
semnalului analogic [i discret, adic\ `ntre t [i n. 

   
sF

nnT ==t                                       (1.21)  
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~n consecin]\, va exista o rela]ie [i `ntre frecven]a  (sau ) a 
semnalului analogic [i  (sau ω ) a semnalului discret. Pentru a stabili 
aceast\ rela]ie, se consider\ un semnal  analogic, de forma 

F Ω
f

                              (1.22) )2cos()( θπ += FtAtxa

 care, e[antionat periodic cu Fs = 1/T e[antioane pe secund\, produce 
semnalul 

[ ] 







+=+== θ

π
θπ

s
a F

nFAFnTAnxnTx 2cos)2cos()(            (1.23)  

Dac\ se compar\ (1.23) cu (1.13) se observ\ c\ frecven]ele F [i f sunt 
legate prin rela]ia 

    
sF

Ff =                                     (1.24)  

sau, echivalent,  
TΩ=ω                   (1.25) 

Rela]ia (1.24) justific\ numele de frecven]\ relativ\ sau 
normalizat\, care se folose[te uneori pentru m\rimea f. 
 Se reaminte[te (paragraful 1.2) c\ domeniile `n care pot lua valori 
m\rimile  [i  pentru semnale analogice sunt F Ω

  , − ,                         (1.26) +∞<<∞− F +∞<Ω<∞
 `n timp ce, pentru semnale discrete,   [i ω  iau valori `n domeniile f

 
2
1

2
1

≤<− f  ,                                (1.27) πωπ ≤<−

 ~nlocuind (1.24) [i (1.25) `n (1.27), rezult\ 

 
T

FFF
T

ss

2
1

222
1

=≤<−=−                                (1.28) 

respectiv 

 
T

FF
T ss

π
ππ

π
=≤Ω<=−                                 (1.29) 

 Din cele prezentate anterior se observ\ c\ diferen]a esen]ial\ `ntre 
semnalele definite `n timp continuu [i discret const\ `n domeniile de 
valori ale frecven]elor F [i f sau Ω  [i ω . 
 E[antionarea periodic\ a semnalelor analogice implic\ 
transformarea domeniului infinit pentru frecven]\ F (sau ) `ntr-unul 
finit pentru m\rimea f (sau ω ). 

Ω
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 Deoarece cea mai mare frecven]\ a unui semnal discret este 

 sau πω =
2
1

=f , rezult\ c\ folosind o frecven]\ de e[antionare , 

valorile maxime corespunz\toare pentru F [i  sunt 

sF

Ω

T
FF s

2
1

2max ==  , 
T

Fs
π

π ==maxΩ                     (1.30) 

 
Figura 1.8.  Rela]ia dintre f [i F 

 

E[antionarea poate introduce ambiguitate atunci când , 
deoarece cea mai mare frecven]\ a unui semnal analogic ce poate fi unic 

determinat\ când semnalul este e[antionat cu 

||2 FFs <

T
Fs

1
=  este 

2max
sF

=F  sau 

. Rela]ia dintre frecven]ele din domeniul continuu [i discret 
este ilustrat\ `n figura 1.8. 

sFπ=Ωmax

 
 Exemplul 1.1. 
 Pentru a eviden]ia ambiguitatea ce poate fi introdus\ prin 
e[antionare, se consider\ cazul a dou\ semnale analogice armonice: 

                                                             (1.31) 

care sunt e[antionate la F

( )
( )ttx

ttx
502cos)(
102cos)(

2

1

π
π

=
=

s = 40 Hz. 
Semnalele discrete corespunz\toare sunt 

 

[ ]

[ ] nnnx

nnnx

2
5cos

40
502cos

2
cos

40
102cos

2

1

π
π

π
π

=





=

=





=

                                              (1.32) 
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Dar 
2

cos
2

2cos
2

5 nnnn ππ
π

π
=






 +=cos , deci . [ ] [ ]nxnx 12 =

Se observ\ c\ semnalele discrete ob]inute prin e[antionarea lui 

 [i  cu  Hz sunt identice [i, dat fiind semnalul )(1 tx )(2 tx 40=sF n
2
πcos , 

exist\ ambiguitate `n a spune c\ el provine din  sau . )t(x1 )(2 tx
Deoarece  produce exact acelea[i e[antioane ca [i  prin 

e[antionarea la  Hz, se spune c\ frecven]a F

)(2 tx
40=sF

]2

)(1 tx
2 = 50 Hz este un 

alias al frecven]ei F1 = 10 Hz la viteza de e[antionare de 40 Hz. Termenul 
provine din limba englez\, având sensul de "a se da drept altcineva", 
`ncet\]enit [i în limba român\. Într-adev\r, în domeniul fundamental 
discret  intr\ frecven]e ce provin din e[antionarea unor 
semnale analogice ale c\ror frecven]e nu apar]in intervalului 

. Apari]ia acestor aliasuri determin\ fenomenul de 
interferen]\ sau suprapunere spectral\, fenomen `ntâlnit [i sub 
denumirea de aliere.  

/1,2/1(−

]2/, sF2/( sF−

Frecven]a F2 nu este singurul alias al frecven]ei F1 la frecven]a de 
e[antionare de 40 Hz. Toate semnalele de forma cos , k = 

1,2,3... , e[antionate la frecven]a  Hz produc acelea[i e[antioane [i, 
`n consecin]\, fecven]ele F

( )tkF 402 1 +π
40=sF

k=F1+40k sunt aliasuri pentru F1 = 10 Hz, la 
frecven]a de e[antionare Fs=40Hz. 

~n general, e[antionarea semnalului analogic 
( θπ += tFAtxa 02cos)( )                                  (1.33) 

cu frecven]a de e[antionare 
T

Fs
1

= , conduce la semnalul discret 

[ ] ( θπ += nfAnx 02cos )                                    (1.34) 

unde 
sF

Ff 0
0 =  este frecven]a relativ\ a sinusoidei. 

 Dac\ se impune 02 FFs ≥ , rezult\ 
2
1

0 ≤f , caz `n care rela]ia 

dintre F0 [i f0 este bijectiv\ [i, deci, este posibil\ refacerea semnalului 
analogic xa(t) din e[antioanele . [ ]nx
 Dac\, `ns\, semnalele 

   ,                            (1.35) ( θπ += tFAtx ka 2cos)( )
unde 
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 Fk = F0 + kFs ,  k = ±1, ±2, ...                             (1.36) 
 sunt e[antionate cu frecven]a Fs, semnalul e[antionat ob]inut este 
 

[ ] ( )

( )θπ

πθπθπ

+=

=







++=








+⋅

+
=≡

nfA

kn
F
F

nAn
F

kFF
AnTxnx

ss

s
a

0

00

2cos

22cos2cos
,   (1.37) 

 adic\ un num\r infinit de semnale armonice analogice sunt reprezentate 
dup\ e[antionare de acela[i semnal discret. Cu alte cuvinte, dat fiind  
de rela]ia (1.37), nu se poate, `n general, preciza semnalul analogic din 
care a fost ob]inut. Deoarece frecven]a F

[ ]nx

s/2 a unui semnal armonic 
analogic este cea mai `nalt\ frecven]\ ce poate fi unic reprezentat\ la 
frecven]a de e[antionare Fs, transformarea oric\rei frecven]e (alias) mai 
mari ca Fs/2 (ω = π) `ntr-o frecven]\ echivalent\ mai mic\ decât Fs/2 se 
poate face `n felul urm\tor: se ia punctul de la Fs/2 ca pivot [i se "reflect\" 
sau se "pliaz\" frecven]a alias `n domeniul -Fs/2<F≤Fs/2. Frecven]a Fs/2 
se nume[te frecven]\ de reflexie (folding). La acela[i rezultat se ajunge [i 
prin sc\derea unui multiplu `ntreg de Fs din frecven]a Fk. 
 
 1.3.2.    Teorema e[antion\rii 
 
 Pentru a se putea stabili perioada de e[antionare T sau, echivalent, 
frecven]a de e[antionare Fs optim\ pentru refacerea semnalului analogic 
din cel e[antionat, trebuie cunoscut\ frecven]a cea mai `nalt\ din spectrul 
semnalului analogic. ~n multe cazuri acest lucru este posibil. De exemplu, 
frecven]a componentelor unui semnal vocal este mai mic\ de 3000 Hz, un 
semnal TV con]ine componente importante de frecven]\ pân\ la 5 MHz. 
Informa]ia acestor semnale este con]inut\ `n amplitudinile, frecven]ele [i 
fazele componentelor sale. Uneori `ns\ nu se cunosc astfel de detalii 
despre semnal (valoarea maxima a fecven]ei), scopul prelucr\rii fiind 
chiar ob]inerea acestora. 
 Dac\ se cunoa[te valoarea maxim\ a frecven]ei componentelor 
unei clase de semnal (vocal, TV etc.), se poate specifica frecven]a de 
e[antionare pentru transformarea semnalului analogic `n semnal discret, 
astfel `ncât s\ poat\ fi realizat\ f\r\ ambiguitate [i transformarea invers\. 
 Fie un semnal analogic reprezentat ca o sum\ de sinusoide de 
diferite amplitudini, frecven]e [i faze 

                             (1.38) (∑
=

+=
N

i
iiia tFAtx

1
2cos)( θπ )
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 unde N este num\rul componentelor, Ai – amplitudinea componentelor,  
Fi – frecven]ele componentelor, θi – fazele componentelor. 

~n cadrul unei clase de semnale (de exemplu cel vocal), frecven]a 
maxim\ variaz\ lent de la realizare la realizare (de exemplu de la vorbitor 
la vorbitor) [i trebuie determinat\ valoarea maxim\ posibil\ Fmax. 
 Din paragraful precedent se [tie c\ cea mai mare frecven]\ a 
semnalului analogic care poate fi reconstruit\ f\r\ ambiguitate atunci 
când acesta este e[antionat cu frecven]a Fs este Fs/2. E[antionarea 
componentelor a c\ror frecven]\ este mai mare de Fs/2 sau mai mic\ 
decât -Fs/2 are ca rezultat ob]inerea de e[antioane identice cu cele 

corespunz\toare frecven]elor din intervalul 
22

ss FFF
≤≤− . Rezult\ atunci 

c\ pentru evitarea ambiguit\]ilor ce rezult\ din aliere, frecven]a de 
e[antionare trebuie aleas\, astfel `ncât 

                     (1.39) max2FFs ≥
unde Fmax este cea mai mare frecven]\ din spectrul semnalului analogic. 
Cu aceast\ frecven]\ de e[antionare, orice component\ de frecven]\ 

maxFFi ≤  a semnalului analogic se transform\ `ntr-un semnal discret cu 

frecven]a 

 
2
1

2
1

≤=<
s

i
i F

Ff−                                    (1.40) 

 sau, echivalent 
                                 (1.41) ππωπ =<− ii f2 ≤

~n concluzie, alegerea frecven]ei de e[antionare astfel `ncât s\ fie 
`ndeplinit\ rela]ia (1.39) asigur\ transformarea componentelor sinusoidale 
ale semnalului analogic `n componente de frecven]\ ale semnalului 
discret, care apar]in intervalului fundamental de frecven]\. ~n aceste 
condi]ii, semnalul analogic poate fi reconstruit din e[antioanele sale. ~n 
continuare se va enun]a teorema e[antion\rii, demonstra]ia sa fiind dat\ `n 
paragraful 6.1.2.  
 

Teorema e[antion\rii 
 

Dac\ frecven]a cea mai `nalt\ con]inut\ `ntr-un semnal analogic 
xa(t) este Fmax = B [i semnalul este e[antionat cu o frecven]\ 

, atunci semnalul xB  F  Fs 22 max =≥ a(t) poate fi ref\cut din e[antioanele 
sale, folosind func]ia de interpolare ideal\ 
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tF

tFtg
s

s

π
πsin)( =                                          (1.42)  

caz `n care semnalul analogic xa(t) este dat de rela]ia 

    ∑
+∞

−∞=








−








=

n ss
aa F

ntg
F
nxtx )(  ,                           (1.43) 

unde ( ) [ ]nxnTx
F
nx a

s
a ≡=








 sunt e[antioanele lui xa(t). 

Dac\ e[antionarea se realizeaz\ la frecven]a minim\ Fs = 2B, rela]ia 
(1.43) devine 

∑
∞+

−∞= 





 −







 −







=

n
aa

B
ntB

B
ntB

B
nxtx

2
2

2
2sin

2
)(

π

π
                 (1.44) 

 Frecven]a de e[antionare FN  = 2B = 2Fmax poart\ numele de 
frecven]\ Nyquist. Rela]ia (1.43) se nume[te formula de interpolare 
ideal\ pentru reconstruc]ia semnalului analogic xa(t) din e[antioanele sale. 
Se observ\ c\ `n fiecare punct de e[antionare la formarea semnalului 
contribuie o singur\ func]ie de interpolare. ~n intervalul dintre dou\ 
e[antion\ri, la formarea semnalului contribuie toate func]iile de 
interpolare, a[a cum este ilustrat `n figura 1.9. Conform rela]iilor (1.43) [i 
(1.44), refacerea semnalului analogic este complicat\, deoarece presupune 
o sum\ ponderat\ infinit\ a func]iei de interpolare g(t) [i a versiunilor sale 
`ntârziate. Datorit\ acestei complexit\]i, rela]iile (1.43) [i (1.44) prezint\ 
`n principal interes teoretic, `n practic\ folosindu-se metode de interpolare 
mai simple. Subiectul va fi reluat [i tratat pe larg `n capitolul 6. 

Figura 1.9. Reconstruc]ia semnalului analogic prin interpolare ideal\ 
 
Exemplul 1.2. 
Se consider\ semnalul analogic 
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ttttxa πππ 100cos300sin1050cos3)( −+= . S\ se determine frecven]a 
Nyquist pentru semnal. 
 
Frecven]ele prezente `n semnalul analogic  xa(t) sunt: 
F1 = 25 Hz,    F2 = 150 Hz,    F3 = 50 Hz. 
Fmax = 150 Hz [i, conform rela]iei (1.39), Fs ≥ 2Fmax = 300 Hz. Frecven]a 
Nyquist este FN = 2Fmax = 300 Hz. 
 
Discu]ie.  Se observ\ c\ prin e[antionarea componentei de semnal 

cu Ftπ300sin10 N = 300 Hz rezult\ semnalul discret 10 , care este 
egal cu zero. Aceasta `nseamn\ c\ semnalul sinusoidal a fost e[antionat `n 
punctele `n care valoarea sa era egal\ cu zero [i aceast\ component\ va 
disp\rea din semnalul discret. Aceast\ situa]ie se poate evita `n dou\ 
moduri: 

nπsin

a)  se introduce un offset de θ° `n sinusoida respectiv\, caz `n care rezult\ 
semnalul  care, e[antionat la F( θπ +t300sin10 ) N = 300 Hz, produce 
e[antioanele 
 

 [ ] ( ) ( ) θθπθπθπ sin101sincoscossin10sin10 ⋅−=⋅+⋅=+= nnnnnx
Pentru θ ≠ 0 [i θ ≠ π e[antioanele semnalului vor fi diferite de zero. 
b)   se e[antioneaz\ semnalul la o frecven]\ superioar\ frecven]ei Nyquist, 
metod\ care este agreat\ [i folosit\ frecvent `n astfel de cazuri. 
 

Exemplul 1.3. 
 Fie semnalul analogic 

ttttxa πππ 12000cos106000sin52000cos3)( ++=  
a) S\ se determine frecven]a Nyquist pentru semnal. 
b) Se presupune semnalul e[antionat la Fs = 5000 Hz. Ce semnal 
discret se ob]ine dup\ e[antionare ? 
c) Care este semnalul analogic ya(t) ce poate fi ref\cut din 
e[antioanele de la punctul b), prin interpolare ideal\ ? 

 
a) Frecven]ele prezente `n semnalul analogic sunt: F1 = 1 KHz, F2 = 3 

KHz, F3 = 6 KHz. 
                          Fmax = 6 KHz ⇒ FN = 12 KHz 

b)  Dac\ semnalul analogic se e[antioneaz\ cu Fs = 5 KHz, dup\ 
e[antionare se ob]ine semnalul discret 
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5
22sin5

5
12cos13

5
12cos10

5
22sin5 ππππ . 

c) Deoarece numai componentele de 1 KHz [i 2 KHz sunt prezente `n 
semnalul e[antionat [i ]inând seama c\ t=nT sau n=t/T=tFs, semnalul 
analogic ce poate fi ref\cut este: , care, 
evident, difer\ de cel original. Distorsionarea semnalului analogic original 
a fost determinat\ de apari]ia erorii alias datorat\ frecven]ei de 
e[antionare sc\zute folosite. 

tttya ππ 4000sin52000cos13)( −=

 
1.3.3.    Cuantizarea semnalelor de amplitudine continu\ 

 
 ~n paragraful 1.3, s-a definit cuantizarea ca fiind procesul de 
conversie a unui semnal discret, care ia valori `ntr-un domeniu continuu, 
`ntr-un semnal discret ce ia valori `ntr-o mul]ime finit\ de valori posibile. 
Eroarea introdus\ prin reprezentarea valorilor continue ale unui semnal 
prin valori ale unei mul]imi finite se nume[te eroare de cuantizare. 
 Opera]ia de cuantizare a e[antionului  se noteaz\ cu Q , 
iar valoarea e[antionului cuantizat ob]inut la ie[irea cuantizorului se 
noteaz\ cu , adic\ 

[ ]nx [ ][ ]nx

[ ]nxq

                                              (1.45) [ ] [ ][ nxQnxq = ]
 Eroarea de cuantizare  se define[te ca diferen]a dintre valoarea 

cuantizat\ [i cea  necuantizat\ a e[antionului 

[ ]neq

                                         (1.46) [ ] [ ] [ ]nxnxne qq −=
 Pentru ilustrarea opera]iei de cuantizare se consider\ urm\torul exemplu: 

Fie semnalul definit `n timp discret   , care a fost 

ob]inut prin e[antionarea semnalului analogic , t > 0 cu o 
frecven]\ F

[ ]




=
0

9,0 n

nx

ax (
0
0

<
≥

n
n

t9,0=t)
s = 1 Hz. ~n tabelul 1 sunt prezentate valorile primelor 10 

e[antioane ale lui x[n] cu n zecimale. Este evident c\ aceste valori nu vor 
putea fi prelucrate de un calculator, deoarece numai un num\r finit de 
zecimale pot fi stocate [i prelucrate. Dac\ se lucreaz\ numai cu o singur\ 
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zecimal\, eliminarea celorlalte se poate face fie prin trunchiere, fie prin 
rotunjire. 
 Tabelul 1 

n [ ]nx  
[ ]nxq  

trunchiere 

[ ]nxq  

rotunjire 

[ ] [ ] [ ]nxnxne qq −=
 

rotunjire 
0 1,0 1,0 1,0 0,00 
1 0,9 0,9 0,9 0,00 
2 0,81 0,8 0,8 -0,01 
3 0,729 0,7 0,7 -0,029 
4 0,6561 0,6 0,7 0,0439 
5 0,59049 0,5 0,6 0,00951 
6 0,531441 0,5 0,5 -0,031441 
7 0,4782969 0,4 0,5 0,0217031 
8 0,43046721 0,4 0,4 -0,03046721 
9 0,387420489 0,3 0,4 0,012579511 

 
 

 
Figura 1.10.  Ilustrarea opera]iei de cuantizare 

 
Valorile permise pe care le poate lua semnalul cuantizat se numesc 

nivele de cuantizare, iar distan]a dintre dou\ nivele de cuantizare 
succesive se nume[te pas de cuantizare sau rezolu]ie. 
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 Cuantizorul cu rotunjire atribuie fiec\rui e[antion al lui x[n] 
valoarea celui mai apropiat nivel de cuantizare. Cuantizorul cu trunchiere 
atribuie fiec\rui e[antion al lui x[n] nivelul de cuantizare inferior sau egal 
e[antionului. Eroarea de cuantizare `n cazul rotunjirii este 

[ ]
22
∆

≤≤
∆

− neq  ,    (1.47) 

iar `n cazul trunchierii                 ,                                  (1.48) [ ] ∆<≤ neq0
unde ∆ este pasul de cuantizare. 

Dac\ se noteaz\ cu xmin [i xmax valoarea minim\ [i respectiv, 
maxim\ a lui x[n] [i cu L num\rul nivelelor de cuantizare, atunci 

1
minmax

−
−

=∆
L

xx
                                            (1.49) 

 Valoarea  reprezint\ domeniul dinamic al 

cuantizorului. 
minmax xx −

Pentru exemplul considerat anterior, xmax = 1, xmin = 0, L = 11, ceea 
ce conduce la ∆ = 0,1. Evident, cu cât num\rul nivelelor de cuantizare 
cre[te, cu atât pasul de cuantizare scade [i, implicit, [i eroarea de 
cuantizare. 

Cuantizarea semnalelor analogice are ca rezultat o pierdere de 
informa]ie, datorit\ atribuirii aceluia[i nivel de cuantizare tuturor 
e[antioanelor ce se g\sesc la distan]\ mai mic\ sau egal\ cu ∆/2 de 
nivelul de cuantizare (`n cazul rotunjirii). 

 
1.3.4.    Codarea e[antioanelor cuantizate 
 
Prin procesul de codare, `n cadrul convertorului A/N se atribuie o 

secven]\ binar\ unic\ fiec\rui nivel de cuantizare. 
Dac\ exist\ L nivele de cuantizare, vor fi necesare L secven]e 

binare distincte. Cu o lungime de b bi]i pe secven]\, numit\ [i cuvânt, se 
pot forma 2b secven]e binare distincte. Este necesar ca 2b ≥ L sau, 
echivalent, b ≥ log2 L, adic\ num\rul de bi]i necesar codorului este cel 
mai mic `ntreg mai mare sau egal cu log2 L. Obi[nuit, convertoarele A/D 
sunt pe 16 bi]i sau mai pu]in. Evident, cu cre[terea num\rului de bi]i 
convertorul este mai scump, dar mai precis. 

Calculatoarele lucreaz\ cu numere reprezentate prin secven]e de 0 
[i 1. Lungimea acestor secven]e (lungimea cuvintelor) este fix\ [i de 
obicei este 8, 12, 16 sau 32.  ~n procesare, lungimea finit\ a cuvintelor 
determin\ complica]ii `n analiza sistemelor de prelucrare numeric\ a 
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semnalelor. Pentru evitarea acestora, `n general, se neglijeaz\ faptul c\ 
semnalele numerice provin `n urma cuantiz\rii [i, unde este posibil sunt 
tratate ca semnale e[antionate [24]. 

 
1.3.5.    Conversia numeric-analogic\ 
 
Pentru a converti m\rimea numeric\ ob]inut\ `n urma prelucr\rii 

numerice `n una analogic\, se folose[te un convertor numeric-analogic, a 
c\rui sarcin\ este de a realiza o interpolare `ntre e[antioane. 

Teorema e[antion\rii specific\ forma optim\ a func]iei de 
interpolare pentru un semnal de band\ limitat\, dar, a[a cum s-a ar\tat 
anterior, aceasta este prea complicat\ pentru a fi implementat\ practic. 

 

 
 
 

Figura 1.11.  Conversia N/A (cu memorie) 
 de ordinul zero 

Figura 1.12.  Conversia N/A prin  
interpolare liniar\ 

Cel mai simplu convertor D/A este cel de ordinul zero [24], ca 
re p\streaz\ valoarea constant\ a e[antionului pân\ la apari]ia urm\torului 
e[antion. Aceast\ situa]ie este ilustrat\ `n figura 1.11.  

O `mbun\t\]ire a semnalului analogic ref\cut `n urma conversiei 
N/A se poate ob]ine cu un convertor cu interpolare liniar\ [24], care 
furnizeaz\ un semnal ob]inut prin conectarea e[antioanelor succesive prin 
linii, a[a cum este ar\tat `n figura 1.12. Problema refacerii semnalului din 
e[antioanele sale va fi reluat\ `n capitolul 6. 

 
1.4. Probleme propuse 

 
1.1. S\ se stabileasc\ dac\ urm\toarele semnale a) pre]ul de `nchidere 

la diferite produse la burs\; b)un film color; c) pozi]ia volanului unei 
ma[ini `n mi[care, dac\ sistemul de referin]\ este legat de ma[in\; d) 
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pozi]ia volanului unei ma[ini `n mi[care, dac\ sistemul de referin]\ este 
p\mântul; e) greutatea [i `n\l]imea unui copil m\surate `n fiecare lun\; 
sunt 1) uni sau multidimensionale; 2) mono sau multicanal; 3) continue 
sau discrete `n timp; 4) continue sau discrete `n amplitudine. S\ se 
argumenteze pe scurt r\spunsul. 
 

1.2. S\ se determine care din urm\toarele semnale sunt periodice [i 
pentru cele care sunt s\ se determine perioada fundamental\. 
a) ;  [ ] nnx π01.0cos=

b) [ ] 





=

105
30cos nnx π ; 

c) ; [ ] nnx π3cos=
d) ; [ ] nnx 3sin=

e) [ ] 





=

10
62sin nnx π ; 

f) 





 +=

6
5cos3)( πttxa ; 

g) [ ] 





 +=

6
5cos3 πnnx ; 

h) [ ] 













 π−=

6
exp2 njnx ; 

i) [ ] 













=

8
cos

18
cos nnnx π

; 

j) [ ] 





 ++






−






=

34
cos3

8
sin

2
cos ππππ nnnnx . 

 
1.3. a)  S\ se arate c\ perioada fundamental\  a semnalului pN

[ ] Nnkj
k ens π2= ;  k = 0, 1, 2, . . . 

este ( )NkNN p ,c.m.m.d.c= , unde c.m.m.d.c. este cel mai mare divizor 

comun al lui k [i N. 
 b)  Care este  pentru N = 7 ? pN
 c)  Care este  pentru N = 16 ? pN
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1.4. Se consider\ urm\torul semnal analogic sinusoidal 



( )ttxa π100sin3)( =  

a) S\ se reprezinte  pentru 0 ; )(txa ms30≤≤ t
b) Semnalul x  este e[antionat cu = 300 e[antioane/sec. S\ se 

determine frecven]a semnalului discret , 

)(ta sF

[ ] )( Tnxnx a=
sF

T 1
=  [i s\ 

se arate c\ acesta este periodic. 
c) S\ se calculeze valorile lui  dintr-o perioad\ [i s\ se reprezinte 

 pe acela[i grafic cu . Care este perioada semnalului discret 
? 

[ ]nx
)(t[ ]nx xa

d) Se poate g\si o frecven]\ de e[antionare astfel `ncât semnalul  s\ 
ating\ valoarea maxim\ de 3 ? Care este frecven]a minim\ pentru 
acest lucru ? 

[ ]nx

 
1.5. Un semnal analogic  este 

e[antionat cu o frecven]\  600 e[antioane/sec. 

( ) ( tttxa ππ 720sin3480sin)( += )
=sF

a) S\ se determine frecven]a Nyquist pentru ; )(txa

b) S\ se determine frecven]a de folding; 
c) Care sunt frecven]ele con]inute de semnalul discret ; [ ]nx
d) Dac\ x  este trecut printr-un convertor D/A ideal, ce semnal  

se reface ? 
[ ]n )(tya

 
1.6. Pe un canal de comunica]ii se transmit cuvinte binare care 

reprezint\ e[antioane ale semnalului de intrare  
tttxa ππ 1800cos2600cos3)( += . 

Pe canal se pot transmite 10000 bi]i/secund\ [i fiec\rui e[antion de intrare 
`i poate fi  atribuit unul din 1024 nivele diferite de tensiune. 
a) Care este frecven]a de e[antionare [i frecven]a de folding ? 
b) Care este frecven]a Nyquist pentru semnalul  ? )(txa

c) Care sunt frecven]ele semnalului discret ? 
d) Care este rezolu]ia  a convertorului ? ∆
 

1.7. Semnalul discret [ ] nnx
10

cos35.6 π
=  este cuantizat cu o rezolu]ie 

a)  sau  1.0=∆
b) ∆ . Câ]i bi]i sunt necesari convertorului A/D `n fiecare caz ? 02.0=

 29


	INTRODUCERE

