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CAPITOLUL 2 
 
 
 
 
 

ESTIMAREA FORMEI SEMNALULUI  
 
 
 Estimarea formei semnalului este o operaţie de filtrare a 
semnalului util, purtător de informaţie, din semnalul recepţionat, 
impunându-se pentru aceasta un semnal dorit a fi estimat, ( )td . 
 

 2.1. Schema bloc a unui sistem de transmisiuni care  
realizează estimarea formei semnalului 

 
 În figura 2.1 se dă schema bloc simplificată a unui sistem de 
transmisiuni care realizează estimarea formei semnalului. 
 

 
 Fig. 2.1. Schema bloc a unui sistem de transmisiuni care realizează 

estimarea formei semnalului 
 

Sursa de informaţie, S, furnizează mesajul m(t) purtător de 
informaţie care, în cazul general, va fi descris matematic de un proces 
aleator, staţionar în sens larg. Canalul de transmisiuni, C, este afectat 
de perturbaţiile P, caracterizate de zgomotul n(t), care, în cazul 
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general, va fi, de asemenea, descris de un proces aleator, staţionar în 
sens larg. Mai mult, zgomotul de pe canalul de transmisiuni se va 
considera aditiv, adică semnalul recepţionat, r(t), va fi de forma: 

 Cunoscându-se statistica zgomotului de pe canal, receptorul R 
va trebui proiectat astfel încât, la aplicarea semnalului recepţionat la 
intrarea acestuia, să rezulte la ieşire un estimat, ( )td̂ . 
 În cazul cel mai general, semnalul dorit a fi estimat este de 
forma: 

unde F este o transformată cunoscută a mesajului furnizat de sursă. 
 În aplicaţiile practice, transformata F este liniară şi de obicei 
foarte simplă, întâlnindu-se curent următoarele situaţii: 
 1) Filtrarea mesajului din semnalul recepţionat, caz în care: 

 2) Filtrarea cu întârziere a mesajului din semnalul recepţionat, 
operaţie întâlnită şi sub denumirile de interpolare sau netezire, caz în 
care: 

 3) Filtrarea cu anticipare a mesajului din semnalul 
recepţionat, operaţie întâlnită şi sub denumirile de extrapolare sau 
predicţie, caz în care: 

 Între semnalul dorit a fi estimat, ( ),td  şi estimatul furnizat la 

ieşirea receptorului, ( )td̂ , există totdeauna o diferenţă, numită eroare 
de estimare, notată ( )tε , dată de relaţia: 

 ( ) ( ) ( )tntmtr +=                             (2.1) 

 ( ) ( )[ ]tmFtd =                           (2.2) 

 ( ) ( )tmtd =                                    (2.3) 

 ( ) ( ) 0, <+= ααtmtd                   (2.4) 

 ( ) ( ) 0   , >+= ααtmtd                     (2.5) 

 ( ) ( ) ( )tdtdt ˆ−=ε                             (2.6) 
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 Aprecierea estimării ca optimală se face în raport cu un criteriu 
care, în general, minimizează o funcţie a erorii de estimare. 
 Unul dintre cele mai utilizate criterii este criteriul erorii 
pătratice medii minime, conform căruia se minimizează eroarea 
pătratică medie: 

 
 2.2. Ecuaţia integrală Wiener - Hopf 
 
 Considerând semnalele ( )tm  şi ( )tn   procese aleatoare 
staţionare în sens larg, cu valoare medie nulă, receptorul care poate 
minimiza eroarea pătratică medie dată de relaţia (2.7) devine un filtru 
optimal şi poate fi determinat în clasa filtrelor liniare invariante. 
 Notând cu ( )th0  funcţia pondere a unui astfel de filtru optimal, 

liniar şi invariant în timp, estimatul (răspunsul), ( )td̂ , la semnalul 
recepţionat ( )tr , care asigură eroarea pătratică medie minimă, 

( )2
0 1tε , se poate deduce cu integrala de convoluţie: 

 Pentru ca filtrul optimal să fie cauzal, trebuie satisfăcută 
condiţia: 

                 ( ) ,0=tho   pentru    0<t  (2.9) 
 Cu restricţia dată de (2.9), relaţia (2.8) devine: 

( ) ( ) ( )0
0

d̂ t h r t dτ τ τ
∞

= −∫                        (2.10) 

 Eroarea pătratică medie minimă se poate atunci calcula 

 ( ) ( ) ( )
2

2
1 1 1

ˆt d t d tε ⎡ ⎤= −⎣ ⎦                      (2.7) 

 ( ) ( ) ( )0d̂ t h r t dτ τ τ
∞

−∞

= −∫                        (2.8) 
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înlocuind (2.10) în (2.7), pentru 1t t= , adică: 

În scopul determinării funcţiei pondere ( )th0  a filtrului optimal 
care asigură eroarea pătratică medie minimă, se consideră un filtru 
liniar invariant cu funcţia pondere: 

unde λ este un parametru real. 
 Pentru asigurarea cauzalităţii, va trebui ca pe lângă condiţia 
dată de relaţia (2.9) să se impună suplimentar condiţia: 

 Termenul ( )tlλ din relaţia (2.12) reprezintă abaterea funcţiei 
( )th  de la funcţia pondere ( )th0  a filtrului optimal care asigură 

eroarea pătratică medie minimă. 

 Notând cu ( )2
1tε  eroarea pătratică medie cauzată de filtrul 

caracterizat de funcţia pondere ( )th  aceasta poate fi calculată cu 
relaţia: 

sau, ţinând cont de (2.12), rezultă echivalent, relaţia: 

unde coeficienţii a , b şi c sunt independenţi de parametrul λ . 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
0 1 1 1 0 1

0

t m d t h r t dε τ τ τ
∞⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − −⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫      (2.11) 

 ( ) ( ) ( )tlthth o λ+=                             (2.12) 

 ( ) 0,pentrul t = t < 0                             (2.13) 

 ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 1 1 1

0

t m d t h r t dε τ τ τ
∞⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − −⎨ ⎬⎢ ⎥

⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫       (2.14) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

2
1 1 1 0 1 1

0 0

2

t m d t h r t d l u r t u du

a b c

ε τ τ τ λ

λ λ

∞ ∞⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − − − − =⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

= + +

∫ ∫

(2.15)
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 Din relaţia (2.12) rezultă că pentru 0=λ  se obţine funcţia 
pondere a filtrului optimal, indiferent de ( ).tl  
 Condiţia necesară de extrem a erorii pătratice medii, ca funcţie 
deλ , se obţine egalând cu zero derivata acesteia în raport cuλ . 
Extremul respectiv este un minim, deoarece   

                    ( ) ( ) ( )
22 2

1
1 12

0

2 2 0
t

a m l u r t u du
ε
λ

∞⎧ ⎫⎡ ⎤∂ ⎪ ⎪= = − >⎨ ⎬⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭
∫ . 

 Reunind cele două condiţii, rezultă că eroarea pătratică medie 
devine minimă, atunci când este îndeplinită condiţia: 

 Identificând coeficientul lui λ din relaţia (2.15) şi egalându-l 
cu zero, rezultă: 

Ţinând cont de (2.13), rezultă că relaţia (2.17) este adevărată 
atunci când: 

 Dar: 

reprezintă funcţia de corelaţie între semnalul recepţionat, ( )tr , şi 
semnalul dorit a fi estimat, ( )td , iar: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1 1 1rr rr

rr

r t r t u t u t u

u

τ τ τ

τ

− − = Β ⎡ − − − ⎤ = Β − =⎣ ⎦
= Β −

 
 

(2.20) 

reprezintă funcţia de autocorelaţie a semnalului recepţionat. 

 ( )2
1 0 0

0
t

b
ε

λλ
∂

= ⇔ =
=∂

                       (2.16) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 1
0 0

0l u d t r t u h r t r t u d duτ τ τ
∞ ∞⎡ ⎤

− − − − =⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫  (2.17) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 1 1
0

0, 0d t r t u h r t r t u d uτ τ τ
∞

− − − − = ≥∫      (2.18) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1dr dr rdd t r t u t u t u u− = Β − − = Β − = Β           (2.19) 
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 Cu (2.19) şi (2.20), relaţia (2.18) devine: 

 Ecuaţia integrală (2.21) este cunoscută în literatura de 
specialitate ca ecuaţia integrală Wiener - Hopf. Din această ecuaţie se 
determină funcţia pondere ( )th0  a filtrului optimal, care asigură 
eroarea pătratică medie minimă, chiar în cazul cel mai defavorabil, 
când mesajul ( )tm  purtător de informaţie este înecat în zgomotul ( ).tn  
 Din demonstraţia care a condus la ecuaţia integrală Wiener - 
Hopf rezultă că nici un alt filtru liniar nu poate realiza o eroare 
pătratică medie mai mică decât filtrul liniar cu funcţia pondere ( )th0 , 
ce satisface această ecuaţie integrală. 
  Observaţia 1 
 Ecuaţia integrală Wiener - Hopf poate fi formal obţinută 
plecându-se de la integrala de convoluţie. Într-adevăr, dacă receptorul 
R din figura (2.1) este caracterizat de funcţia pondere ( ),0 th  în 
condiţiile de cauzalitate se poate scrie: 

 Înmulţind la stânga cu ( ) 00 ≠r  ambii membri ai ecuaţiei 
(2.22), se poate scrie succesiv: 

Mediind ambii termeni, rezultă: 

( ) ( ) ( )0
0

, 0rr rdh u d u uτ τ τ
∞

Β − = Β ≥∫           (2.21) 

 ( ) ( ) ( )0 1 1
0

h r t d d tτ τ τ
∞

− =∫                      (2.22) 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1 1
0

0 1 1
0

0 0

0 0

r h r t d r d t

h r r t d r d t

τ τ τ

τ τ τ

∞

∞

⎫
− = ⇔⎪

⎪
⎬
⎪− = ⎪⎭

∫

∫
              (2.23) 
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Dar: 

 Rezultă astfel ecuaţia integrală: 

  Observaţia 2 
 Faptul că mesajul ( )tm  s-a presupus un proces aleator, poate fi 
justificat presupunând că se fac două observări asupra unui semnal 
determinist ( )ts . 
 Se presupune că, la prima observare, peste semnalul 
determinist se suprapune zgomotul 1( )n t , modelat matematic de un 
proces aleator staţionar în sens larg. La o a doua observare se 
presupune că peste semnalul determinist se suprapune zgomotul 

2 ( )n t , modelat, de asemenea, matematic de un proces aleator staţionar 
în sens larg. Pentru estimarea semnalului determinist ( )s t , utilizând o 
filtrare optimală Wiener Hopf, se foloseşte schema bloc din figura 2.2. 

 
Fig. 2.2. Schema bloc pentru estimarea unui semnal determinist s(t) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0 1 11
0

0 1 1
0

0 0

0 0

m h r r t d m r d t

h r r t d r d t

τ τ τ

τ τ τ

∞

∞

⎫⎧ ⎫
− = ⇔⎪⎨ ⎬

⎪⎩ ⎭
⎬
⎪− = ⎪
⎭

∫

∫
         (2.24) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

1 1 1

0 0

0 0
rr rr

rd rd

r r t t t

r d t t t

τ τ τ ⎫− = Β − − = Β − ⎪
⎬

= Β − = Β ⎪⎭
                 (2.25) 

 ( ) ( ) ( )0 1 1
0

rr rdh t d tτ τ τ
∞

Β − = Β∫                (2.26) 



 124

În acest caz, semnalul recepţionat este de forma: 

1 2( ) ( ) ( )r t n t n t= − ,                                     (2.27) 
fiind într-adevăr un proces aleator, staţionar în sens larg, dacă 
zgomotele 1 2( ) şi ( )n t n t  se modelează prin procese aleatoare 
staţionare în sens larg. 
 Filtrul optimal, caracterizat de funcţia pondere ( )oh t , va 
furniza la ieşire procesul aleator 1( )n t , cu eroarea pătratică medie 
minimă, dacă funcţia pondere satisface ecuaţia integrală Wiener – 
Hopf (2.21), unde: 

În relaţia (2.28) s-a ţinut cont că zgomotele 1( )n t  şi 2 ( )n t  sunt 
procese aleatoare statistic independente, cu valoare medie nulă, adică 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 2 1 1 1 2 1

2 1 1 1 2 1 1 1

0

0

n t n t u n t n t u

n t n t u n t n t u

⎫+ = ⋅ + = ⎪
⎬

+ = ⋅ + = ⎪⎭
              (2.29) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

1 1

1 1 1 1 1 2 1 1 1( )rd rn

n n

u u r t n t u n t n t n t u

u

Β = Β = + = ⎡ − ⎤ +⎣ ⎦
= Β

 (2.30) 

 În felul acesta, ecuaţia integrală Wiener-Hopf pentru 
determinarea funcţiei pondere ( )th0  a filtrului optimal va fi în acest 
caz, de forma: 

  
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 1 1

1 1 1 1 2 1 1 1 2 1rr

n n n n

u r t r t u n t n t n t u n t u

u u

Β = + = ⎡ − ⎤ ⎡ + − + ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= Β +Β

   

(2.28)  

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 1 1 1 10

0

, 0n n n n n nh u u d u uτ τ τ τ
∞

⎡ ⎤Β − +Β − = Β ≥⎣ ⎦∫ (2.31) 
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2.3. Soluţia ecuaţiei integrale Wiener - Hopf în cazul 
 filtrelor optimale necauzale 
 
 Dacă se renunţă la condiţia de cauzalitate a filtrului optimal, 
soluţia ecuaţiei integrale Wiener - Hopf se obţine foarte uşor, deoarece 
în acest caz relaţia (2.21) devine: 

unde prin ( )τnh0 s-a notat funcţia pondere a filtrului optimal necauzal. 
 Fie ( )ωjSrr , ( )ωjSrd  şi ( ),0 ωjH n  densitatea spectrală de 
putere a semnalului recepţionat, densitatea spectrală de putere de 
interacţiune, respectiv funcţia de transfer a filtrului optimal necauzal, 
adică: 

 Ţinând cont de (2.33), transformata Fourier aplicată ecuaţiei 
(2.32), permite să se scrie: 

sau în variabilă complexă :ωσ js +=  

 Se presupune peste tot că regiunea de convergenţă a funcţiilor 

 ( ) ( ) ( )0 ,n rr rdh u d u uτ τ τ
∞

−∞

Β − = Β −∞ < < ∞∫      (2.32) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=

Β=

Β=

∫

∫

∫

∞

∞−

−

∞

∞−

−

−
∞

∞−

ττω

ττω

ττω

ωτ

ωτ

ωτ

dehjH

dejS

dejS

j
nn

j
rdrd

j
rrrr

00

                        (2.33) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )ω
ωωωω

jS
jSsHjSjSjH

rr

rd
nrdrrn =⇒= 00   

 ( ) ( )
( )sS
sSsH

rr

rd
n =0                        (2.34) 
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în variabilă complexă s conţine axa imaginară ωj  şi, deci, peste tot 
este posibilă înlocuirea lui s cu ωj . Funcţia de transfer ( )sH n0  astfel 
obţinută va avea, probabil, poli şi în semiplanul drept, caracterizând 
astfel un filtru optimal nerealizabil. 
 Dacă semnalul recepţionat ( )tr este dat de relaţia (2.1), atunci, 
conform teoremei Wiener - Khintcine, se poate scrie: 

deoarece 

Relaţiile (2.37) se datorează independenţei statistice a 
zgomotului de pe canal faţă de mesajul ( )tm  purtător de informaţie şi 
faptului că valoarea medie a zgomotului este nulă. 
 În mod analog, se poate scrie: 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }1 1rd rdS j F F r t d tω τ τ= Β = +            (2.38) 

 În cazul filtrării mesajului din semnalul recepţionat, adică 
atunci când este îndeplinită relaţia (2.3), rezultă:   

                 
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( ){ }
1 1

1 1 1

rdS j F r t m t

F m t n t m t

ω τ

τ

= + =

= ⎡ + ⎤ + =⎣ ⎦
 

( ) ( ){ } ( ){ } ( )1 1 mm mmF m t m t F S jτ τ ω= + = Β =                    (2.39) 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ){ } ( ){ } ( ) ( )

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

,

rr rr

mm nn mm nn

S j F F r t r t

F m t n t m t n t

F m t m t n t n t

F F S j S j

ω τ τ

τ τ

τ τ

τ τ ω ω

= Β = + =

⎡ + ⎤ ⎡ + + + ⎤ =⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + + + =

= Β + Β = +

            (2.36) 

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1 1 1

0

0

n t m t n t m t

m t n t m t n t

τ τ

τ τ

⎫+ = ⋅ + = ⎪
⎬

+ = ⋅ + = ⎪⎭
                 (2.37) 
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Funcţia de transfer a filtrului optimal necauzal se obţine 
înlocuind (2.36) şi (2.39) în relaţia (2.34), adică: 

 În cazul filtrării cu întârziere sau cu anticipare a mesajului din 
semnalul recepţionat,  rezultă: 

 Înlocuind relaţiile (2.36) şi (2.41) în (2.34), funcţia de transfer 
a filtrului optimal necauzal devine: 

 În cazul filtrării cu întârziere, 0<α , iar în cazul filtrării cu 
anticipare,  .0>α  Din relaţiile (2.40), şi (2.42) rezultă că modulul 
funcţiei de transfer rămâne acelaşi, fie că se realizează filtrarea, 
filtrarea cu întârziere sau filtrarea cu anticipare, adică : 

 ( ) ( )
( ) ( )

mm
on

mm nn

S j
H j

S j S j
ω

ω
ω ω

=
+

              (2.43) 

 Dacă densitatea spectrală de putere a mesajului, ( )ωjSmm , şi 
densitatea spectrală de putere a zgomotului, ( )ωjSnn , sunt în benzi 
adiacente (fig. 2.3), atunci filtrul optimal se reduce la un filtru trece 
bandă, plasat în regiunea spectrului semnalului. 
 În acest caz, în banda 10 ωω ≤≤ , ( ) 0≠ωjSmm , ( ) 0=ωjSnn  
şi, deci: 

 ( ) ( )
( ) ( )ωω

ωω
jSjS

jSjH
nnmm

mm
on +

=                (2.40) 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ }
( ){ } ( )

1 1

1 1 1[ ]

rd

j
mm mm

S j F r t m t

F m t n t m t

F e S jωα

ω τ α

τ α

τ α ω

= + + =

= + + + =

= Β + =

                  (2.41) 

 ( ) ( )
( ) ( )

jmm
on

mm nn

S j
H j e

S j S j
ωαω

ω
ω ω

=
+

          (2.42) 

( ) 10 =ωjH n                             (2.44) 
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iar în banda 1 ,ω ω< < ∞ ( ) 0mmS jω = , ( ) 0nnS jω ≠   şi, deci: 

 
Fig. 2.3. Cazul când ( )ωjSmm şi ( )ωjSnn  sunt în benzi adiacente 

 
 Dacă densităţile spectrale de putere ale semnalului şi 
zgomotului se suprapun parţial (fig. 2.4), atunci este necesar ca în 
banda  0≤ω≤ω1, ⏐Hon(jω)⏐=1, în banda ω1<ω≤ω2  filtrul să prezinte 
o atenuare cu atât mai mare cu cât zgomotul este mai mare, iar în 
banda ω2<ω<∞, ⏐Hon(jω)⏐=0. 
 

 
Fig. 2.4. Cazul când ( )ωjSmm şi ( )ωjSnn  se suprapun parţial 

 
Evident că, în acest caz, în banda ( )1 2,ω ω apar erori în filtrarea 

optimală, deoarece în această bandă va trece şi o parte din zgomot. 
 În fine, în cazul în care semnalul util, purtător de informaţie, 
este înecat în zgomot (fig. 2.5), neglijând termenul ( )mmS jω  în raport 

cu termenul ( )nnS jω , rezultă modulul funcţiei de transfer a filtrului 

 ( ) 00 =ωjH n                           (2.45) 
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optimal, de forma: 

 Deşi în ultimul caz, care este cel mai dificil, apar erori în 
filtrarea optimală, filtrul optimal cu modulul funcţiei de transfer dat de 
relaţia (2.46) va asigura o eroare pătratică medie minimă. 
 

 
Fig. 2.5. Cazul când semnalul util este înecat în zgomot 

 
 Un caz particular interesant este acela al predicţiei pure, adică 
filtrarea cu anticipare în lipsa perturbaţiilor. 
 Impunând în relaţia (2.42)  ( ) 0=ωjSnn , rezultă: 

Funcţia de transfer a filtrului optimal necauzal în cazul filtrării cu 
întârziere şi în lipsa zgomotului va fi atunci: 

 
 2.4. Soluţia ecuaţiei integrale Wiener - Hopf  în cazul 
 când semnalul recepţionat este zgomot alb 
 
 Se presupune că semnalul recepţionat ( )tr poate fi aproximat 
cu zgomotul alb, adică: 

 ( ) ( )
( )0

mm
n

nn

S j
H j

S j
ω

ω
ω

≈                     (2.46) 

 ( ) 0,0 >= αω ωαj
n ejH                   (2.47) 

 ( ) 0,0 <= αω ωαj
n ejH                  (2.48) 
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unde prin ( )ta s-a notat zgomotul alb cu densitatea spectrală de 
putere S0. 
 În acest caz, funcţia de autocorelaţie a semnalului recepţionat 
devine: 

 Dacă se notează cu ( )τah0  funcţia pondere a filtrului optimal 
şi cu Bad(u) funcţia de corelaţie dintre zgomotul alb şi semnalul dorit 
a fi estimat, atunci ecuaţia integrală Wiener - Hopf (rel. 2.21) 
devine: 

 Fără a micşora generalitatea rezultatelor, se consider 10 =S  şi 
atunci, ţinând cont de proprietatea de filtrare a distribuţiei Dirac, 
( )τδ −u , relaţia (2.51) se poate scrie sub forma: 

 Se notează cu ( )uadΒ+  funcţia de corelaţie între zgomotul alb 

( )ta şi funcţia dorită a fi estimată ( )td  pentru 0≥u  şi cu ( )uadΒ− , 
pentru 0<u . Cu aceste notaţii, se poate scrie: 

O reprezentare grafică posibilă a funcţiei de corelaţie ( )uadΒ  este dată 
în figura 2.6. 
 În figura 2.6, cu linie întreruptă s-a reprezentat partea din 

( )adB u  pentru u<0, iar cu linie continuă, partea din ( )adB u  pentru 
0u ≥ . 

 

 ( ) ( )tatr =                               (2.49) 

 ( ) ( ) ( )uSuu aarr δ0=Β=Β                     (2.50) 

 ( ) ( ) ( )∫
∞

≥Β=−
0

00 0,uuduhS ada ττδτ         (2.51) 

 ( ) ( ) 0,0 ≥Β= uuuh ada                   (2.52) 

 ( ) ( ) ( )uuu adadad Β+Β=Β −+                         (2.53) 
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Fig. 2.6. Reprezentarea grafică a funcţiei de corelaţie ( )ad uΒ  

 
 Ţinând cont de relaţiile (2.52) şi (2.53), rezultă că funcţia 
pondere a filtrului optimal, cauzal, la recepţionarea zgomotului alb se 
determină cu relaţia 

( ), pentru 0
( )

0, pentru 0
ad

oa
B u u

h u
u

+⎧ ≥
= ⎨

<⎩
                       (2.54) 

Aplicând transformata Laplace relaţiei (2.54) şi notând cu ( )oaH s  
funcţia de transfer a filtrului optimal la recepţionarea unui semnal ce 
poate fi considerat zgomot alb, rezultă 

{ }
0

( ) ( ) ( ) ( )
not

su
oa ad ad adH s L B u B u e du S s

∞
+ + − += = =∫         (2.55) 

Pentru s jω= , relaţia (2.55) devine 

( ) ( )oa adH j S jω ω+=                           (2.56) 
 

2.5. Soluţia ecuaţiei integrale Wiener Hopf în 
domeniul frecvenţă 

 
 Rezultatele obţinute în paragraful precedent pot fi folosite în 
cazul general, dacă semnalul recepţionat r(t), cu densitatea spectrală 
de putere ( )rrS jω , poate fi transformat în zgomot alb. 
 Filtrul liniar cu funcţia pondere ( )tha , respectiv funcţia de 
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transfer ( )ωjH a , care transformă  semnalul de la intrare ( )tr  într-un 
semnal ce poate fi considerat zgomot alb, ( ),ta  se numeşte filtru de 
albire. 
 Pentru ca operaţia de albire să nu afecteze estimatul ( )td̂ , este 
necesar să se cascadeze cu filtrul de albire un filtru liniar care să 
realizeze operaţia inversă. Acesta se va numi filtru invers faţă de 
operaţia de albire şi va fi caracterizat de funcţia pondere ( )tha

1− , 

respectiv de funcţia de transfer ( )ωjH a
1− . 

 Dacă se notează cu ( )th0  funcţia pondere a filtrului optimal 
care satisface ecuaţia integrală Wiener - Hopf, respectiv cu ( )ωjH 0  
funcţia sa de transfer, atunci schema bloc a receptorului se prezintă ca 
în figura 2.7.  

 
Fig. 2.7. Structura fictivă a filtrului optimal 

 
 Structura receptorului din figura 2.7 este fictivă, deoarece, aşa 
cum va rezulta ulterior, operaţia de albire şi inversa sa nu se realizează 
efectiv, aceste operaţii fiind introduse numai pentru facilitarea 
calculului funcţiei de transfer a filtrului optimal în domeniul frecvenţă.
 Dacă formal se înlocuieşte ωj  cu s în densitatea spectrală de 
putere a semnalului recepţionat, atunci, în general, funcţia ( )sSrr va 
avea zerouri şi poli atât în semiplanul stâng, cât şi în semiplanul drept. 
 Fie ( )sSrr

−  partea din ( )sSrr care conţine zerourile şi polii din 
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semiplanul drept şi ( )sSrr
+  partea lui ( )sSrr  care conţine zerourile şi 

polii din semiplanul stâng. Cu aceste notaţii, se poate scrie: 

 Dacă se înlocuieşte s cu ωj , relaţia (2.57) devine: 

Aşa cum s-a arătat în Capitolul 1, densitatea spectrală de putere 
este totdeauna o mărime reală. Pentru ca ( )ωjSrr  din (2.58) să fie o 

mărime reală, este necesar ca  ( )rrS s− şi ( )rrS s+  să fie mărimi complex 

conjugate, adică: 

Ţinând cont de (2.59), relaţia (2.58) devine: 

Pe de altă parte, din schema din figura 2.7 se poate scrie: 

Ţinând cont de (2.56), din relaţia (2.61) se deduce că: 

Conform relaţiei (1.205) se poate scrie: 

Comparând relaţia (2.60) cu (2.63) şi având in vedere ca faza 
funcţiei ( )ωjS rr  este nulă, se poate scrie: 

Înlocuind  (8,64) în relaţia (8,62), rezultă: 

 ( ) ( ) ( )rr rr rrS s S s S s− +=                      (2.57) 

 ( ) ( ) ( )rr rr rrS j S j S jω ω ω− +=                  (2.58) 

 ( ) ( )rr rrS j S jω ω− += −                  (2.59) 

 ( ) ( ) 2
ωω jSjS rrrr

+=                         (2.60) 

 ( ) ( ) ( )ωωω jHjHjH aa 0
1

0
−=                (2.61) 

 ( ) ( )
( )ω
ωω

jH
jSjH

a

ad
10 −

+

=                          (2.62) 

 ( ) ( ) ( ) 1; 0

21
0

21 === −− SjHSjHjS aarr ωωω     (2.63) 

 ( ) ( )ωω jSjH rra
+− =1                              (2.64) 

 ( ) ( )
( )0

ad

rr

S j
H j

S j
ω

ω
ω

+

+=                    (2.65) 
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Pentru a determina relaţia dintre funcţia de transfer a filtrului 
de albire, ( )aH jω  şi funcţia de transfer a filtrului invers faţă  de 

operaţia de albire, ( )1
aH jω− , astfel încât cele două operaţii sa fie 

reversibile, se scrie răspunsul filtrului de albire la excitaţia ( )a t , 

conform figurii 2.7, adică: 
( ) ( ) ( )aa t r t h t= ∗  (2.66) 

( ) ( ) ( )1
ar t a t h t−= ∗  (2.67) 

unde "∗" reprezintă operaţia de convoluţie. 
 Înlocuind (2.66) în relaţia (2.67), rezultă: 

( ) ( ) ( ) ( )1
a ar t r t h t h t−= ∗ ∗  (2.68) 

 Relaţia (2.68) este adevărată, numai dacă: 
( ) ( ) ( )1

a ah t h t tδ−∗ =  (2.69) 

unde ( )tδ  este distribuţia Dirac. 
 Aplicând transformata Laplace ambilor membri ai relaţiei 
(2.69), se poate scrie: 

( ) ( ) 11 =− sHsH aa  (2.70) 

sau, pentru ωjs = , rezultă: 

( ) ( )ωω
jH

jH
a

a 1

1
−=   

(2.71) 
 Înlocuind (2.64) în relaţia (2.71), rezultă: 

( ) ( )
1

a
rr

H j
S j

ω
ω+=  

 
(2.72) 

 În aplicaţiile practice nu se cunoaşte ( )ωjSad  şi deci nici 

( )ωjSad
+  ce intervine în funcţia de transfer a filtrului optimal (2.65). 
Pentru a elimina acest inconvenient, se ţine cont că ( )ωjSad  şi ( )τadB  
sunt perechi Fourier, aserţiune care poate fi demonstrată similar ca în 
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cazul teoremei Wiener - Khintcine (paragraful 1.5). 
 Cu alte cuvinte, se poate scrie relaţia: 

( ) ( )∫
∞

∞−

−= ττω ωτdeBjS j
adad  

 
(2.73) 

Dar funcţia de corelaţie între zgomotul alb ( )ta  şi funcţia dorită a fi 
estimată ( )td  se calculează cu relaţia: 

( ) ( ) ( ){ }1 1 1adB m a t d tτ τ= +  (2.74) 

presupunându-se evident că ( )ta  şi ( )td  sunt procese aleatoare, 
staţionare în sens larg. 
 Pe de altă parte, conform figurii 2.7, se poate scrie: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )a aa t r t h t h u r t u du
∞

−∞

= ∗ = −∫  
 
(2.75) 

 Înlocuind (2.75) în relaţia (2.74), pentru 1t t= , rezultă: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ){ }

1 1 1

1 1 1

ad a

a

B m h u r t u d t du

h u m r t u d t du

τ τ

τ

∞

−∞

∞

−∞

⎧ ⎫
= − + =⎨ ⎬

⎩ ⎭

= − +

∫

∫
 

 
 

(2.76) 

 Dar 
( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1rd rdm r t u d t B t t B uτ τ τ τ− + = ⎡ + − − ⎤ = +⎣ ⎦  (2.77) 

deoarece atât semnalul recepţionat, cât şi funcţia dorită a fi estimată, 
sunt procese aleatoare staţionare în sens larg. 
 Ţinând cont de (2.76) şi (2.77), relaţia (2.73) devine: 

( ) ( ) ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−+= dudeuhuBjS j
ardad ττω ωτ  

 
(2.78) 

 Efectuând schimbarea de variabilă: 
vu =+τ  ; dvd =τ  (2.79) 

rezultă: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )ωω

ω

ωω

ω

jSjHdveuBdueuh

dvdueuhvBjS

rda
vj

rd
uj

a

uvj
ardad

−==

==

∫ ∫

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−

−

∞

∞−

∞

∞−

−−

 

 
 

(2.80) 

 Conform relaţiilor (2.72) şi (2.59), se poate scrie: 

( ) ( ) ( )
1 1

a
rr rr

H j
S j S j

ω
ω ω+ −− = =

−
 

 
(2.81) 

 Înlocuind (2.81) în relaţia (2.80), rezultă: 

( ) ( )
( )

rd
ad

rr

S j
S j

S j
ω

ω
ω−=  

 
(2.82) 

şi 

( ) ( )
( )

rd
ad

rr

S j
S j

S j
ω

ω
ω

+

+
−

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 
(2.83) 

unde [ ]•+  reprezintă partea realizabilă a expresiei din interiorul 
parantezei, respectiv partea care conţine numai polii din semiplanul 
stâng. 
 Cu (2.83), relaţia (2.65) se poate scrie echivalent, sub forma: 

( ) ( )
( )
( )0

1 rd

rr rr

S j
H j

S j S j
ω

ω
ω ω

+

+ −

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

 
(2.84) 

care reprezintă soluţia ecuaţiei Wiener - Hopf în domeniul frecvenţă. 
 
 2.6. Filtrarea optimală în cazul semnalelor cu spectru 
 Butterworth (n = 1) 
 
 Majoritatea densităţilor spectrale de putere ale mesajelor ( )tm  
pot fi aproximate prin funcţii care sunt inversul unui polinom 
Butterworth, de ordinul n2 , adică: 
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( ) n
n

mm

a

KjS 2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

=
ω

ω   
(2.85) 

unde 0>nK  este o constantă ce depinde de n , iar 0>a , o constantă. 
 Pentru fixarea ideilor, se va considera 1=n , caz în care: 

( ) 22 ω
ω

+
=

a
KjSmm   

(2.86) 
unde 2

1aKK = . 
 Dacă zgomotul de pe canalul de transmisiuni poate fi 
considerat alb, cu densitatea spectrală de putere 0S , datorită 
caracterului aditiv al acestuia, se poate scrie: 

( ) ( ) 0rr mmS j S j Sω ω= +  (2.87) 

unde prin ( )rrS jω  s-a notat densitatea spectrală de putere a 

semnalului recepţionat, ( )tr  , de forma: 
( ) ( ) ( )tntmtr +=  (2.88) 

 Înlocuind (2.86) în (2.87), rezultă: 

( ) 02 2rr
KS j S

a
ω

ω
= +

+
 

 
(2.89) 

Atunci când se trece de la variabila complexă s  la ωj , se impune 
condiţia: 

jssj −=⇒= ωω  (2.90) 
 Înlocuind (2.90) în (2.89), se poate scrie: 

( )
2 2

2
0

0 02 2 2 2

1

rr

K a s
a SKS s S S

a s a s

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠= + =
− −

 

 
(2.91) 

 Se face notaţia: 
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1,1 2

0
2 >=+ bb
Sa

K not

  
(2.92) 

 Cu notaţia (2.92), relaţia (2.91) devine: 

( ) ( ) ( )0 0rr rr rr
ab s ab sS s S S S s S s
a s a s

+ −+ −
= =

+ −
 

 
(2.93) 

 Din (2.93) rezultă că partea din ( )rrS s  care conţine zerourile şi 

polii în semiplanul stâng este: 

( ) 0 , 0, 1rr
ab sS s S a b
a s

+ +
= > >

+
 

 
(2.94) 

iar partea care conţine zerourile şi polii în semiplanul drept este: 

( ) 0 , 0, 1rr
ab sS s S a b
a s

− −
= > >

−
 

 
(2.95) 

 Conform relaţiei (2.72), funcţia de transfer în variabila s  a 
filtrului de albire este de forma: 

( ) ( ) 0

1 1
a

rr

a sH s
S s ab sS+

+
= =

+
 

 
(2.96) 

 O posibilă implementare cu elemente pasive de circuit a 
acestui filtru de albire este dată în figura 2.8.  

 
Fig. 2.8. Filtru de albire cu funcţia de transfer dată de relaţia (2.96) 

 
Într-adevăr, conform figurii, se poate scrie: 

( )
( )

s
R
R

RC

s
RC

sU
sUe

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=

2

1

11

11

1 11

1

                            (2.97) 
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 Prin identificarea relaţiilor (2.96) şi (2.97) rezultă: 

2

1

11

1,1
R
Rb

RC
a +==   

(2.98) 

 Dacă 11

0

>
S

 , la ieşirea circuitului din figura 2.8 trebuie 

conectat un amplificator cu factorul de amplificare 
0

1
S

, iar dacă 

11

0

<
S

, un atenuator. Comparând relaţiile (2.65) şi (2.84), rezultă 

că: 

( ) ( )
( )

rd
ad

rr

S j
S j

S j
ω

ω
ω−=  

 
(2.99) 

 Dar: 

( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ){ } ( )

1 1

1 1 1 1 1

rd rd

j
mm mm

S j F B F r t d t

F m t n t m t F m t m t

F B e S jωα

ω τ τ

α τ α τ

τ α ω

= = + =

= ⎡ + ⎤ + + = + +⎣ ⎦

= + =
 

 
(2.100) 

deoarece: 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 0n t m t n t m tα τ α τ+ + = ⋅ + + =  (2.101) 

Funcţia dorită a fi estimată s-a presupus de forma: 
( ) ( )α+= tmtd  (2.102) 

care cuprinde toate cele trei cazuri, adică pentru 0=α  rezultă filtrare, 
pentru 0<α , filtrare cu întârziere, iar pentru 0>α , filtrare cu 
anticipare. 
 Ţinând cont de (2.86), relaţia (2.100) devine: 
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( ) 2 2

j

rd

KeS j
a

ωα

ω
ω

=
+

 
 

(2.103) 
 Înlocuind (2.95) şi (2.103) în (2.99) şi ţinând cont de (2.90), se 
poate scrie: 

( ) ( )
( ) ( )( )0

, 0; 1
s

rd
ad

rr

S s K eS s a b
S s a s ab sS

α

−= = > >
+ −

 
 
(2.104) 

 Din relaţia (2.104) se observă că ( )sSad  conţine polul as −=  
în semiplanul stâng şi polul abs =  în semiplanul drept, aşa cum este 
arătat în figura 2.9. Folosind contururile de integrare din figura 2.9 şi 
utilizând teorema reziduurilor, se poate scrie: 

( ) ( )
( )

( )( )

( )

( )

0

0

0

1 1
2 2

,pentru
1

,pentru
1

c j c j s
s

ad ad
c j c j

a
a

ab
ab

K e dsB S s e ds
j j a s ab sS

Ke e
a b S

Ke e
a b S

α τ
τ

α
τ

α
τ

τ
π π

τ α

τ α

+ ∞ + ∞ +

− ∞ − ∞

−
−

= =
+ −

⎧
> −⎪ +⎪= ⎨

⎪ < −⎪ +⎩

∫ ∫

 (2.105) 

 
Fig. 2.9. Plasarea polilor funcţiei ( )sSad  

 
 În cazul filtrării cu întârziere ( 0<α ), reprezentarea grafică a 
funcţiei ( )τadB , conform relaţiei (2.105), este dată în figura 2.10. 
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Fig. 2.10. Reprezentarea grafică a funcţiei de corelaţie ( )τadB  în cazul filtrării 

cu întârziere 
 
 Conform relaţiei (2.105) şi a figurii 2.10, rezultă: 

( ) ( ){ } ( )

( )

( )

0

00

0

1

1

s
ad ad ad

ab ab s a a s

s ab s

S s L B B e d

K e e e d e e e d
a b S

K e e e
ab s a sa b S

τ

α
α τ τ α τ τ

α

α α α

τ τ τ

τ τ

∞
+ + + −

− ∞
− − − −

−

= = =

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟

+ ⎝ ⎠
⎛ ⎞−

= +⎜ ⎟− ++ ⎝ ⎠

∫

∫ ∫  

 
 
 
 
(2.106) 

 Înlocuind (2.94) şi (2.106) în relaţia (2.65), rezultă funcţia de 
transfer a filtrului optimal, în cazul filtrării cu întârziere, de forma: 

( ) ( )
( )( )
( )( ) 0,

1 0
0 <⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
+−

−+
+

= α
ααα

sab
e

sabsab
eesa

Sba
KsH

sabs

 
 
(2.107) 

  În cazul filtrării, funcţia de transfer a filtrului optimal se obţine 
din relaţia (2.107) pentru 0=α , adică: 

( ) ( ) sabSba
KsH

++
=

1
1 0

0   
(2.108) 

 În cazul filtrării cu anticipare ( 0>α ), reprezentarea grafică a 
funcţiei ( )τadB , conform relaţiei (2.105), este dată în figura 2.11. 
 În acest caz: 
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( ) ( ){ } ( )

( ) ( )

0

00 0

1
1 1

s
ad ad ad

a a
a s

S s L B B e d

Ke Kee e d
a sa b S a b S

τ

α α
τ τ

τ τ τ

τ

∞
+ + + −

∞− −
− −

= = =

= =
++ +

∫

∫
 

 
 
(2.109) 

 Înlocuind (2.94) şi (2.109) în relaţia (2.65), rezultă funcţia de 
transfer a filtrului optimal, în cazul filtrării cu anticipare: 

( ) ( ) 0,1
1 0

0 >
++

=
−

α
α

sabSba
KesH

s

 
 
(2.110) 

 Dacă în relaţia (2.110) se impune condiţia 0=α , rezultă, cum 
de altfel era de aşteptat, aceeaşi funcţie de transfer a filtrului optimal 
în cazul filtrării, dată de (2.108). 

 
Fig. 2.11. Reprezentarea funcţiei de corelaţie ( )τadB  în cazul filtrării cu 

anticipare 
 

2.7. Determinarea erorii pătratice medii în cazul 
filtrelor optimale Wiener - Hopf 

 
 Fie filtrul optimal, caracterizat de funcţia pondere ( )th0 , care 
verifică ecuaţia integrală Wiener - Hopf, reprezentat în figura 2.12. 

 
Fig. 2.12. Schema bloc a filtrului optimal 
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Eroarea pătratică medie cauzată de acest filtru este: 

( ) ( ) ( )
2

2
0 1 1 1

ˆt d t d tε ⎡ ⎤= −⎣ ⎦                                  (2.111) 

unde, se reaminteşte, prin ( )td  s-a notat funcţia dorită a fi estimată, în 

timp ce ( )td̂  este estimatul furnizat la ieşirea filtrului optimal. 
 În cazul unui filtru optimal cauzal, estimatul se poate deduce 
cu integrala de convoluţie, adică: 

( ) ( ) ( )0
0

d̂ t h u r t u du
∞

= −∫  
 
(2.112) 

 Substituind (2.112) în relaţia (2.111), pentru 1t t= , rezultă: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2
0 1 1 1 0 1

0

2

2
1 1 1 1 0 10

0 0

2

t m d t h u r t u du

m d t h u d t r t u du h u r t u du

ε
∞

∞ ∞

⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪= − − =⎨ ⎬⎢ ⎥
⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎛ ⎞⎪ ⎪= − − + −⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

∫

∫ ∫

 

(2.113) 
 Înlocuind pătratul unei integrale cu produsul a două integrale 
identice, dar cu variabile de integrare diferite şi ţinând cont că: 

( ){ } ( ) ( ) ( )2
1 1 1 1 0ddm d t d t d t B= =  (2.114) 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1dr dr rdm d t r t u B t u t B u B u− = − − = − =  (2.115) 

( ) ( ){ } ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1rr rrm r t u r t B t t u B uτ τ τ− − = ⎡ − − − ⎤ = −⎣ ⎦  (2.116) 

relaţia (2.113) devine: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
0 1 0

0

0 0
0 0

0 2dd rd

rr

t B h u B u du

h u h B u d du

ε

τ τ τ

∞

∞ ∞

= − +

+ −

∫

∫ ∫
                 (2.117) 
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 Dacă în relaţia (2.117) se ţine cont de (2.21), rezultă: 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 0

0

0dd rdt B h u B u duε
∞

= − ∫  
 
(2.118) 

 Uneori, în literatura de specialitate, eroarea pătratică medie, 

( )2
0 1tε , este dată  într-o formă echivalentă, care se obţine uşor din 

(2.118), dacă se consideră:  

( ) ( ) ( )1 1rdB u r t u d t= −  (2.119) 

 Înlocuind (2.114) şi (2.119) în relaţia (2.118), se obţine: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0 1 1 1 0 1 1

0

t m d t h u r t u d t duε
∞⎧ ⎫

= − −⎨ ⎬
⎩ ⎭

∫  
 
(2.120) 

 În fine, dacă în relaţia (2.120) se ţine cont de (2.112), rezultă: 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 1 1 1

ˆt d t d t d tε ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (2.121) 

 În cazul filtrelor optimale necauzale, eroarea pătratică medie, 

notată cu ( )2
0 1n tε , se obţine din (2.118), înlocuind ( )uh0  cu ( )uh n0  şi 

prin eliminarea condiţiei de cauzalitate, adică: 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 00n dd n rdt B h u B u duε

∞

−∞

= − ∫  
 
(2.122) 

 Conform teoremei Wiener - Khintcine, se poate scrie: 

( ) ( )∫
∞

∞−

= ωω
π

djSB dddd 2
10  

 
(2.123) 

şi 

( ) ( ) ωω
π

ω dejSuB uj
rdrd ∫

∞

∞−

=
2
1  

 
(2.124) 

 Înlocuind (2.123) şi (2.124) în relaţia (2.122), rezultă: 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 0

1
2

j u
n dd rd nt S j d S j h u e dudωε ω ω ω ω

π

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ (2.125) 
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Dar 

( ) ( )ωω jHdueuh n
uj

n −=∫
∞

∞−
00  

 
(2.126) 

unde, conform relaţiei (2.33), ( )ωjH n0  este funcţia de transfer a 
filtrului optimal necauzal. Cu (2.126), relaţia (2.125) devine: 

( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 0

1
2n dd rd nt S j S j H j dε ω ω ω ω
π

∞

−∞

= ⎡ − − ⎤⎣ ⎦∫  
 
(2.127) 

 
 În cazul general, când funcţia dorită a fi estimată este 
( ) ( )α+= tmtd  se poate scrie: 

( ) ( ) ( ){ } ( )1 1dd mmS j F m t m t S jω α α τ ω= + + + =  (2.128) 

în timp ce: 

( ) ( ) ( ){ } ( )1 1
j

rd mmS j F r t m t e S jωαω α τ ω= + + =  (2.129) 

 În relaţia (2.129) s-a ţinut cont de independenţa zgomotului de 
mesajul transmis, adică este adevărată relaţia (2.37). 
 Înlocuind relaţiile (2.128) şi (2.129) în (2.127) ţinând cont de 
(2.42), rezultă: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
0 1

1
2

mm nn
n

mm nn

S j S j
t d

S j S j
ω ω

ε ω
π ω ω

∞

−∞

=
+∫  

 
(2.130) 

 Dacă spectrul mesajului ( )tm  şi al zgomotului ( )tn  nu se 
suprapun (vezi, de exemplu, fig. 2.3), atunci: 

( ) ( ) 0=ωω jSjS nnmm  (2.131) 
şi deci: 

( )2
0 1 0n tε =  (2.132) 

 Dacă spectrele celor două semnale se suprapun parţial (vezi 
fig. 2.4), atunci se poate scrie: 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1

2
0 1

12
2

mm nn
n

mm nn

S j S j
t d

S j S j

ω

ω

ω ω
ε ω

π ω ω
=

+∫  
 
(2.133) 

unde factorul 2 din membrul al doilea al relaţiei (2.133) semnifică 
faptul că s-au luat în considerare şi spectrele pentru ω  negativ (adică 
simetricele faţă de axa ordonatelor din fig. 2.2.). 
 În cazul când semnalul este înecat în zgomot (fig. 2.5), 
neglijând ( )ωjSmm  în raport cu ( )ωjSnn , rezultă: 

( ) ( )2
0 1

1
2n mmt S j d Pε ω ω
π

∞

−∞

≅ =∫  
 
(2.134) 

unde P  este puterea mesajului purtător de informaţie, ( )tm . 
 
2.8. Principiul filtrării optimale Kalman – Bucy pentru 
semnale continue 
 
Schema bloc a unui sistem de transmisiuni care utilizează 

filtrarea optimală Kalman – Bucy este dată în figura 2.13. 

 
Fig. 2.13. Sistem de transmisiuni cu estimator Kalman – Bucy 

 
Sursa de informaţie S, furnizează mesajul ( )m t , purtător de 

informaţie. Pe canalul de transmisiuni C apar perturbaţiile P sub 
forma zgomotului aditiv, ( )n t . Dacă estimatul ˆ ( )m t  ar fi egal cu 
mesajul ( )m t , atunci la ieşirea sumatorului Σ ar rezulta zgomotul 

( )n t . Filtrul F este astfel proiectat încât la excitarea acestuia cu 
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zgomotul ( )n t  să furnizeze la ieşire un semnal caracterizat de o 
densitate spectrală de putere constantă, adică să poată fi aproximat cu 
zgomotul alb. 

Sistemul dinamic este astfel dimensionat încât la ieşirea acestuia 
să rezulte un estimat ˆ ( )m t când la intrare se aplică zgomot alb, adică 
să asigure o densitate spectrală de putere ( )mmS jω , proprie mesajului 
purtător de informaţie, ( )m t . 

 
2.9. Sisteme dinamice generatoare de semnale aleatoare 
 
Sistemele dinamice care vor fi luate in considerare vor fi sisteme 

liniare invariante (S.L.I), descrise de o ecuaţie diferenţială liniară cu 
coeficienţi constanţi, de forma: 

( ) ( 1) ( 1) ( 2)
1 0 1 2 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n

n n ny t a y a y t b u t b u t b u t− − −
− − −+ + + = + + +… …

(2.135) 
unde: 

)(ty  - este răspunsul sistemului; 
)(tu  – semnalul de la intrarea sistemului; 

ii ba ,  – coeficienţi constanţi  
Pentru determinarea răspunsului sistemului descris de ecuaţia 

(2.135) la momentul 0Tt ≥ , este necesar să se cunoască o mulţime de n 
condiţii iniţiale. 

Cunoscându-se coeficienţii ia  şi ib , se pune problema să se 
determine numărul minim de parametri care specifică comportarea 
sistemului în timp. Aceşti parametri se numesc variabile de stare. 

Este cunoscut faptul că, dacă se cunoaşte starea sistemului (adică 
valorile variabilelor de stare) la momentul it  şi semnalul de la intrare 
se aplică de la it  la jt , atunci la momentul jt  se poate determina atât 
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răspunsul sistemului, cât şi noua stare a acestuia. 
Ecuaţia diferenţială (2.135) se poate scrie echivalent, sub forma: 

( ) ( 1) ( 1) ( 2) ( 2)
1 1 2 2

0 0

( ) [ ( ) ] [ ( ) ]
[ ( ) ( )]

n n n n n
n n n ny t b u t a y b u t a y

b u t a y t

− − − −
− − − −= − + − +

+ + −…
(2.136) 

Integrând de n ori relaţia (2.136), se obţine: 

[ ] [ ]

[ ]

0 0 0

0 0

1 1 2 2

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

t t t

n n n n
T T T

t t

T T

n

y t b u t a y t dt dt b u t a y t

dt b u t a y t

− − − −= − + − +

+ + −

∫ ∫ ∫

∫ ∫… …
  (2.137) 

Schema bloc a unui sistem dinamic descris de relaţia (2.137), 
realizat cu multiplicatoare cu o constantă, sumatoare şi integratoare, 
este dată în figura 2.14. 

 

 
 

Fig. 2.14. Structura sistemului dinamic descris de ecuaţia (2.137) 
 
Variabilele de stare, notate ( )ix t , sunt semnalele de la ieşirile 

circuitelor de integrare, adică: 

0

0( ) ( ) ( ) ( ), 1,
t

i i i i
T

x t f t dt f t f T i n′= = − =∫                   (2.138) 

unde: 
'( ) ( )if t x t′ =                                     (2.139) 
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Variabilele de stare ( )ix t  astfel introduse includ si condiţiile 
iniţiale 0( )if T . Cunoaşterea celor n  variabile de stare determină starea 
sistemului, descrisă de matricea: 

[ ]

1

2

( )
( )
.

( )
.
.
( )n

x t
x t

x t

x t

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
 
 

(2.140) 

Matricea [ ]( )x t  se numeşte matrice de stare sau vector de stare. 

Conform figurii 2.14, se pot scrie relaţiile: 

1 2 1 1 1

2 3 2 1 2

1 1 1 1

0 1 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

n n

n n

n n

n

x t x t a x t b u t
x t x t a x t b u t

x t x t a x t b u t
x t a x t b u t

− −

− −

−

′ = − + ⎫
⎪′ = − + ⎪⎪
⎬
⎪′ = − + ⎪

′ = − + ⎪⎭

…………………………………  

 
 

(2.141) 

 
1( ) ( )x t y t=  (2.142) 

Conform sistemului (2.141), derivata vectorului de stare se poate 
scrie sub forma: 

1 2 1 1 1

2 3 2 1 2

1 1 1 1

0 1 0

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

[ ( )] . ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

n n

n n

n n

n

x t x t a x t b
x t x t a x t b

d x t u t
dt

x t x t a x t b
x t a x t b

− −

− −

−

′ −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥′ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

…………… …  

 
 

(2.143) 

Dacă se fac notaţiile: 
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1

2

1

0

1 0 0
0 1 0

[ ]
0 0 1
0 0 0

n

n not

a
a

F
a
a

−

−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

…
…

… … … … …
…
…

 

 
 

(2.144) 

 

1

2

0

[ ]

n

not
n

b
b

G

b

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥ =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

…
 

 
 

(2.145) 

relaţia (2.143) se poate scrie compact, sub forma: 
[ ( )] [ ][ ( )] [ ] ( )d x t F x t G u t
dt

= +  
 

(2.146) 
Relaţia (2.146) se numeşte ecuaţia de stare a sistemului, 

specificând constrângerile introduse de semnalele de la intrarea 
sistemului. În general, pentru a caracteriza legătura dintre dinamica 
internă a sistemului, specificată de vectorul de stare [ ]( )x t  şi ieşirea 

sistemului ( )y t , se introduce matricea de selecţie [ ]C , definită prin 

relaţia: 
1 2[ ] [ ],nC c c c= …  (2.147) 

unde componentele ci au valorile 1 sau 0 după cum se selectează sau 
nu variabila de stare ( )ix t . 

Relaţia de forma: 
( ) [ ][ ( )]y t C x t=  (2.148) 

poartă denumirea de ecuaţie de ieşire. 
Ecuaţia de stare (2.146) şi ecuaţia de ieşire (2.148) caracterizează 

complet sistemul liniar invariant. 
Dacă se selectează o singură stare, aşa cum a fost cazul 
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reprezentat în figura 2.14, rezultă că matricea de selecţie este de 
forma: 

[ ][ ] 1 0 0 ,C = …  (2.149) 

caz în care: 
1( ) ( )y t x t=  (2.150) 

În cazul particular când la intrare se aplică semnalul: 
( ) stu t e=  (2.151) 

se poate determina o soluţie particulară a ecuaţiei (2.135), de forma: 
( ) ( ) ,sty t H s e=  (2.152) 

unde ( )H s este o constantă în raport cu timpul. 
Înlocuind (2.151) şi (2.152) în ecuaţia (2.135), se obţine: 

1
1 1 0

1 2
1 2 0

( ) ( )

( )

n n st
n
n n st

n n

s a s a s a H s e

b s b s b e

−
−

− −
− −

+ + + + =

= + + +

…
…

             (2.153) 

de unde rezultă: 
1 2

1 2 0
1

1 1 0

( ) ,
n n

n n
n n

n

b s b s bH s
s a s a s a

− −
− −

−
−

+ + +
=

+ + + +
…

…
 

 
(2.154) 

care reprezintă funcţia de transfer a sistemului liniar invariant. 
Dacă la intrarea unui astfel de sistem se aplică zgomot alb cu 

densitate spectrală de putere 0S , conform relaţiei (1.202), la ieşirea 
sistemului va rezulta un răspuns cu densitatea spectrală de putere: 

2
0( ) ( )yyS j H j Sω ω=  (2.155) 

Din (2.154) şi (2.155) rezultă atunci că un sistem liniar invariant 
în timp care formează sistemul dinamic din filtrul Kalman – Bucy 
(fig. 2.15), poate furniza la ieşire un semnal aleator, când la intrare i se 
aplică zgomot alb, caracterizat de densitatea spectrală de putere: 

2 2 2 4 2
2 2 2 4 2 0

2 2 2 2
2 2 2 2 0

( )
n n

n n
yy n n

n n

e e e eS j
d d d d

ω ω ωω
ω ω ω

− −
− −

−
−

+ + + +
=

+ + + +
…
…

       (2.156) 
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Dacă densitatea spectrală de putere a mesajului este cunoscută, 
atunci ( ) ( )yy mmS j S jω ω= , iar coeficienţii ecuaţiei diferenţiale (2.135) 

se obţin prin identificarea relaţiei (2.156) cu (2.155), ţinând cont de 
(2.154). 

O modalitate echivalentă rezultă prin descompunerea funcţiei de 
transfer ( )H s  în fracţii simple, care, pentru simplitate, se va considera 
că are numai poli simpli, reali, adică: 

1
( )

n
k

k k

H s
s p
λ

=

=
−∑  

 
(2.157) 

unde kλ  sunt reziduurile corespunzatoare polilor kp . 
Sistemul fiind presupus liniar, raspunsul ( )y t  va fi suma 

răspunsurilor unor sisteme liniare caracterizate de funcţiile de transfer: 

( ) k
k

k

H s
s p
λ

=
−

 
 

(2.158) 

Notând cu ( )kx t  răspunsul corespunzător sistemului liniar cu 
funcţia de transfer (2.158) la semnalul ( )u t , se poate scrie: 

( ) ( ) ( )k
k k k

dx t p x t u t
dt

λ− =  
 

(2.159) 
Structura unui sistem liniar descris de ecuaţia (2.159) este dată  

in figura 2.15. 

 
Fig. 2.15. Structura unui bloc de calcul pentru o variabilă de stare 

 
Răspunsul total, ( )y t  se obţine însumând răspunsurile parţiale, 

aşa cum este arătat în figura 2.16. 
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Fig. 2.16. Structura unui sistem dinamic 

 
 În cazul schemei din figura 2.16 se poate scrie sistemul de 

ecuaţii: 

1 1 1 1

2 2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )n n n n

x t p x t u t

x t p x t u t

x t p x t u t

λ

λ

λ

′ ⎫= +
⎪

′ ⎪= +
⎬
⎪
⎪′ = + ⎭

………………………
 

 
 

(2.160) 

Ţinând cont de (2.140) şi (2.146), rezultă din (2.160) că, în acest 
caz:  

[ ]
1

2

0 0
0 0
0 0 n

p
F p

p

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

…
…
…

; [ ]

1

2

.

.

n

G

λ
λ

λ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
 
 

(2.161) 

Răspunsul este dat de relaţia: 
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1 2( ) ( ) ( ) ( )ny t x t x t x t= + + +…  (2.162) 
Conform relaţiei generale (2.148), se poate scrie: 

[ ][ ]( ) ( ) ,y t C x t=  (2.163) 

unde matricea [ ]( )x t  este dată de relaţia (2.140), iar matricea de 

selecţie este în acest caz de forma: 
[ ] [ ](1 )

1 1 1
xn

C = …  (2.164) 

 
2.10. Probleme rezolvate 
 
1. Pe un canal de transmisiuni se transmite mesajul ( )m t  a cărui 

densitate spectrală de putere este: 

2 2( ) , 0mmS j a
a

βω
ω

= >
+

 

Semnalul recepţionat este de forma: 
( ) ( ) ( )r t m t n t= +  

unde ( )n t  se poate aproxima cu zgomot alb cu densitate spectrală de 
putere 0S , de valoare medie nulă şi necorelat cu mesajul. 

Se cere: 
a) Să se determine constanta β  astfel încât funcţia de 

autocorelaţie a mesajului să fie: 
( ) a

mmB e ττ −=  
b) Să se calculeze funcţia de transfer, 0 ( )nH s  a filtrului optimal 

Wiener-Hopf necauzal, in cazul filtrării, ( ) ( )d t m t= ; 
c) Să se calculeze eroarea pătratică medie în acest caz si să se 

analizeze situaţiile când raportul 

 
0

1(0)semnal/perturbaţie
3

mmS
S

λ
λ
<<⎧

= = ⎨ =⎩
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d) Să se deducă funcţia de transfer 0 ( )H s  a filtrului optimal 
Wiener –Hopf cauzal, în cazul filtrării. 

Soluţie 

a)       1 1( ) ( ) ( )
2 2

c j
j s

mm mm mm
c j

B S j e d S s e ds
j

ωτ ττ ω ω
π π

+ ∞∞

−∞ − ∞

= = =∫ ∫  

2 22 2 ( )( )

,pentru 0
( )

,pentru 0
( )

c j c js s

c j c j

s

s a

s

s a

e ds e ds
j a s j a s a s

e
a s

e
a s

τ τ

τ

τ

β β
π π

β τ

β τ

+ ∞ + ∞

− ∞ − ∞

=

=−

= =
− − +

⎧
<⎪ +⎪= ⎨

⎪ >⎪ −⎩

∫ ∫

 

Rezultă, deci, că ( )
2

a
mmB e

a
τβτ −= , care identificată cu aceea 

impusă în text, necesită condiţia: 1 2
2

a
a
β β= ⇒ =  

b)  
2 2

0
2 20

02 2
0

2
( ) 2 1( ) 2 2( ) ( )

mm
n

mm nn

a
S s aa sH s a aS s S s SS a s

a s S

−= = =
+ + + −

−

 

c)
0

2 22
0

02 2

2
( ) ( )1 1( ) 22 ( ) ( ) 2

mm nn
n

mm nn

aS
S j S j at d daS j S j S

a

ω ω ωε ω ω
π ω ω π

ω

∞ ∞

−∞ −∞

+= = =
+ +

+

∫ ∫

2
2 2 22 2

0 0 00

1 1
2 2 22

a d a arctg
a a aa a a aa S S SS

ω ω
π π

ω

∞

∞

−∞

−∞

= =
⎛ ⎞ + + ++ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫



 156

  În cazul: 

2 2
0

0 0 0

2
(0) 2 1 ( ) 1mm

n

a
S a t

S S aS
λ ε= = = << ⇒ ≈  

 
În cazul: 

2
0

0

2 13 ( )
2n t

aS
λ ε= = ⇒ =  

d)   0
( ) ( )1( )

( ) ( ) ( )
rd ad

rr rr rr

S s S sH s
S s S s S s

+ +

+ − −

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

Dar: 

                

{ } { }
[ ][ ]{ }

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ) ( ) ( )

( ) ( )

rr rr

mm nn

S j F B F r t r t

F m t nt m t n t

S j S j

ω τ τ

τ τ

ω ω

= = + =

= + + + + =

= +

 

Rezultă atunci: 

02 2

2 2

0 0
0 0

2( ) ( ) ( )

2 2

( ) ( )

rr mm nn

rr rr

aS s S s S s S
a s

a aa s a s
S S

S S S s S s
a s a s

+ −

= + = + =
−

+ + + −
=

+ −

 

{ } { } [ ]{ }
{ } { }

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

rd rd

mm mm

S j F B F r t m t F m t n t m t

F m t m t F B S j

ω τ τ τ

τ τ ω

= = + = + + =

= + = =
 

2 2
20

0

( ) 2 1( )
( ) 2

mm
ad

rr

S s a a sS s
S s a s S a a s

S

−

−
= = =

−
+ −
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20 2 0

00

2 1 2 ,
22( )

a a A B
S a sS aa a sa s a s

SS

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟= = +⎜ ⎟+⎛ ⎞

+ −+ + − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

 
unde: 

2

0

0 2
0

0

0
22

0
00

1
2

2 2 1( )
2

( ) 2 1( )
( ) 22

ad

ad

rr

A
a a a

S
a A aS s

a s a sS aS a a
S

S s aH s
S s aa a sS a a

SS

+

+

+

=
+ +

= =
+ +⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =
⎛ ⎞

+ ++ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
2. Pe un canal de transmisiuni se transmite mesajul m(t), 

caracterizat de densitatea spectrală de putere: 

2 2

2( ) , 0
4mm

aS j a
a

ω
ω

= >
+

 

Dacă semnalul recepţionat este ( ) ( ) ( )r t m t n t= + , unde ( )n t  se 
poate considera zgomot alt cu densitate spectrală de putere 0S  si 
necorelat cu mesajul ( )m t , se cere: 

a) Funcţia de transfer ( )aH s  a filtrului de albire a semnalului 
recepţionat în cazul în care zgomotul alb de la ieşirea filtrului de albire 
are densitatea spectrală de putere S, iar raportul /semnal perturbatie  
este 0(0) / 3mmS S λ= = ; 
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b) Funcţia de transfer 0 ( )H s  a filtrului optimal Wiener-Hopf  în 
cazul filtrării şi pentru 3λ = . 

Soluţie 
a) 

02 2

2
0 0 0

2 2

0 0 02 2

2( ) ( ) ( )
4

(0) 2 1 3
4 2

16 4 4( ) ( ) ( )
4 2 2

rr mm nn

mm

rr rr rr

aS s S s S s S
a s

S a
S a S aS

a s a s a sS s S S S S s S s
a s a s a s

λ

+ −

⎫= + = + ⎪− ⎪⇒⎬
⎪= = = =
⎪⎭

− + −
= = =

− + −

 

 

      2( ) ( )a rrS H s S s⇒ =  

 
Deci: 

    2

0 0

2 2( ) ( ) ( )
( ) 4 4a a a

rr

S S a s S a sH s H s H s
S s S a s S a s

+ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

De unde rezultă: 

                    
0

2( )
4a

S a sH s
S a s

+
=

+
 

b) 0
( ) ( )1( )

( ) ( ) ( )
ad rd

rr rr rr

S s S sH s
S s S s S s

++

+ + −

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

2 2

2 2( ) ( ) ( )
4 (2 )(2 )rd rm mm

a aS s S s S s
a s a s a s

= = = =
− + −

 

0

( ) 2 1 2( )
( ) (2 )(2 ) 4

rd
ad

rr

S s a a sS s
S s a s a s a sS−

−
= = =

+ − −
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0 0

2 1 2
(2 )(4 ) 2 4

a a A B
a s a s a s a sS S

⎛ ⎞= = +⎜ ⎟+ − + −⎝ ⎠
 

unde: 
2

1 1
4 6s a

A
a s a=−

= =
−

 

Deci: 

0 0

0
00 0

2 1 1( )
2 23

( ) 1 1 1 2 1 1( )
( ) 2 4 3 43

ad

ad

rr

a AS s
a s a sS S

S s a sH s
S s a s a s S a sS S

+

+

+

= =
+ +

+
= = =

+ + +

 

 
3. Pe un canal de transmisiuni pe care zgomotul )(tn  poate fi 

considerat alb, cu densitatea spectrală de putere 0S  se transmite 
mesajul )(tm , reprezentat printr-un proces aleator, staţionar în sens 
larg, cu densitatea spectrală de putere ( )mmS jω . Semnalul 
recepţionat ( ) ( ) ( )r t m t n t= +  se aplică la intrarea unui filtru liniar 
cu funcţia de transfer )(sH . Dacă semnalul dorit la ieşirea filtrului 
este )()( tmtd = , să se arate că densitatea spectrală de putere, 
exprimată în variabila complexă s, a erorii filtrului: 

)(ˆ)()(ˆ)()( tdtmtdtdt −=−=ε , se poate determina cu relaţia: 

0
22 |)(|)()(1)( SsHsSsHsS mm +−=εε

 

 
Soluţie 

 
Conform figurii, se poate scrie: 

ˆˆ ( ) { ( )} ( ) ( ) ( )[ ( ) ( )]D s L d t H s R s H s M s N s= = = +  
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Pe de altă parte: 
ˆ ˆ ˆ{ ( )} ( ) { ( ) ( )} { ( ) ( )} ( ) ( )L t s L d t d t L m t d t M s D sε ε= = − = − = − =  

( ) ( )[ ( ) ( )] [1 ( )] ( ) ( ) ( )M s H s M s N s H s M s H s N s= − + = − −  

 
Conform ultimei relaţii, rezultă schema bloc: 

 
Înseamnă că: 

2 2
0( ) |1 ( ) | ( ) | ( ) |mmS s H s S s H s Sεε = − +  

 
 4. Să se calculeze eroarea pătratică medie a unui filtru 
Wiener-Hopf  cu funcţia pondere: 

0

1 , pentru 0
( )

0 , în rest
t T

h t
≤ ≤⎧

= ⎨
⎩

, 

în cazul în care semnalul dorit a fi estimat este )()( tmtd = , funcţia 

de autocorelaţie a mesajului )(tm  este ||)( ττ −= eBmm , iar zgomotul 
aditiv )(tn  este necorelat cu mesajul )(tm . 
 Soluţie 

2
0

0

( ) (0) ( ) ( )dd rdt B h u B u duε
∞

= − ∫ ; 1)0( =ddB ; 

)()()()()]()([)()()( uButmtmutmtntmutdtruB mmrd =+=++=+=

T
T

u
mm edueduuBuht −−

∞

−=−=−= ∫∫ 21)()(1)(
00

0
2
0ε  
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 5. Funcţia pondere a unui filtru optimal Wiener-Hopf este: 

(2 )

0
, pentru 0

( )
0 , pentru 0
e

h
τ τ

τ
τ

−⎧ ≥
= ⎨

<⎩
  

Ştiind că funcţia de autocorelaţie a semnalului recepţionat 
este ||)( u

rr euB −= , să se deducă funcţia de corelaţie între semnalul 
recepţionat )(tr  şi semnalul dorit a fi estimat, pentru 0≥u . 

Soluţie 
Din ecuaţia integrală Wiener-Hopf avem: 

     0,)()()(
0

0 ≥=−∫
∞

uuBduBh rdrr τττ  

Dar,        
⎩
⎨
⎧

∞<≤

<≤
==−

−

−−
−−

τ
τ

τ
τ

τ
τ

ue
ue

euB
u

u
u

rr ,
0,

)(
)(

)(
||  

Înseamnă că: 

       2 ( ) 2 2

0

2( ) , 0
3

u
u u u u

rd
u

B u e e d e e d e e uτ τ τ ττ τ
∞

− − − − − − −= + = − ≥∫ ∫  

 
 6. Pe un canal de transmisiuni pe care zgomotul aditiv poate 
fi considerat alb, cu densitatea spectrală de putere 0 1S = , se 
transmite mesajul )(tm , staţionar în sens larg, caracterizat prin 

funcţia de autocorelaţie: ||24)( ττ −= eBmm . Semnalul recepţionat 
)()()( tntmtr +=  se aplică unui filtru liniar cu funcţia de transfer: 

0,
1

1)( >
+

= T
Ts

sH . 

 Dacă semnalul dorit a fi estimat la ieşirea filtrului este 
)()( tmtd = , se cere: 

a) Eroarea pătratică medie a filtrului; 
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b) Constanta de timp T, a filtrului, pentru ca eroarea 
pătratică medie cauzată de filtru să devină minimă. 

Soluţie 

a)  2 1( ) ( ) ( ) (0) ( )
2

t t t B S j dεε εεε ε ε ω ω
π

∞

−∞

= = = ∫  

Efectuând schimbarea de variabilă: j sω =  ⇒ s
j

ω = ; dsd
j

ω = , se 

poate scrie: 

2 1( ) ( )
2

j

j

t S s ds
j εεε

π

∞

− ∞

= ∫  

În problema 3 s-a dedus că: 

0
22 |)(|)(|)(1|)( SsHsSsHsS mm +−=εε . 

Dar:    2| |
2

16( ) ( ) 4
4

j j
mm mmS j B e d e e dωτ τ ωτω τ τ τ

ω

∞ ∞
− − −

−∞ −∞

= = = ⇒
+∫ ∫  

⇒ 24
16)(

s
sSmm −
=  

Dacă 1( )
1

H s
Ts

=
+

, atunci: 

22
2

1
11)](1)][(1[|)(1|

sT
sHsHsH

−
−=−−−=−  

şi  22
2

1
1)()(|)(|

sT
sHsHsH

−
=−=  

∫∫
∞

∞−

∞

∞− −
+

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−=

j

j

j

j sT
ds

j
ds

ssTj
t 22222

2

12
1

4
16

1
11

2
1)(

ππ
ε  

 Utilizând teorema reziduurilor şi ţinând cont că )(2 tε  are 
sens numai pentru 0>t , rezultă că se vor lua în considerare numai 
polii din semiplanul stâng, deci se poate scrie: 
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TT
T

s
T

T

sTss
T

Tss
t

T
s

T
s

s

2
1

12
8

1
1

1
1

2
1

1
1

4
1

2
116)(

1

2

22

1

2
2

2

2

+
+

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+

+

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−+
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−
+

=

=

=

=

ε

 

 

b) 
( )

0
)12(2
1412

2
1

12
16)12(8)(

22

2

22

22

=
+
−−

=−
+
−+

=
TT

TT
TT

TT
dT

tdε  

  01412 2 =−− TT →
2 4 12 1

12 2
T + +
= =  

 
 7. Pe canalul unui sistem de transmisiune a informaţiei se 
transmite mesajul )(tm , care reprezintă un semnal telegrafic aleator 
ce poate lua cu aceeaşi probabilitate valorile 1 şi –1, iar trecerile 
prin zero sunt independente, aleatoare, caracterizate de distribuţia 

Poisson τττ −= e
k

kP
k

!
),(  . 

Semnalul recepţionat este )()()( tntmtr += , unde zgomotul 
)(tn  poate fi considerat alb, cu densitatea spectrală de putere 

HzWS 310 = , necorelat cu mesajul. 
 Se cere: 

a) Funcţia de transfer a filtrului de albire; 
b) Funcţia de transfer a filtrului optimal Wiener-Hopf în 

cazul filtrării cu întârziere; 
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c) Eroarea pătratică medie a filtrului Wiener-Hopf în 
cazul filtrării. 

Soluţie 
 a) Conform relaţiei (2.72) funcţia de transfer a filtrului 
de albire se determină cu relaţia: 

1( )
( )a

rr

H j
S j

ω
ω+= ,   

unde 
( ) ( ) ( )rr mm nnS j S j S jω ω ω= +  

Dar 

( ) ( ) j
mm mmS j B e dωτω τ τ

∞
−

−∞

= ∫  

Funcţia de autocorelaţie a semnalului telegrafic aleator se determină 
cu relaţia (1.169), adică: 

( ) ( ) 2( ) {k par,τ} {k impar,τ}
! !

k k

mm
k par k impar

B P P e e e
k k

τ τ ττ τ
τ − − −= − = − =∑ ∑  

Deoarece funcţia de autocorelaţie este o funcţie pară în τ, se poate 
scrie: 

||2)( ττ −= eBmm  
În aceste condiţii: 

2
||2

4
4)(
ω

τω ωττ

+
== ∫

∞

∞−

−− deejS j
mm  

)4(3
16

3
1

4
4)()( 2

2

20 s
sSjSjS mmrr −

−
=+

+
=+=

ω
ωω  

)()(
2
4

3
1

2
4

3
1

)4(3
16)( 2

2

sSsS
s
s

s
s

s
ssS rrrrrr

−+=
−
−

+
+

=
−
−

=  

s
ssSrr +

+
=+

2
4

3
1)( ;  

ω
ωω

j
jjSrr +

+
=+

2
4

3
1)(  



 165

ω
ω

ω
ω

j
j

jS
jS

rr
a +

+
== + 4

23
)(

1)(  

b) Conform relaţiilor (2.83) şi (2.84), funcţia de transfer a 
filtrului optimal Wiener-Hopf se determină cu relaţia: 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== −

+

++

+

)(
)(

)(
1

)(
)()(0 ω

ω
ωω

ωω
jS
jS

jSjS
jSjH

rr

rd

rrrr

ad  

În cazul filtrării cu întârziere: 
( ) { ( )} {[ ( ) ( )] ( )}

{ ( ) ( )} ( ) , 0
rd rd

j
mm

S j F B F m t n t m t

F m t m t S j e ωα

ω τ τ α

τ α ω α

= = + + + =

= + + = <
 

În variabila complexă s, rezultă atunci: 

)4)(2(
34

)(
)(

)(
)()(

ss
e

sS
esS

sS
sSsS

s

rr

s
mm

rr

rd
ad −+

=== −−

αα

 

∫∫
∞

∞−

+∞

∞−

=
−+

==
j

j

sj

j

s
adad ss

dse
j

dsesS
j

B
)4)(2(2

134)(
2
1)(

)( τα
τ

ππ
τ  

( ) 2
2

2

( ) 4
4

4

24 3 , pentru , 0
4 3

24 3 , pentru , 0
2 3

s

s

s

s

e e e
s

e e e
s

α τ α
τ

α τ α
τ

τ α α

τ α α

+ −
−

=−

+

=

⎧
= > − <⎪ −⎪= ⎨

⎪ = < − <⎪ +⎩

 

Rezultă atunci 

4 4 2 2

0

2 2( )
3 3

s s
adS s e e e d e e e d

α
α τ τ α τ τ

α

τ τ
− ∞

+ − − − −

−

= + =∫ ∫  

42 , 0
4 23

s se e e
s s

α α α

α
⎛ ⎞−

= + <⎜ ⎟− +⎝ ⎠
 

( )( ) 0,
444

))(2(2
)(
)()(

4

0 <⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
−+
−+

== +

+

α
ααα

s
e

ss
ees

sS
sSsH

ss

rr

ad  

Reprezentarea funcţiei de corelaţie )(τadB  este dată în figura de jos. 
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c) Conform relaţiei (2.118), eroarea pătratică medie în 

cazul filtrării, )()( tmtd = , se determină cu relaţia: 

∫
∞

−=
0

0
2
0 )()()0()( duuBuhBt mmmmε  

Dar 1)0( =mmB , iar pentru 0=α  rezultă: 

s
sH

+
=

4
2)(0  → ueuh 4

0 2)( −=  

3
2

3
1121)(

0

242
0 =−=−= ∫

∞
−− dueet uuε  

 
 8. Pe un canal de transmisiuni se transmite mesajul )(tm , 
descris matematic de un proces aleator, staţionar în sens larg şi 
caracterizat de densitatea spectrală de putere: 

241
2)(
ω

ω
+

=jSmm  

 Dacă semnalul recepţionat este )()()( tntmtr += , unde 
zgomotul )(tn  poate fi considerat alb cu densitatea spectrală de 
putere HzWS 320 =  şi necorelat cu mesajul )(tm , se cere: 
 a) Funcţia de transfer a filtrului de albire a semnalului 
recepţionat astfel încât la ieşirea acestuia să rezulte zgomot alb cu o 
densitate spectrală de putere dublă faţă de a zgomotului alb de pe 
canal; 
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 b) Funcţia de transfer a filtrului Wiener-Hopf la 
recepţionarea semnalului )(tr , în cazul filtrării. 
 Soluţie 

a)  

 
2

2
2

2 2 2(1 )( ) ( ) ( )
11 4 3 3
4

2 1 2 1 ( ) ( )1 13 3
2 2

rr mm nn

rr rr

sS s S s S s
s s

s s S s S s
s s

+ −

−
= + = + = =

− ⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ −
= = ⋅

+ −

 

s

s
sH

s

s

s

s

sS
sHsHsSsH

a

rr
aarra

+

+
=→

−

−

+

+
=

==−→=

1
2
1

2)(
1
2
1

2
1
2
1

2

)(3
4)()(

3
4)()( 2

 

 

b) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
== −

+

++

+

)(
)(

)(
1

)(
)()(0 sS

sS
sSsS

sSsH
rr

rd

rrrr

ad  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
+−

=
−

===
sssss

sSsSsS mmrmrd

2
1

2
1

1
2
1

)21)(21(
2

41
2)()()( 2  

( )
→

⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+

+
=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

== − s
B

s

A

sssS
sSsS

rr

rd
ad 1

2
122

3

1
2
1

1
22

3
)(
)()(  
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3
2

1
1

2
1
=

−
=

−=ss
A  

ss

AsSad

+
=

+
=+

2
1

1
6

1

2
122

3)(  

ssS
sSsH

rr

ad

+
== +

+

1
1

2
1

)(
)()(0  

 
 9. Funcţia pondere a unui filtru optimal cauzal Wiener-Hopf 
este: 

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

0,0
0,

)(
2

0 τ
τ

τ
τe

h  

Să se determine )0(ddB  astfel încât eroarea pătratică medie a 
filtrului optimal Wiener-Hopf să fie )0(5,0 ddB , dacă funcţia de 

autocorelaţie a semnalului recepţionat este ||)( u
rr euB −= . 

Soluţie 

∫∫
∞∞

=→−=
0

0
0

0
2 )()(2)0()()()0()( duuBuhBduuBuhBt rdddrdddoε  

Pe de altă parte, din ecuaţia integrală Wiener-Hopf rezultă: 

∫ ∫
∞ ∞

−−− ==−=
0 0

||2
0 )()()( ττττ ττ deeduBhuB u

rrrd  

∫∫
∞

−−−−−−− ≥−=+=
u

uuu
u

u ueedeedee 0,
3
2 22

0

)(2 ττ ττττ  

Rezultă atunci: 

2 2

0

2 1(0) 2
3 3

u u u
ddB e e e du

∞
− − −⎛ ⎞= − =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  
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 10. Pe un canal de transmisiuni se transmite mesajul )(tm  
descris de un proces aleator, staţionar în sens larg, caracterizat de 
densitatea spectrală de putere: 

24
4)(
ω

ω
+

=jSmm  

 Dacă semnalul recepţionat este )()()( tntmtr += , unde )(tn  
este zgomotul de pe canal ce poate fi considerat alb cu densitatea 
spectrală de putere 0S , să se proiecteze un filtru Kalman-Bucy, care 
estimează mesajul din semnalul recepţionat. 
 Soluţie 
 Funcţia de transfer a sistemului dinamic din cadrul filtrului 
Kalman-Bucy se determină cu relaţia (1.202), adică: 

SS
jSjH mm

)4(
4)()( 2

2

ω
ωω

+
== , 

unde  prin S s-a notat densitatea spectrală a zgomotului alb aplicat la 
intrarea sistemului dinamic. 
Trecând la variabila complexă ωσ js += , se poate scrie: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

+
=

+−
=−

s
B

s
A

SssS
sHsH

22
4

)2(2
4)()(  

 Pentru stabilirea unei funcţii de transfer a unui sistem dinamic 
realizabil, este necesară determinarea numai a coeficientului A, adică 

4
1

2
1

2

=
−

=
−=ss

A  

Funcţia de transfer a sistemului fizic realizabil rezultă atunci de forma: 

sSs
A

S
sH

+
=

+
=

2
11

2
4)(  

Schema filtrului optimal Kalman-Bucy este dată în figura de mai jos 
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