CAPITOLUL 4

CODAREA SURSELOR DISCRETE DE INFORMATIE
PE CANALE PERTURBATE

4.1. Detectia si corectia erorilor

In cazul transmiterii informatiei la distante relativ mari si/sau cu puteri relativ
mici, efectul perturbatiilor nu mai poate fi neglijat. In ~ acest caz  succesiunea
simbolurilor receptionate nu va mai coincide cu succesiunea simbolurilor transmise.

In cele ce urmeazi, se va considera c¢i pe canalul de transmisiuni se introduc
numai perturbatii aditive, adica, datoritd perturbatiilor, un simbol transmis se poate
transforma in oricare din simbolurile alfabetului codului folosit. In cazul cel mai
frecvent intalnit in aplicatii, alfabetul codului este definit prin multimea X={0,1}.
Daca se transmite unul din cele doua simboluri pe un canal perturbat, fie acesta xeX,
atunci, in cazul receptiondrii eronate, va rezulta simbolul x' =x@®1, unde @
reprezintd simbolul sumei modulo 2.

Intr-adevir, daci s-a transmis x=0, se va receptiona x = 0@ 1=1, iar dacd s-a
transmis x=1, se va receptiona x = 1@ 1= 0.

In general, numirul de erori in secventa receptionati depinde de calitatea
canalului si de viteza de transmitere. Cu cat calitatea canalului va fi mai slaba si viteza
de transmitere mai mare, cu atdt numarul de erori in secventa receptionatd va fi mai
mare.

Dupad modul cum perturbatiile de pe canalele de transmisiuni afecteaza
simbolurile din cuvantul transmis, se disting:

a) canale la care fiecare simbol poate fi perturbat independent si

b) canale in care durata perturbatiilor este mai mare decat durata
corespunzatoare unui simbol din alfabetul codului, caz in care erorile apar grupate,
determinand asa numitele pachete de erori.

Se va analiza mai intdi cazul in care fiecare simbol poate fi perturbat
independent.

In transmisiile pe canale perturbate se urmaresc doua probleme principale:

a) detectia erorilor;

b) corectia erorilor.

In cazul detectiei erorilor se pune problema realizirii unei astfel de transmisii,
incat la receptie sa existe posibilitatea de a se decide daca ceea ce s-a receptionat este
corect sau nu, fard pretentia localizarii eventualelor erori din secventa receptionata.

131



In cazul corectiei erorilor se pune problema realizarii unei astfel de transmisii,
incat la receptie sd existe posibilitatea corectiei automate a eventualelor erori din
secventa receptionata.

Deoarece operatia de detectie a erorilor este mai simpla decat cea de corectie a
acestora, echipamentul folosit in cazul detectiei este mai putin sofisticat. In cazul cand
este posibild numai detectia erorilor, se va cere retransmiterea secventei ori de cate ori
se detecteaza erori. In felul acesta, simplitatea echipamentului folosit in cazul detectiei
erorilor este platit de necesitatea unui canal cu dublu sens, (intr-un sens realizandu-se
transmisia, iar in sens invers cerandu-se eventualele necesitati de retransmitere),
precum §i un timp mai mare pand la realizarea unei receptii corecte. Sunt situatii cand
numai detectarea erorilor este complet nesatisfacatoare. Astfel de situatii apar cand
informatia este stocatd pe un suport fizic (banda magnetica, discheta, disc etc). Daca
pe anumite portiuni suportul fizic este deteriorat (de exemplu, apar zgarieturi), la o
eventuala “citire” a informatiei, desi se detecteaza erori, orice cerere de retransmitere
(citire repetatd) nu va conduce la reconstituirea informatiei corecte.

In transmisiile curente se realizeazd corectia unui numir de e erori sau mai
putine care apar cel mai frecvent pe canalul de transmisiuni si detectia unui numar mai
mare de e erori.

Pentru detectia si/sau corectia erorilor se folosesc numeroase tipuri de coduri. O
prima clasificare a lor se poate face functie de structura cuvintelor de cod. Din acest
punct de vedere, codurile se Tmpart in coduri bloc si nonbloc (recurente sau
convolutionale).

In cazul codurilor bloc, toate cuvintele au aceeasi lungime, de exemplu, n
simboluri 0 si/sau 1 pentru codurile binare.

In cazul codurilor nonbloc, cuvintele nu mai sunt reprezentate prin blocuri
formate din n simboluri, transmiterea informatiei realizindu-se sub forma unei
succesiuni continue de simboluri.

4.2. Relatii deterministe intre numarul de erori detectabile sau
corectabile si distanta Hamming

Fie X={0,1} alfabetul codului. In cazul codurilor bloc, considerind ca toate
cuvintele au lungimea n, inseamna ca se pot intocmi 2" cuvinte distincte. Multimea
acestora se va nota cu MJ,.

Fie x si y doua cuvinte din aceastd multime, de forma x— a;a;... a, si y— bb,...
by, cua;, b; €X,i=1,n.

Prin definitie, se numeste distanta Hamming intre cele doua cuvinte numarul de
necoincidente dintre acestea.

Daca se noteaza cu d(x,y) distanta Hamming dintre cele doud cuvinte, conform
definitiei, se poate scrie:
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d(x,y) = Z(ai ©b;) “.1)

Asa, de exemplu, daca x—>110011 si y—>101010, numarul de necoincidente este
egal cu 3, iar cu relatia (4.1) rezulta
dx,y)=1D+(120)+ 0D+ (020)+(1D1DH+(10)=3.

Se poate verifica usor cd distanta Hamming astfel definita, respectd proprietatile
oricarei metrici, adica:

d(x,y) =0 4.2)
d(x,x)=0 4.3)
d(x,y) < d(x,2) + d(z,y), (V) X,y,ze€ M, 4.4

Daca pe un canal de transmisiuni perturbatiile determina e erori, atunci, daca se
transmite cuvantul x € MJ,, se va receptiona cuvantul y € M},, care se afld la
distanta Hamming egald cu e de cuvantul transmis.

Se pune problema cum trebuie intocmite cuvintele de cod, astfel incat la
receptie sa fie posibila fie detectia erorilor, fie corectia acestora. Pentru aceasta, se
presupune o sursd discretd de informatie ce poate furniza mesajele din multimea
S={so, si, ..., sSn.1}. Daca mesajelor li se ataseaza cuvinte de cod distincte de aceeasi
lungime, atunci numarul k al simbolurilor binare din fiecare cuvint de cod se

determina cu relatia:
2K >N 4.5)

In relatia (4.5) se alege numarul intreg pozitiv k, cel mai mic, care o satisface.
Cele k simboluri se numesc informationale.

Multimea cuvintelor astfel formate se va nota cu M}, . Daca se transmite un

cuvant x € M'Z‘k, se va receptiona pe un canal perturbat un cuvant y e M'Z‘k,

neputandu-se realiza detectia si cu atat mai putin corectia erorilor.

Daca perturbatiile de pe canalul de transmisiuni pot cauza cel mult e erori,
pentru a se putea realiza detectia acestora, fiecare cuvant de cod se va forma dintr-un
numar n>k simboluri binare, astfel incat din multimea de 2" cuvinte posibile distincte,
de lungime n, si se aleaga drept cuvinte de cod, un numar de 2, astfel incat distanta
Hamming dintre acestea sa satisfaca relatia:

d(x,y) > e+1 (4.6)
Multimea cuvintelor de cod care satisface relatia (4.6) se va nota cu M, .

Fie x € M), un cuvant de cod care se transmite pe un canal pe care pot sa apard

cel mult e erori. Dacd cuvantul receptionat este X', atunci acesta nu va apartine
multimii M3, .
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Intr-adevir, daca cuvantul x ar apartine multimii M7}, , atunci, conform relatiei
(4.6), se poate scrie relatia:

d(x,x')>e+1 @.7)

Pe de alta parte, deoarece pe canalul de transmisiuni pot sd apara cel mult e
erori, rezulta:

d(x,x')<e 4.8)

Comparéand (4.7) cu (4.8) rezulti o contraditie, deci presupunerea ci x apartine
multimii cuvintelor de cod M, este falsa.

n

La receptie se cunoagte multimea cuvintelor de cod M., dar nu se stie care

cuvant de cod a fost transmis. Daca se receptioneaza un cuvant ce apartine multimii

Jx» s decide cd acesta nu contine erori, iar daca nu apartine acestei multimi, se
decide cd in cuvantul receptionat s-au introdus erori, deci se realizeaza detectia
erorilor. Deoarece distatele Hamming dintre cuvintele de cod satisfac relatia (4.6), iar
pe canal pot sa apara cel mult e erori, rezulta cad prin eronarea unui cuvant de cod,
acesta nu se poate transforma in alt cuvant de cod.

Relatia (4.6) se numeste relatie determinista intre numarul de erori detectabile

si distanta Hamming. Distanta minima, D,;,, dintre cuvintele de cod pentru detectia a

e erori sau mai putine, conform relatiei (4.6), este:

D . =e+l 4.9)

min
Pentru a stabili o relatie deterministd intre numarul de erori corectabile si
distanta Hamming, se presupune ca transmisia se realizeaza pe un canal binar simetric

cu graful reprezentat in figura 4.1.
1-p
|:| ’ L
D 0

14 7 k1

Fig.4.1. Graful unui canal binar simetric

Se reaminteste ca p reprezintd probabilitatea de receptionare eronatd a unui
simbol binar, iar 1-p probabilitatea receptionarii corecte.
Daca se transmite pe un astfel de canal un cuvéant de cod x € M., la receptie,

in medie, un numar de np simboluri vor fi eronate, in timp ce, in medie, un numar de
n-np simboluri vor fi receptionate corect. Rezultd atunci ca probabilitatea de a se
receptiona cuvantul X pe un canal binar simetric, caracterizat de parametrul p, daci s-
a transmis cuvantul de cod x, se poate determina cu relatia:

p(x'|x) =p™.(1-p)" ™ 4.10)
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Pe de altd parte, np=d(x.,x ) si deci relatia (4.10) se poate scrie, echivalent, sub
forma:

p(x'[x) = p**) . (1-p)"-i) @11
Pentru toate canalele reale, binar simetrice, este indeplinita conditia:
1
0<p< 3 4.12)

Daci relatia (4.12) este satisfacuta, functia p(x |x) data de relatia (4.11) este
monoton descrescatoare. Tindnd cont de acest fapt, rezultd cd la receptionarea
cuvantului x se va decide ci s-a transmis acel cuvant de cod care se afli la distanta
Hamming minimd de cuvantul receptionat. Dacd pe canalul de transmisiuni pot sa
apard cel mult e erori, pentru a exista un singur cuvant de cod la distanta Hamming
minima de cuvantul receptionat, cuvintele de cod se aleg astfel incat sa fie satisfacuta
relatia:

d(x,y) 2 2e+1, (V)x,y € M), (4.13)
Intr-adevar, daca se transmite cuvantul de cod x pe un canal pe care pot sa apara
e erori, cuvantul receptionat x se va afla la distanta Hamming fatd de cuvantul de cod
transmis ce satisface relatia:
d(x,x)=e¢e (4.14)
Se presupune ca ar mai exista un cuvant de cod y e MJ; la aceeasi distanta
Hamming fata de acelasi cuvant receptionat x , adica:

dx,y)=e (4.15)
Conform relatiei (4.4), se poate scrie:
d(x,y) < d(x,x') +d(x',y), (4.16)
sau, tinand cont de (4.14), (4.15) si (4.16), rezulta:
d(x,y) < 2e 4.17)

Comparand relatiile (4.13) si (4.17), rezultd o contradictie, deci presupunerea
existentei a doud cuvinte de cod x si y la aceeasi distantda Hamming de cuvantul
receptionat este falsa.

In concluzie, daca transmisia se realizeaza pe un canal binar simetric (cu p<1/2)
s1 pe acesta apar cel mult e erori, atunci, alegdndu-se cuvintele de cod astfel incét sa
fie respectata relatia (4.13), la receptionarea unui cuvant de cod se va decide ca s-a
transmis acel cuvant de cod care este la distanta Hamming minima de cuvantul
receptionat. Comparand cele doud cuvinte, se pot localiza pozitiile erorilor si, deci, se
poate realiza corectia acestora.

Relatia (4.13) se numeste relatie determinista intre numarul de erori
corectabile si distanta Hamming. Distanta minima, D, dintre cuvintele de cod
pentru corectia a e erori sau mai putine, conform relatiei (4.13), este
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D, =2e+1 (4.18)

Din analiza efectuatd se constatd cd atdt in cazul detectiei erorilor, cat si in
cazul corectiei acestora, la cele k simboluri informationale vor trebui adaugate m
simboluri, numite de control, astfel incat, dacad lungimea cuvintelor de cod este n,
atunci:

n=m+Kk 4.19)

Numarul simbolurilor de control ce trebuie adaugate la simbolurile
informationale depinde de numarul de erori care trebuie detectate, respectiv de
numarul de erori care urmeaza a fi corectate.

In cazul detectiei a e erori sau mai putine se va adiuga un numir de simboluri
de control, astfel incat din cele 2" cuvinte distincte de lungime n, si se poatd alege 2"
cuvinte de cod intre care distanta Hamming minima sa respecte relatia (4.9).

In cazul corectiei a e erori sau mai putine se va adiuga un numar de simboluri
de control, astfel incat din cele 2" cuvinte distincte de lungime n, si se poatd alege 2"
cuvinte de cod, intre care distanta Hamming minima sa respecte relatia (4.18).

4.3. Definirea matricei de control si generatoare in cazul
codurilor bloc, liniare, binare

Pentru o scriere mai compacta, in continuare, cuvintele de cod se vor scrie sub
forma matriceala, adica:

[vl=[a,a,...a,], a; € {0,1, (4.20)

Notatia, [v] nu este intamplatoare, deoarece, asa cum se va ardta ulterior,
multimea cuvintelor de cod formeaza un subspatiu vectorial.

La emisie, instalatia numitd codor determind cele m simboluri de control,
cunoscute fiind cele k simboluri de informatie. Pentru  simplificarea implementarii
codorului, simbolurile de control se determind prin combinatii liniare ale simbolurilor
informationale, formandu-se astfel codurile bloc liniare.

Determinarea simbolurilor de control, in cazul codurilor bloc, liniare, binare se
poate efectua cel mai simplu din urmatorul sistem de ecuatii liniare:

h,a,®h,a,®..0h,a, =0 |
h,;a, ®h,,a,®..®h,,a, =0

@4.21)

unde hij S {0, 1 } .
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Daca cele m ecuatii din sistemul (4.21) sunt liniar independente, atunci se pot
determina oricare m simboluri a;e {0,1}, daca celelalte k=n-m simboluri binare sunt
cunoscute.

Sistemul de ecuatii (4.21) poate fi scris compact, sub forma matriceald, daca se
face notatia:

.

11 In

T not.[H] 4.22)

Cu (4.20) s1 (4.22) sistemul de ecuatii (4.21) se poate scrie compact, sub forma:

[H][v]" =[0] (4.23)

unde [v]" este transpusa matricei [v].

In relatia (4.23) produsul celor doua matrice se efectueaza clasic, inlocuindu-se
numai suma clasica cu suma modulo 2.

Matricea [H] definita cu relatia (4.22) se numeste matrice de control, aceasta
avand un numar de linii egal cu numarul simbolurilor de control §i un numar de
coloane egal cu lungimea cuvintelor de cod.

Ecuatia matriceala (4.23) fiind echivalentd cu un sistem de m ecuatii liniar
independente, rezulti ci rangul matricei [H] este egal cu m. In aceste conditii
inseamna ca prin transformari elementare asupra acestei matrice, aceasta poate fi

[10...0 q,,915.--qy

=| 01...0 q,,9,--- Qs

[H] [1,,Q] 4.24)

7

|
__________ =
00...1 qmlqmz...quJ
adusa totdeauna la forma:

unde [I,,] este matricea unitate de ordinul m, iar qij €{0,1}

Prin definitie, o matrice de forma:

|_g11g12°"g1n -|
=| 22182+ 8 |

[G] , g; €1{0,1} (4.25)

se numeste matrice generatoare a codului bloc, liniar, daca este satisfacuta relatia:

[v]=[isi,...i][G], (4.26)
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unde [v] este cuvantul de cod ce satisface relatia (4.23), iar 1;€{0,1}, j=1,k, sunt
simbolurile de informatie, cunoscute.

Produsul matriceal din relatia (4.26) se efectueaza clasic, inlocuindu-se numai
suma clasicd cu suma modulo 2. Deoarece din relatia (4.26) trebuie si rezulte 2°
cuvinte de cod distincte, este necesar ca liniile matricei generatoare sa fie liniar
independente, adici rangul acesteia trebuie si fie egal cu k. In aceste conditii
inseamna cd prin transformari elementare, aceasta poate fi adusa totdeauna la forma:

_p11p12"’p1m 10...0 |

01...0
(G]= P2P2Pim _[PI, | @.27)

LPkiPk2+++Pxm 00...1J
unde [I] este matricea unitate de ordinul k, iar pij €{0,1}.

Matricea generatoare are un numar de linii egal cu numarul simbolurilor de
informatie s1 un numar de coloane egal cu lungimea cuvintelor de cod.

Prin definitie, un cod bloc liniar se numeste sistematic, daca simbolurile
informationale sunt plasate grupat fie la sfarsitul cuvantului de cod, fie la inceputul
acestuia.

Daca matricea de control este adusa la forma (4.24) sau matricea generatoare la
forma (4.27), codul obtinut va fi sistematic, deoarece din relatia (4.23), respectiv
(4.26), vor rezulta cuvinte de cod de forma:

[v]=[¢c,¢c,...c 1,i,...1, ] (4.28)

unde cje{0,1}, j= I,_m, sunt simbolurile de control, iar 1,€{0,1}, 1 = I,_k, simboluri
informationale.
Inlocuind (4.26) in relatia (4.23), rezulta:

HI[G]"[i,i,...i, 1" =[0] (4.29)
Deoarece ecuatia matriceala (4.29) este adevarata pentru orice matrice [i;i;...1x],
rezultd urmatoarea legaturd intre matricea de control si generatoare:
[HI[G]" = [0] 4.30)
Dacad matricele [H] s1 [G] sunt aduse la formele (4.24), respectiv (4.27), atunci

se poate usor deduce una, daca cealalta este cunoscuta.
Intr-adevar, inlocuind (4.24) si (4.27) in (4.30), rezulta:

[Q]=[P]" 4.31)
Transpunand ambii termeni ai relatiei (4.31), se poate scrie:
[P]=[QI" 432)

Cu relatia (4.31) se poate deduce matricea de control, daca este cunoscuta
matricea generatoare, iar cu relatia (4.32) se poate deduce matricea generatoare, daca
este cunoscutd matricea de control.
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Liniile matricei de control sau generatoare pot fi considerate vectori cu n
componente. Multimea tuturor vectorilor cu n componente ce pot lua valoarea 0 sau 1
este egald cu 2". Definindu-se pentru acesti vectori operatia de sumare modulo 2, de
forma:

[v,1®[v,l=]a,a,...a,]D[bb,...b,|=

4.33
=[al@b1 az@bz...an@bn] ( )

s1 multiplicarea clasicd cu scalarii 0, respectiv 1, din campul format din aceste doua
elemente in care suma se efectueazd modulo 2, iar produsul in mod clasic, cele 2"
cuvinte posibile formeaza un spatiu vectorial n dimensional.

Din relatia (4.26) rezulta ca liniile matricei generatoare sunt cuvinte de cod.
Daca se noteaza aceste linii cu [vy], [V2],...,[Vk], din relatia (4.26) rezulta:

[Vl=1,[v,1Di,[v,|®..DPi,[v,] 4.34)

Conform relatiei (4.34) rezulta ca orice cuvant de cod este o combinatie liniara
a liniilor matricei generatoare. Pe de altd parte, multimea combinatiilor liniare a
liniilor unei matrice determind spatiul linie al acesteia.

Cu aceasta observatie rezulta ca un cuvant este cuvant de cod, daca si numai
daci se afla in spatiu linie a matricei generatoare. In felul acesta, multimea cuvintelor
de cod formeaza un subspatiu vectorial k dimensional. Din relatia (4.23) rezulta ca
orice vector corespunzator unui cuvant de cod este ortogonal pe vectorii
corespunzatori spatiului linie al matricei de control.

Prin definitie, se numeste spatiu/ nul al unui subspatiu vectorial, multimea
vectorilor ortogonali pe vectorii din subspatiul vectorial.

Prin definitie, spatiul nul al spatiului linie al unei matrice se numeste spatiul nul
al acesteia.

Cu aceastd observatie rezultd ca multimea cuvintelor de cod apartine spatiului
nul al matricei de control.

4.4. Definirea corectorilor cuvintelor receptionate in cazul
codurilor bloc, liniare, binare

Fie
[vl]=[a,a,...a ], a, € {0,1},i=1,_n (4.35)
cuvantul de cod transmis pe un canal pe care apar perturbatii aditive si fie
[v']=[aja;...a,], a; €{0,1},i=1,n (4.36)
cuvantul receptionat.
Prin definitie, se numeste cuvdnt eroare suma modulo 2 dintre cuvantul de cod

transmis si cuvantul receptionat.
Notand cu [E] cuvantul eroare, conform definitiei, se poate scrie:
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[E]=[v]D[Vv'] 4.37)

Adunand modulo 2 cuvantul de cod [v] in ambii membri ai relatiei (4.37),
rezulta:

[v ]=[V]®[E] (4.38)

Conform relatiei (4.38), perturbatiile P de pe canalul de transmisiuni C sunt
sugerate in figura 4.2.

[¥] [¥' =[]0 [E]
—nd E——

[E]

Fig.4.2. Reprezentarea unui canal cu perturbatii aditive

Din aceasta reprezentare rezultd ca perturbatiile aditive care apar pe canalele de
transmisiuni pot fi simulate prin generarea cuvintelor eroare, care se aduna modulo 2
la cuvintele de cod.

Conform relatiei (4.37), rezultd ca structura matriceala a cuvantului eroare este
de forma:

[E] =[e,e,...e,] (4.39)
unde ¢;=1, daca pe pozitia i s-a introdus eroare s1 ¢;=0, daca pe pozitia j nu s-a introdus
eroare. Uneori, cuvantul eroare se scrie sub forma:

[E]=[...0;...0...0...], (4.40)

unde a;=oy=ay=1, specificindu-se astfel cd pe pozitiile 1,j s1 k s-au introdus erori,
restul elementelor fiind nule, specificandu-se astfel cd pe celelalte pozitii nu s-au
introdus erori.

Instalatia de la emisie, numita codor, se implementeaza dupa relatia:

[H][v]" =[0] (4.41)

Ecuatia matricealda (4.41) este echivalentd cu un sistem de m ecuatii liniar
independente, din care se deduc cele m simboluri de control, cunoscute fiind cele k
simboluri informationale.

Instalatia de la receptie, numita decodor, se implementeaza dupa relatia:

[Z]=[H][v']" (4.42)

unde [Z] se numeste corectorul cuvantului receptionat.

Tinand cont de structura matricei de control [H], definitd prin relatia (4.22) si
structura matriceald a cuvantului receptionat [v ], definitd prin relatia (4.36), rezulti
din (4.42) ca structura matriceala a corectorului este de forma:

140



Z]=!" |, z€{0,}, i=1,m @.43)

V/

Daca in relatia (4.42) se inlocuieste (4.38) si se tine cont de (4.41), se poate
scrie o relatie echivalenta pentru calculul corectorului:

[Z]=[H][E]" (4.44)
Daca corectorul calculat cu relatia (4.42) rezulta diferit de matricea nula, adica:
[Z] = [0], (4.45)

se decide cd s-a receptionat un cuvant eronat, deoarece, daca ar fi fost un cuvant de
cod, conform relatiei (4.41), ar fi trebuit sa rezulte [Z]=[0].

In felul acesta, decodorul poate realiza detectia erorilor, daci matricea de
control se alege astfel incat sd rezulte corectori diferiti de matricea nuld ori de cate ori
se receptioneaza un cuvant eronat.

Pentru corectia erorilor, matricea de control trebuie astfel intocmitd, incat sa
rezulte corectori diferiti de matricea nula si, in plus, distincti pentru toate combinatiile
posibile ale cuvintelor eroare generate pe canalul de transmisiuni. In felul acesta se
poate stabili o bijectie Intre multimea cuvintelor eroare ce pot aparea pe un canal de
transmisiuni si multimea corectorilor calculati cu relatia (4.44).

Calculand corectorul unui cuvant receptionat, se identifica cuvantul eroare
corespunzator si, conform relatiei (4.37), cuvantul de cod transmis se deduce cu
relatia:

[vl=[v'|®[E] (4.46)

In cazul in care corectorul unui cuvant receptionat este egal cu matricea nula, se
decide ca in cuvantul receptionat nu sunt erori, deoarece In acest caz toate
componentele cuvantului eroare fiind nule, conform relatiei (4.44), rezulta intr-adevar
un corector cu toate elementele nule.

Trebuie subliniat faptul ci produsul a doua matrice [H] si [E]" poate si conduca
la un corector cu toate elementele nule, desi [E]" nu are toate elementele nule. In acest
caz se va decide ca s-a receptionat un cuvant fara erori, desi cuvantul receptionat este
eronat. Erorile care au fost introduse in acest caz pe canalul de transmisiuni au
transformat cuvantul de cod transmis in alt cuvant de cod.

Pentru eliminarea acestui neajuns, matricea de control trebuie astfel intocmita,
incat, daca pe canal pot sd apard e sau mai putine erori, s rezulte cuvinte de cod,
conform relatiei (4.41), cu distanta Hamming minima intre ele egala cu 2e+1. In felul
acesta, sumarea modulo 2 a unui cuvant eroare ce poate contine maxim e unitati la
cuvantul de cod transmis, nu va putea sa-l transforme in alt cuvant de cod si, in plus,
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la receptionarea unui cuvant eronat, acesta se va afla la distanta Hamming minima de
un singur cuvant de cod, adicad vor rezulta corectori distincti, diferiti de matricea nula,
pentru cuvintele eroare ce pot sd apara pe canalul de transmisiuni.

4.5. Relatii intre coloanele matricei de control pentru detectia

erorilor

Asa cum a rezultat din analiza efectuata in paragraful precedent, pentru detectia
erorilor matricea de control trebuie astfel intocmita, incat sa rezulte corectori diferiti
de matricea nuld ori de cate ori se receptioneaza un cuvant eronat.

Pentru a stabili relatiile intre coloanele matricei de control in scopul detectiel
erorilor, se va considera pentru inceput cazul aparitiei unei erori pe o pozitie oarecare
in cuvantul de cod transmis.

Cuvantul eroare corespunzator acestei situatii este de forma:

[E]=]...q;...] (4.47)

unde a; =1, (V)i= 1,n, specificandu-se ca pe pozitia 1 s-a introdus o eroare, restul
elementelor din cuvantul eroare fiind nule, specificandu-se astfel, ca pe celelalte
pozitii nu s-au introdus erori.

In scopul simplificarii scrierii, se noteaza cu [h;], [ha],....[h,] coloanele matricei
de control, adica, conform relatiei (4.22), se poate scrie:

[H]=[h,h,...h,] (4.48)

Inlocuind (4.47) si (4.48) in relatia (4.44) si notand cu [Z;] corectorul rezultant,
se obtine:

[Z,]=[h;], (V)i=1Ln (449)
Pentru detectia acestei erori este necesar ca [Z;]#[0], adica:
[h;]#[0]; (V)i=1,n (4.50)

Cu alte cuvinte, rezultd cd pentru detectia unei erori, indiferent de pozitia pe
care aceasta apare in cuvantul de cod transmis, este necesar ca matricea de control sa
fie astfel intocmita, Incat toate coloanele acesteia sa fie diferite de matricea nula.

Se presupune, in continuare, posibilitatea aparitiei a doud erori, caracterizate
prin cuvantul eroare:

[Eij]=[...(1i...(1j...], (V)i,j=l,n,i¢j 4.51)

Inlocuind (4.48) si (4.51) in relatia (4.44) si notand cu [Z;] corectorul rezultant,
se poate scrie:

[Z;]1=[h,1®[h,], (V)i,j=L,n,i#] 4.52)

Pentru detectia celor doua erori este necesar ca [Z;]#[0], adica:
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[h,1®[h;]#[0], (V)i,j=1,n,i# ] @.53)

Cu alte cuvinte, rezulta ca pentru detectia a doua erori distincte matricea de
control trebuie astfel intocmita, incat suma modulo 2 a oricaror doua coloane distincte
sa fie diferitd de matricea nuld. Reunind concluziile de mai sus, rezultd ca pentru
detectia a doua erori sau mai putine matricea de control trebuie astfel intocmita, incat
suma modulo 2 a oricdror doud coloane sau mai putine sa fie diferita de matricea nula.

Rationand in mod analog, se poate conchide cd, in general, pentru detectia a e
erori sau mai putine este necesar ca matricea de control sd fie astfel intocmita, Tncat
suma modulo 2 a e coloane sau mai putine sa fie diferitd de matricea nula.

Pe de alta parte, s-a demonstrat in §4.2 ca pentru detectia a e erori sau mai
putine, intre cuvintele de cod trebuie sa existe o distantd Hamming minima egald cu
e+1 (relatia 4.9).

Se poate demonstra cd, dacd aceastd conditie este satisfacuta, atunci este
necesar ca suma modulo 2 a oricaror e coloane distincte din matricea de control sa fie
diferitd de matricea nula.

Intr-adevir, fie doud cuvinte de cod de forma:

[v.]=[a,a,...a,] (4.54)

[v,]=[b,b,...b,] (4.55)

pentru care sunt satisfacute relatiile:

H][v,]" =[0] (4.56)

H][v,]" =[0] 4.57)

Distanta Hamming dintre aceste cuvinte se poate calcula cu relatia:

d(v,,v,)=2.(a,®b,) (4.58)
i=1

Conform relatiei generale (4.34), daca [v,] si [vp] sunt cuvinte de cod, atunci si
suma modulo 2 a acestora, determina un nou cuvant de cod, adica, daca

[v.]®[v,] not [v.]=[a, ®b,,a,Db,,...,a, Db,], (4.59)
rezulta:
H][v.]" =[0] (4.60)

Comparand relatia (4.58) cu (4.59), inseamna cd distanta Hamming dintre doua
cuvinte de cod este egald cu numarul de unitéti din alt cuvant de cod.

Prin definitie, se numeste pondere a unui cuvant numarul de unitati din
cuvantul respectiv.

Cu aceasta definitie se poate afirma ca distanta Hamming minima dintre
cuvintele de cod este egald cu ponderea minima a cuvintelor de cod, exceptand
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cuvantul de cod de pondere nuli. Inseamni atunci ci, daci distanta Hamming minima
dintre cuvintele de cod este e+1, ponderea minimad a cuvintelor de cod este e+l,
exceptand cuvantul de cod format numai din zerouri (adica de pondere nuld).

Daca [v] este un cuvant de cod de pondere e+1, din relatia:

H][v]" =[0] (4.61)
rezulta ca suma modulo 2 a e+l coloane din matricea de control este nula. Daca

ponderea e+1 este minima, Tnseamna ca suma modulo 2 a e coloane din matricea de
control trebuie sa fie diferita de matricea nula, c.c.t.d.

4.6. Relatii intre coloanele matricei de control pentru corectia
erorilor

Asa cum s-a aratat in §4.4, pentru corectia erorilor matricea de control trebuie
astfel Intocmita, incat sa rezulte corectori diferiti de matricea nula si, in plus, distincti
pentru toate combinatiile posibile ale cuvintelor eroare ce pot sa apara pe canalul pe
care se realizeaza transmisiunea.

Pentru a stabili relatiile intre coloanele matricei de control in scopul corectiei
erorilor, se va considera pentru Inceput cazul aparitiei unei erori pe pozitiile i,
respectiv j, oarecare, cu i#]. Cand eroarea apare pe pozitia 1, corectorul [Z;] este dat de

[Zj]=[hj], (Mj=Ln, j#i (4.62)
relatia (4.49). Cand eroarea apare pe pozitia j#1, corectorul [Z;] va fi de forma:
In scopul corectiei acestei erori este necesar sa fie indeplinite conditiile:
[Z;]# [0] < [h,] = [0]
[Z,]#[0] < [h,] = [0] (4.63)
1Z;1#1Z;] = |Z;,1D[Z;]1 # 0] < [h; ] D [h;] #[0]
Conditiile (4.63) conduc la concluzia ca, pentru corectia unei erori, matricea de
control trebuie astfel intocmita, incat suma modulo doi a doua coloane distincte sau
mai putine sa fie diferitd de matricea nula.

Se presupune 1n continuare posibilitatea aparitiei a doud erori caracterizate prin
cuvintele eroare:

[E;l=1[...0;...0;...] (4.64)
cu oy=a,;=1, 1#j si
[Ei]=1[...a,...0,...] (4.65)

cu a=ou=1, l#k#1#].
Corectorul corespunzator cuvantului eroare [Ejj] se va calcula cu relatia (4.52),
in timp ce corectorul corespunzator cuvantului eroare [Ej] cu relatia:
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[Z, ]1=[h,]®[h,] (4.66)

Pentru corectia a doua erori este necesar sa fie indeplinite conditiile:

[Z,;]1#[0] < [h,]® [h,] = [0]
Z,1#[0] < [h,]® [h, ]=][0]
Z,1#[2,]1= [Z,1®]Z,]1%[0] =
[h,]®[h,]D[h,]D[h, ]=][0]

oricare ar fi i, j,lLk = I,_n st i#jzl=k.
Pentru corectia a doua erori sau mai putine este necesar ca pe langa relatia (4.67) sa fie
indeplinite conditiile:

Z ;1= 1Z ] < [h]=][0]

Z ,1#1Z 1< [h,]=][0]

Z 1#[Z 1< [h,]®[h ]®©[h;]=]0]

Z ,1#[Z ;1= [h,]®[h ]S [h;]=]0]

(4.67)

N

, (4.68)

rezulta ca pentru corectia a doud erori sau mai putine este necesar ca suma modulo 2 a
patru coloane sau mai putine trebuie sa fie diferitd de matricea nula.

Rationand in mod analog, se poate conchide ca, in general, pentru corectia a e
erori sau mai putine este necesar ca matricea de control sa fie astfel intocmita, Incat
suma modulo 2 a 2e coloane sau mai putine sa fie diferitd de matricea nula. Pe de alta
parte, s-a demonstrat in § 4.2 ca pentru corectia a e erori sau mai putine intre cuvintele
de cod trebuie sa existe o distantd Hamming minima egala cu 2e+1 (relatia 4.18). Se
poate demonstra ca, daca aceasta conditie este satisfacutd, atunci si suma modulo 2 a
oricdror 2e coloane este diferitda de matricea nula.

Intr-adevar, daca distanta Hamming minima dintre cuvintele de cod este 2e+1,
rezultd ca ponderea minima a cuvintelor de cod este 2e+1 si deci suma modulo 2 a 2e
coloane oarecare este diferitd de matricea nula.

4.7. Margini inferioare asupra numarului simbolurilor de
control, in cazul corectiei erorilor

Daca pe canalul de transmisiuni pot sa apara cel mult e erori, se pune problema
determinarii numarului de simboluri de control ce trebuie addugate simbolurilor
informationale pentru corectia erorilor.

Numarul minim de simboluri de control necesar corectiei a e erori sau mai
putine se numeste margine inferioara a numarului simbolurilor de control.

Dintre marginile cele mai utilizate se aminteste marginea Hamming $1
marginea Varsarmov-Gilbert.
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Pentru stabilirea marginii Hamming se tine cont de faptul cd matricea de control
trebuie astfel intocmita, incat sa rezulte corectori diferiti de matricea nula si, in plus,
distincti pentru toate posibilitatile de aparitie a cuvintelor eroare care contin € sau mai
putine erori.

Daca in cuvantul de cod transmis, de lungime n, apare o eroare, indiferent pe ce
pozitie, se pot intocmi cuvinte eroare distincte, in numar de:

1
N, =C, (4.69)
Daca in cuvantul de cod de lungime n apar doua erori distincte, se pot intocmi
cuvinte eroare distincte, in numar de:

N,=C} (4.70)
In general, daca in cuvantul de cod de lungime n apar “e” erori distincte, se pot
intocmi cuvinte eroare distincte, in numar de:

_ e
N, =C, 4.71)
Luand in considerare si cuvantul eroare format numai din zerouri, specificand

cazul transmisiei fard erori, rezultd cd in cazul aparitiei a e erori sau mai putine
numadrul cuvintelor eroare corespunzatoare se poate determina cu relatia:

N=1+N,+N,+..4+N, =D, Ci @.72)
i=0

Pe de alta parte, din relatia (4.43) rezulta ca se pot forma 2™ corectori distincti.
Pentru a se realiza o bijectie intre multimea cuvintelor eroare posibile i multimea

2" > ). Ci 4.73)
i=0

corectorilor este necesar sa fie indeplinitd conditia:

Numarul intreg pozitiv m, cel mai mic, care satisface relatia (4.73), defineste
marginea Hamming. Marginea Hamming astfel obtinuta reprezintd numai o conditie
necesara si nu totdeauna si suficientd pentru corectia a e erori sau mai putine. Acest
lucru se datoreaza faptului ca existd cuvinte eroare distincte, de aceeasi pondere,
carora le corespund corectori identici.

In cazul particular al aparitiei unei singure erori, fiecirui cuvant eroare de
pondere unu i va corespunde un corector distinct, deoarece cele n coloane ale matricei
de control sunt distincte.

Cu alte cuvinte, relatia (4.73) devine necesara si suficientd pentru e=1, de forma:

2" >1+n 4.74)

Deoarece un cuvant de cod este format din k simboluri informationale si m
simboluri de control, rezulta:

n=Kk+m (4.75)
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Cu (4.75) relatia (4.74) devine:
2" >21+k+m (4.76)

In relatia (4.76) se va alege numarul intreg pozitiv m, cel mai mic, care o
satisface.

Pentru stabilirea marginii Varsarmov-Gilbert se tine cont de faptul ca pentru
corectie a e erori sau mai putine matricea de control trebuie astfel intocmita, incat
suma modulo 2 a oricdror 2e coloane sau mai putine sa fie diferitd de matricea nula. In
stabilirea acestei margini se presupune ca primele n-1 coloane ale matricei de control
satisfac aceastd conditie, punandu-se problema, in continuare, de a se determina
conditiile pe care trebuie sa le satisfacd ultima coloana [h,]. Pentru corectia a e erori
sau mai putine coloana [h,] trebuie sa satisfaca conditiile:

[h,]=[0] 4.77)
[h,]#[h; ], (V)i =12,...,n—-1 (4.78)
[h,]1# [h; [®[h; [not[l, [, (V)i,i, =1L(n-1),i #i, 4.79)

[h,]#[h, 1®[h, |®..®[h, [not[l (4.80)

iy eizes I,
oricare ar fi i;,1,,.00015,; = 1, (Nn—1) $1 1Zh# ... #lpe 1.

Din relatiile (4.77) + (4.80) rezultd ca [hy,] trebuie sa fie diferit de [0], [h; ],
L1, ..., [N, ] Pentru a determina o astfel de coloand trebuie ca numarul

simbolurilor de control m, sd fie suficient de mare, astfel incat din cele 2™ coloane
distincte ce pot fi formate si se poatd elimina coloana [0] (in numar de C’ | =1),
coloanele [h; | (in numar de C}_,), coloanele [I;; | (in numar de C}_,) s.a.m.d. pani la

coloanele [l, ] (in numar de C2¢}') si sd mai rimina cel putin o coloana care si

fie [hy]. _

2" > ?ifci,_l (4.81)
i=0

Rezultd atunci conditia:

Numarul intreg pozitiv m, cel mai mic, care satisface aceasta relatie stabileste
marginea Varsarmov-Gilbert.

Conditia (4.81) este suficientd si nu totdeauna necesara, deoarece in stabilirea
acesteia s-a considerat ca toate combinatiile coloanelor de forma 1 ; ,...,1;; ;  sunt

distincte.
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Cu alte cuvinte, pot fi imaginate coduri corectoare de e erori sau mai putine
care necesitd un numar de simboluri de control, m, mai mic decat cel care rezulta din
relatia (4.81).

4.8. Tabele de decodare

Asa cum s-a aratat in § 4.4, instalatia de la receptie, adica decodorul, se
implementeaza dupa relatia:

[Z]=H][v] (4.82)
Relatia (4.82) este echivalentd cu:
[Z] = H][E]" (4.83)

Se pune problema daca odatd determinat corectorul cuvantului receptionat cu
relatia (4.82), nu se poate deduce din (4.83) cuvantul eroare care, adunat apoi modulo
2 la cuvantul receptionat sd determine cuvantul de cod transmis. Acest lucru nu se
poate realiza, deoarece matricea de control fiind dreptunghiulara, avand un numar de
linii m 1 un numar de coloane n>m, nu are inversa.

Depasirea acestui obstacol se poate realiza daca se tine cont ca la receptionarea
unui cuvant se va decide ca s-a transmis acel cuvant de cod care se afla la distanta
Hamming minima fatd de cuvantul receptionat (v.§4.2). Aceasta este echivalent cu
identificarea cuvantului eroare de pondere minima care realizeaza acelasi corector ca
al cuvantului receptionat. in scopul deducerii unui astfel de cuvant eroare, se folosesc
tabelele de decodare.

Un tabel de decodare contine doud coloane. In prima coloani se scriu cuvintele
eroare posibile Tn ordinea crescatoare a ponderilor, iar in coloana a doua se inscriu
corectorii corespunzdtori, calculati cu relatia (4.83). Dacd in procesul calculului
corectorilor rezultd un corector care a mai fost obtinut anterior dintr-un cuvant eroare
de pondere mai mica, atunci cuvantul eroare de pondere mai mare este eliminat din
tabel. Tabelul de decodare se considerd complet cand prin acest procedeu se obtin toti
cei 2™ corectori distincti.

Odata intocmit tabelul de decodare, pentru corectia erorilor dintr-un cuvant
receptionat se procedeaza astfel:

- se calculeaza cu relatia (4.82) corectorul cuvantului receptionat;

- se identificd in tabelul de decodare cuvantul eroare (evident de pondere
minima) care determina acelasi corector;

- se adund modulo 2 cuvantul eroare identificat la cuvantul receptionat,
rezultand astfel cuvantul de cod transmis.

Pentru fixarea ideilor se considera un cod bloc, liniar, binar, caracterizat de
matricea de control:
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[100011]
[H]= |LO 10101 | Dacd cuvantul receptionat este [v]=[101111], si se determine
00111 OJ

cuvantul de cod transmis.
Tabelul de decodare este de forma:

Cuvinte eroare | [Z]" Linia intdi a tabelului corespunde cuvantului
1 1000000 000 eroare de pondere zero. Liniile 2+7 corespund cuvintelor
2 | 100000 100  eroare de pondere unu. Deoarece in liniile 8 si 9 celor
3 1010000 010 doud cuvinte eroare de pondere doi le corespund
4 1001000 001 corectorii din linia a saptea, respectiv a sasea, obtinuti
5 1000100 011 din cuvinte eroare de pondere unu, aceste cuvinte eroare
6 1000010 <« [[10] se elimind din tabel.
7 1000001 110 Numarul corectorilor distincti este egal cu
3 |+10600 o- 2M=23=8. Corectorul cuvantului receptionat se calculeaza
9 | 161606 ot U relatia:
10 | 100100 111 1
r 10
100o11| | [1]
[Z]=[H][v']" =| 010101 1 =| 0 | = [Z]" =[101]
001110 { LIJ
1]

Cuvantul eroare identificat din tabelul de decodare corespunde liniei a sasea.

Inseamni ¢4 s-a transmis cuvantul de cod
[vI=[v |®[E]=[101111]®[000010] = [101101].

In general, structura cuvintelor eroare care compun tabelul de decodare
determina structura erorilor ce pot fi corectate. In exemplul de mai sus se pot corecta
toate erorile singulare. Deoarece corectorul [Z]"=[111] poate rezulta si din alte cuvinte
eroare de pondere doi Tnseamna ca, dacd corectorul unui cuvant receptionat coincide
cu cel din linia a zecea, se va decide cd in cuvantul receptionat au aparut erori pe
pozitiile 1 si 4, desi cele doud erori pot aparea si pe alte pozitii.

Prin definitie, se numeste cod perfect codul care poate corecta toate
combinatiile de e erori sau mai putine, dar nici o combinatie de e+1 erori.

Conform definitiei, Tnseamnd cd, Tn cazul unui cod perfect, in tabelul de
decodare vor exista C) =1 cuvinte eroare de pondere zero, un numar de C, =n
cuvinte eroare de pondere unu, un numir de C? cuvinte eroare de pondere doi
s.a.m.d., un numar de C{ cuvinte eroare de pondere e, toate posedand corectori
distincti.
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Datorita acestei particularititi, marginea Hamming (relatia 4.73) devine o
conditie necesara si suficienta pentru codurile perfecte.

Péana in prezent se cunosc coduri perfecte corectoare de o eroare si codul Golay,
corector de 3 erori sau mai putine, in care lungimea cuvintelor de cod este n=23, iar
numarul simbolurilor de control este m=11, deoarece:

2" = CY), + Ci, + C4, + C3, (4.84)

4.9. Codor si decodor Hamming corector de o eroare

Fie k numarul simbolurilor informationale necesare transmiterii unei informatii.
Conform relatiei (4.76), numarul simbolurilor de control, m, ce trebuie addugate
in scopul corectiei unei erori, se determind din relatia:

2" >m+k+1 (4.85)
S-a demonstrat in § 4.6 ca pentru corectia unei erori matricea de control trebuie
astfel intocmitd, Incat toate coloanecle acesteia sa fie diferite de matricea nula,
[h;]#[0], i=1,n si, in plus, suma modulo 2 a oricaror doud coloane distincte sa fie,
de asemenea, diferita de matricea nula, adica [h;]®[h;]#[0], oricare ar fi

Lj=1Ln,i=j..

Pentru a satisface aceste cerinte, Hamming a propus intocmirea matricei de
control dupa urmatoarea regula: coloana [h;] sa fie reprezentarea binard a numarului i
pe m biti, cu bitul cel mai semnificativ in prima linie. Conform acestei reguli matricea
de control va avea forma:

lFooo...ﬂl
|

[H] =| (4.86)

011...1 J
101...1 ()

In scopul simplificarii implementirii codorului, tot Hamming a propus ca in
structura matriceald a cuvintelor de cod simbolurile de control sia fie plasate pe
pozitiile 20 21 22 2™! numiritoarea efectuandu-se de la stanga la dreapta. Cele k
simboluri de informatie vor ocupa locurile ramase libere, adica:

[V]=[c,c,i5¢, is0qi,¢40, ...1, ], (4.87)
unde prin ¢;e{0,1} s-au notat simbolurile de control, iar pin ixe{0,1} simbolurile
informationale.

Determinarea  simbolurilor de control, cunoscute fiind simbolurile

informationale, se efectueaza cu relatia (4.41), in care matricea de control [H] are
forma (4.86), iar cuvantul de cod structura (4.87), adica:
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e
¢,
i3
[000...1] c,
. i
T = 10] (4.88)
ce i,
011...1 || ¢,
1101...1
i, |

¢, =i, 0i;®...01, |

¢, =i,®i,®...0i, )

Ecuatia matriceald (4.88) este echivalentd cu urméatorul sistem de ecuatii:

Instalatia de la emisie, adicd codorul, care are misiunea de a calcula simbolurile
de control, cunoscute fiind simbolurile informationale, va fi formata dintr-un registru
care contine n circuite basculante bistabile In care se stocheaza simbolurile
informationale in pozitiile corespunzatoare din cuvantul de cod si o serie de sumatoare
modulo 2 care, conform sistemului de ecuatii (4.89), calculeaza simbolurile de control.
Simbolurile de control astfel calculate se stocheaza apoi in pozitiile in care acestea
intervin 1n cuvantul de cod.

Pentru fixarea ideilor, se presupune cd pentru transmiterea unei anumite
informatii sunt necesare k=4 simboluri. Pentru a intocmi instalatia de codare, se
calculeaza mai intai numarul necesar de simboluri de control cu relatia (4.85), adica:

2" >m+5 = m=3 = n=m+k =7

Cele trei simboluri de control, conform sistemului de ecuatii (4.89), se

calculeaza cu relatiile:
¢, =i;,Pi; Di,
¢, =i;Pi; Pi,
¢, =i;Pi; Di,

Codorul va avea atunci structura din figura 4.3.
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Fig.4.3 Codor Hamming (7,4).

Instalatia de la receptie, adica decodorul, se implementeaza conform relatiei
(4.42). Daca cuvantul receptionat este de forma:

[v']=[e;¢,izeisigiscgly .. i ], (4.90)
atunci, Inlocuind (4.86) si1 (4.90) in (4.42) si tinand cont de (4.43), rezulta:

z, =¢, @i, i.D...0i, |

s =€, ®1,01,0...01, |

2, ,=¢,®Pi;Pi,D...Di, J

4.91)

Pe de alta parte, se stie cad in cuvantul receptionat existd o singurd eroare,
caracterizata de cuvantul eroare:

[E]=[...q;...], (4.92)

unde a; =1, (V)i= 1,_n, restul elementelor fiind nule.

Notand cu [hy], [hy], ..., [hy] coloanele matricei definite cu relatia (4.86), rezulta
din (4.44) si (4.92) structura matriceala a corectorului:

Z,

z,

[Z]1=]  [=o4lh]=[h;] (4.93)

Z

Lz,

Deoarece coloana [h;] este reprezentarea binard a numarului 1 pe m biti, rezulta
ca pozitia erorii in cuvantul receptionat se deduce astfel:

- se calculeazd componentele corectorului cu relatia (4.42), sau, echivalent, cu
sistemul de ecuatii (4.91);

- se transcrie In zecimal numadrul binar corespunzdtor componentelor
corectorului, adica:

(zy2,...2,), = (i) (4.94)
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In felul acesta se precizeaza pozitia i a erorii. Decodorul Hamming, corector de
o eroare va fi format, deci, dintr-un registru cu n circuite basculante bistabile in care
va fi memorat cuvantul receptionat, o serie de sumatoare modulo 2 care, conform
sistemului de ecuatii (4.91), calculeazd componentele corectorului si un descifrator
care, conform relatiei (4.94), este un decodificator din binar in zecimal cu m intrari si
n iesiri.

Pentru fixarea ideilor, se presupune ca s-a receptionat cuvantul
[v']=[c,c,izc,isigi,]. Conform relatiei (4.91), se poate scrie, in acest caz particular,
sistemul de ecuatii:

2,=¢,@i; i, Di,
2,=¢,®i;,Di, @i,
2, =¢,0i,Pi;Di,

Schema bloc a decodorului este reprezentata in figura 4.4.

L
D&

il-lr ig | ik Cy i!i C

ra=

F
Descifrator - —

Fig.4.4. Decodor Hamming (7,4).

4.10. Codor si decodor Hamming corector de o eroare,
detector de erori duble

In scopul corectiei unei erori si a detectirii erorilor duble trebuie adaugat la cele
k simboluri informationale, pe langd simbolurile de control necesare corectiei unei
erori, un simbol suplimentar, numit de control al paritatii, prin care se decide daca in
cuvantul receptionat sunt doud erori sau o eroare.

Structura matriceald a cuvantului de cod in acest caz este de forma:

[V]=[eoc €, 05¢,i5040,¢40, . .0, ], (4.95)
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unde ¢, este simbolul suplimentar de control al paritatii, ales astfel incat sa respecte
relatia:
¢, D, P, Pi; P, Pi;D...PI, =0 (4.96)
Pentru ca simbolurile de control cy, c;, ¢4, ... sa fie calculate cu aceleasi relatii

ca in cazul codului Hamming corector de o eroare (rel.4.89) si sa aiba loc suplimentar
relatia (4.96), matricea de control trebuie sa aiba structura:

[Oh, h,...h, |
M=)
unde [h;], i=1,n, reprezintd coloanele matricei de control din cazul codului

Hamming corector de o eroare.
Fie

4.97)

[v']=[cpe;c,izeisigiscgy ...i ] (4.98)
cuvantul receptionat.
Calculand corectorul acestui cuvant cu relatia (4.42), in care [H] este data de
relatia (4.97), structura matriceala a corectorului va fi de forma:

T
1Z)" =[z,z,...2,27,], (4.99)
unde componentele corectorului z,, 7, ..., z, vor fi calculate cu aceleasi relatii ca in
cazul codului Hamming corector de o eroare (relatia 4.91), in timp ce
2,=¢, D¢, @, Di; P, Ri;D...Di, (4.100)

Comparand relatia (4.96) cu (4.100), rezulta ca, daca in cuvantul receptionat a
aparut un numar impar de erori, atunci zy=1, iar daca a aparut un numar par de erori,
atunci zo=0.

Daca pe canalul de transmisiuni pot sa apard cel mult doud erori, rezulta
urmatoare trei situatii:

a) Toate componentele corectorului sunt nule, adica:

Z0=2,=2,=...=2, =0, (4.101)

In acest caz se decide ci ceea ce s-a receptionat este corect.

b) Componenta z=1. In acest caz, in cuvantul receptionat a aparut o eroare a
carei pozitie se determind transcriind in zecimal numdrul binar format din
componentele corectorului z,, 7, ..., Zy, adica:

(242, ...2,), = (i) (4.102)
¢) Componenta z,=0, iar celelalte componente ale corectorului nu sunt toate
nule. In acest caz se decide ci in cuvantul receptionat sunt doua erori necorectabile,
caz in care se va cere retransmisia cuvantului respectiv.
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4.11. Definirea cuvintelor de cod in cazul codurilor ciclice
nesistematice si sistematice

In cazul codurilor ciclice binare, cuvintele de cod sunt exprimate prin
polinoame de grad n-1 sau mai mic, de forma:

v(x)=a,®ax®...0a, _x""', a, € {0,1},i=0,(n—-1) (4.103)

Din multimea polinoamelor de grad n-1 sau mai mic, se aleg drept cuvinte de
cod numai acelea care poseda urmatoarele trei proprietati:

1) Polinomul v(x) este divizibil la un polinom numit polinom generator al
codului ciclic, g(x), definit cu relatia:

gx)=g, ®g,x®D...0 g, x", g,=¢g,=1;

. Ty (4.104)
g €{01},i=1,(m-1),m<n-1
2) Lungimea cuvintelor de cod, n, trebuie sa satisfaca relatia:
n=2"-1, (4.105)

unde m este gradul polinomului generator al codului.

3) Polinomul generator al codului este un divizor al polinomului x" @ 1.

Se poate demonstra ca orice permutare ciclica a unui cuvant de cod determina
un nou cuvant de cod, de unde si denumirea acestor coduri.

Intr-adevar, fie v(x), dat de relatia (4.103), un cuvant de cod, adica un polinom
divizibil cu g(x), ceea ce se va scrie sub forma:

g(x)‘(ao Dax®d..Da, x" ") (4.106)
Daca relatia (4.106) este adevarata, atunci, evident, g(x) va divide si polinomul
x-v(x), adica:
g(x)‘(aox(-Balx2 ®...0a, x") (4.107)
Relatia (4.107) poate fi scrisa, echivalent, sub forma:

g(x)‘(aox(-B ax’®..®a,_x"®a,_ Da,,),

sau
gx)(a,, Da,xDa,x>D...0a, ,x")Da,  (x" O] (4.108)
Deoarece
g(X)|(x" D 1), (4.109)
rezulta:
g(x)‘(an_1 Da,xDax’*®...0a, _,x"") (4.110)

Din relatia (4.110) rezultd cd polinomul a, , @ a,x®ax*®...H a, ,x"',
care este prima permutare ciclicd a polinomului v(x), este, de asemenea, cuvant de
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cod. In mod similar se poate demonstra ci orice permutare ciclicd a unui cuvant de
cod determina un alt cuvant de cod.

Pentru intocmirea cuvintelor de cod in cazul codurilor ciclice se construieste
mai intai polinomul informational, ai carui coeficienti sunt simbolurile informationale
1g, 1, ..., .1 €{0,1}. Astfel, pentru transmiterea numarului zecimal N, simbolurile
informationale rezultd prin transcrierea binara a numarului N, adica:

(N) ;o = (i eeeipy), 4.111)
Polinomul informational va fi de forma:
ix)=i, ®i;,x®...®i,_x"*! (4.112)

In cazul codurilor ciclice nesistematice, cuvintele de cod se intocmesc dupa
relatia:

v(x) = g(x)-i(x) (4.113)

care, evident, va fi un polinom de grad n-1 sau mai mic, divizibil cu polinomul
generator al codului. Se reaminteste cd lungimea cuvintelor de cod se determind cu
relatia:

n=m+Kk 4.114)

In cazul codurilor ciclice sistematice cu simbolurile informationale plasate
grupat la sfarsitul cuvintelor de cod se procedeaza astfel:

a) se retine restul divizarii polinomului x™i(x) la g(x), adica, daca se noteaza
acest rest cu r(x), se poate scrie:

x™ -i(x) = q(x)g(x) D r(x) (4.115)
unde q(x) este catul divizarii.
b) cuvantul de cod se Intocmeste dupa relatia:

v(x) =r(x) ®x™ -i(x) (4.116)
Se poate ardta usor cd polinomul v(x) dat de relatia (4.116) este divizibil la
polinomul generator al codului, g(x), adica satisface definitia cuvintelor de cod din

cazul codurilor ciclice.
Intr-adevar, Inlocuind (4.115) in relatia (4.116), rezulta:

v(x) = 1(x) ® q(x)g(x) @ r(x)
rx)@r(x)=0
ceea ce trebuia demonstrat.

Mai mult, deoarece restul r(x) este un polinom de grad maxim m-1, iar
polinomul x™i(x) are gradul minim egal cu m, rezultd ca restul r(x) nu va afecta
simbolurile informationale, caracterizate de polinomul i(x).

Pentru fixarea ideilor, fie numarul N=9. Daca polinomul generator al codului
este g(x) = 1@ x® x’, atunci cuvantul de cod ciclic nesistematic se determind dupa

} = v(x) = q(x) - g(x) 4.117)
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cum urmeaza: se transcrie In binar numadarul zecimal 9, rezultind astfel polinomul
informational, adici: (9)10=(1 0 0 1) = i(x) = 1 @ x’. Conform relatiei (4.113),

ig 11 1p 13
cuvantul de cod va fi de forma: v(x) = i(x)-g(x) = (1®x°)(1Dx®x’) = 1O’ BxDx*D
®x’®x® = 1®&x®x'®x°. Grupand coeficientii acestui polinom intr-o matrice linie,
rezulta:

[vI=I ]

4 56

«—o
“——
«—o
“—

1 1 0
il
0 1 3

X X X X

[\
>
>
>

Cuvantul de cod ciclic sistematic se formeazd conform relatiei (4.116), adica:
x™i(x) = X(10x°)=x"®x°. x°@®x’ = (X*+x)(x’PxP1) @ (x*®x), unde x’®x este cétul
divizarii, iar restul r(x) = x’®x. Rezultd atunci v(x) = r(x) ® x"i(x) = x®x*®x’®x°.
Sub forma matriceala, cuvantul de cod este [v] = [0111001]. Primele trei simboluri
sunt simbolurile de control, in timp ce ultimele 4 sunt informationale, obtindndu-se
intr-adevar un cod sistematic, cu simbolurile informationale plasate grupat la sfarsitul
cuvantului de cod.

Fie

v(x)=a,®a,x®...®a, x"', (4.118)
cuvantul receptionat.

La receptie, decodorul realizeazi divizarea polinomului v (x) la acelasi polinom
generator al codului, g(x). Dacd in urma divizarii rezultd un rest nul, se decide ca s-a
receptionat un cuvant corect. Dacd in urma divizarii rezulta un rest diferit de zero, se
realizeaza operatia de detectie a erorilor, adicd se decide cd in cuvantul receptionat
sunt erori. Mai mult, dacd din structura restului se pot localiza pozitiile erorilor, se
realizeaza operatia de corectie a acestora.

In cazul codurilor ciclice atat la emisie, cat si la receptie, trebuie s se realizeze
operatii de multiplicare si/sau divizare a polinoamelor cu coeficienti in multimea

(0,1}

4.12. Definirea functiei de transfer a circuitelor de multiplicare,
sau divizare a polinoamelor cu coeficienti in multimea {0,1}

Circuitele de multiplicare, sau divizare a polinoamelor cu coeficienti in
multimea {0,1}, sunt circuite electronice secventiale liniare cu o intrare §i o iesire.

In cazul circuitelor secventiale cu o intrare si o iesire, starea iesirii la un
moment dat depinde atat de starea intrarii, cat si de starea circuitului din acel moment.

Circuitele secventiale folosite in calitate de circuite de multiplicare sau divizare
a polinoamelor cu coeficienti In multimea {0,1} functioneaza de obicei sincron, adica
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aplicarea intrarii, schimbarea starii circuitului, precum si furnizarea iesirii se
realizeaza la momente discrete de timp, de obicei echidistante, cu ajutorul impulsurilor
de tact. Circuitele secventiale utilizate ca circuite de multiplicare sau divizare in cazul
codurilor ciclice binare sunt liniare.

Circuitele secventiale se numesc /iniare, daca starea iesirii la un moment dat
este 0 combinatie liniard a starilor intrarii. Deoarece suma modulo 2 este o operatie
liniard, in cazul circuitelor secventiale liniare folosite in calitate de circuite de
multiplicare sau divizare, prin combinatii liniare, se va intelege realizarea de sume
modulo 2.

Pentru intocmirea circuitelor de multiplicare sau divizare a polinoamelor cu
coeficienti in multimea {0,1} se folosesc trei elemente de baza:

1) Circuite basculante bistabile, numite si celule binare;

2) Sumatoare modulo 2;

3) Multiplicatoare cu constantele 0 sau 1.

Cele trei elemente de baza vor fi reprezentate in circuitele de multiplicare sau
divizare, asa cum sunt indicate in figura 4.5.

X, ) o k=1 B
X ¥ ¥- Il@xz k _
+ ¥ xB = k=10
Ax XB
a) & b) )

Fig. 4.5. Reprezentarea elementelor de baza din circuitele de multiplicare sau divizare

in figura 4.5,a, s-a reprezentat un circuit basculant bistabil, fara a se mai indica
intrarea de tact. La aplicarea tactului, celula binard va trece in starea corespunzatoare
starii intrarii, in timp ce la iesire se va furniza starea precedenti. In scopul evidentierii
intarzierii de un tact realizate de o celuld binara, se considera un circuit basculant
bistabil de tip D (de exemplu, CDB - 474E), insotit de formele de unda ale tactului,
intrarii si iesirii, asa cum este reprezentat in figura 4.6.

T
t
—D Q[ bl . : i : L

474 _ .

Ql— | |

1 Q : : I l
T t

a) b)

Fig.4.6. C.B.B. de tip D, a), si formele de unda b).
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In figura 4.5b s-a reprezentat un sumator modulo 2, iar in fig.4.5,c un
multiplicator cu constanta k, ce poate lua numai doud valori. In cazul in care k=1,
existd legatura galvanica intre punctele A si B, in timp ce, atunci cand k=0, legatura
dintre aceste puncte este intrerupta.

Se face conventia ca aplicarea polinomului la intrarea circuitelor de multiplicare

sau divizare sd se efectueze in ordinea descrescatoare a puterilor lui x. Aceasta
inseamna cd daca la intrarea unui astfel de circuit se aplica polinomul:
P(x)=a,®ax®...0a, _x""'®a x", (4.119)

atunci, la primul tact, la intrarea circuitului se aplica simbolul a,€{0,1}, la al doilea
tact simbolul a,.; € {0,1} s.a.m.d., la tactul n+1 aplicandu-se simbolul a,€{0,1}.

Analiza circuitelor de multiplicare sau divizare a polinoamelor cu coeficienti in
multimea {0,1} se face comod, daca se introduce operatorul de intdrziere D, care
specifica intarzierea de un tact.

Produsul D'a; semnifica intarzierea simbolului binar ay cu i tacte.

Utilizand operatorul de intarziere D, secventa de intrare corespunzatoare
polinomului P(x) se poate scrie sub forma:

P(D)=a,®Da,, ®...&D"'a, ®D"a , (4.120)
sau, echivalent:
P(D)=D"(a,®a, D' ®...®a, D" V®da,D™") @.121)

Comparand relatia (4.119) cu (4.121), se poate scrie echivalenta:

D =x! (4.122)

Datoritd acestei echivalente se poate inlocui un polinom in variabila D™ printr-
un polinom 1n variabila x.

In general, functia oricarui circuit liniar, invariant in timp este definita prin
functia sa de transfer. In cazul particular al circuitelor de multiplicare sau divizare a
polinoamelor cu coeficienti in multimea {0,1}, realizate prin circuite secventiale
liniare, “functia de transfer” a acestora se defineste ca raportul dintre secventa de
iesire, Y, si secventa de la intrare, X, ambele exprimate prin operatorul de intarziere
D.

Functia de transfer a circuitelor de multiplicare sau divizare poate fi
determinatd usor, daca acestor circuite li se ataseaza un graf si, apoi, cu ajutorul
formulei lui Mason, se determind transmitanta grafului, T, care va reprezenta functia
de transfer a circuitului.

Graful atasat unui circuit de multiplicare sau divizare a polinoamelor cu
coeficienti in multimea {0,1} se construieste dupa urmatoarele trei reguli:

1) Fiecarei celule binare din circuit 11 va corespunde in graf o ramura orientata,
inzestratd cu transmitanta egald cu D, punandu-se astfel in evidentd intarzierea de un
tact, realizata de celula binara;
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2) Fiecarui sumator modulo 2 din circuit i va corespunde in graf un nod;

3) Multiplicatorului cu constanta ke {0,1} 1i va corespunde in graf o ramura de
transmitanta zero, daca k=0, si o ramura de transmitanta 1, daca k=1.

Notand cu Cy, C,, ..., C, transmitantele cailor din graful atasat si cu L, Ly, ..., L;
transmitantele buclelor, transmitanta grafului se deduce cu formula lui Mason:

(€, ©C,®..0C,)1OL)IOL,)...ADL, )

T= [(1®L,)1®L,)...A® L)

(4.123)

o | =<

Asteriscurile de la numaratorul s1 numitorul relatiei (4.123) specifica faptul ca
trebuie eliminati termenii care contin bucle adiacente, precum s§i termenii
corespunzatori adiacentelor dintre cai si bucle.
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4.13. Circuite de multiplicare a polinoamelor cu coeficienti in
multimea {0,1}

Fie g(x) dat de relatia (4.104) polinomul dupa care se intocmesc circuitele de
multiplicare. Aceste circuite se pot Intocmi in doud variante:

a) cu sumatoarele modulo 2 intercalate intre celulele binare;

b) cu sumatoarele modulo 2 plasate in afara celulelor binare.

Se va ardta ca circuitul reprezentat in figura 4.7 este un circuit de multiplicare,
intocmit dupd polinomul g(x), cu sumatoarele modulo 2 intercalate intre celulele
binare.

X

. .
L Ll

1rgﬂ:1 gl gm'l Il‘l=1
™ B, --- Bm Y

Fig.4.7. Circuit de multiplicare cu sumatoarele modulo 2 intercalate intre celulele binare.

X

1rgﬂ:1 {gl _jgm-l {gm:l
—- - - =Y
D

D D D
Fig.4.8. Graful atasat circuitului de multiplicare din fig.4.7.

k J

k J

In figura 4.7, prin B;, i=1,m, s-au notat celulele binare. Graful ~atasat acestui
circuit este reprezentat n figura 4.8. Din graf se constata inexistenta buclelor, deci:

L, =L,=.=L =0 (4.124)

si existenta cailor de transmitante:

——————— [ (4.125)

Tinand cont de relatiile (4.124) s1 (4.125), relatia generald (4.123) devine:

Y
T=53=C8C8..8C,, =

=g ®g,_DD..Pg D" 'Pg,D" = (4.126)
=D"(g,®g,D"'®...8g,, D™ V"Bg D™)

Avand 1n vedere (4.121) si (4.122), relatia (4.126) se poate scrie, echivalent,
sub forma:
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Y
=x= D" -g(x) © Y=D"g(x)X (4.127)

Relatia (4.127) demonstreaza ca circuitul propus in figura 4.7 realizeaza
multiplicarea polinomului de la intrare, reprezentat prin secventa X cu polinomul g(x),
dupa care s-a intocmit circuitul. Factorul D™ din aceasta relatie specifica faptul ca
multiplicarea este realizata cu o Intarziere de m tacte.

Se va arata in continuare ca circuitul reprezentat in figura 4.9 este un circuit de
multiplicare, cu sumatoarele modulo 2 plasate Tnafara celulelor binare.

X

: En

Fig.4.9. Circuit de multiplicare cu sumatoarele modulo 2 plasate inafara celulelor binare.

X D D D D
1”_g]'“_:]- gm_l g]. g[I:l
o — === i =Y

Fig.4.10. Graful atasat circuitului de multiplicare din figura 4.9.

Graful atasat acestui circuit este reprezentat in figura 4.10. Din acest graf se
constata inexistenta buclelor si existenta acelorasi cai ca in cazul circuitului din figura
4.7, fiind deci adevarata si in acest caz relatia (4.127).

In ambele circuite de multiplicare analizate se observa necesitatea utilizarii unui
numar de celule binare egal cu gradul polinomului g(x). Deoarece multiplicarea se
realizeaza cu o intarziere de m tacte, rezulta ca, daca la intrare se aplica un polinom de
grad n, atunci multiplicarea se va efectua dupa ntm+1 tacte, deoarece sunt necesare
n+1 tacte pentru aplicarea la intrare a celor n+1 coeficienti binari ai polinomului de la
intrare si m tacte datorate intarzierii realizate de circuit.

In ultimele m tacte, la intrarea circuitelor se va aplica “0” logic. Inaintea
primului tact, intrarea si toate celulele binare se reseteaza.

Pentru fixarea ideilor, fie polinomul de la intrare P(x)=1®x’®x"* si polinomul
generator g(x)=1®x®x’. Circuitul de multiplicare intocmit dupd acest polinom, cu
sumatoarele modulo 2 plasate Tnafara celulelor binare, este reprezentat in fig.4.11.

P(x)
.

~ B B, By

23=1 gy

k 3

w{+)

Fig.4.11. Circuitul de multiplicare intocmit dupa polinomul g(x)= 1®x®x’, cu sumatoarele modulo 2 plasate in afara
celulelor binare.
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Tact | X B, |B, |Bs |Y Functionarea circuitului este
0. 0. 10. |0. sintetizata in tabelul alaturat. Conform
1 5 1.10. 0. 0. |1 X coventiei, polinomul se aplica la intrarea
2 251.11. lo. lo. |1 x® circuitului in ordinea descrescatoare a
3 250 11. 1. 0. [1. x° puterilor lui x. Deoarece polinomul de la
4 <5010 1L 11 o ¥ intrare are gradul n=.4, .iar g(x) are gradul
5 951 10 1o 11 [0 < m=3, rezultd cd multiplicarea se va efectua
—— : ' >— dupd ntm+1 = 4+3+1 = § tacte. In ultimele

6 0. [1. 10. 10. 10 X m=3 tacte, la intrare se aplici zerouri.
7 0. 10. |1. 10. |1 XO Din  circuitul de  multiplicare
8 0. 10. 10. |1 I x reprezentat in figura 4.11 rezultd cid la

aplicarea tactului celula binara B; va trece in starea anterioara intrarii X, celula binara
B, va trece in starea anterioara a lui By, celula binara B va trece in starea anterioara a
lui B,, iar iesirea se va obtine sumand modulo 2 starile curente ale intrarii si ale
celulelor binare B, si Bs.

Initial, intrarea si celulele binare sunt resetate, fapt marcat de prima linie a
tabelului. Polinomul produs rezultant este x’®x°®x’®x®1, fapt care poate fi verificat
prin multiplicarea polinoamelor P(x) =1®x’®x" si g(x) = 1®x®x’.

Intr-adevir,

PGO-£(0) = (19x°0x) (19xx) = 1) / ‘/ @i@%“@ﬁ SOx‘Dx =
= 1®x®x’®x°® x’, deoare n area m dulo 2 a unui numar par de

termeni identici, rezultatul este nul, iar prin sumarea modulo 2 a unui numar impar de
termeni identici, va rezulta un singur termen.

4.14 Circuite de divizare a polinoamelor cu coeficienti in
multimea {0,1}

Circuitele de divizare a polinoamelor cu coeficienti In multimea {0,1}, se pot
realiza, ca si circuitele de multiplicare, In doua variante si anume: a) cu sumatoarele
modulo 2 intercalate intre celulele binare; b) cu sumatoarele modulo 2 plasate Tnafara
celulelor binare.

Se va arata ca circuitul reprezentat in figura 4.12 este un circuit de divizare,
intocmit dupd polinomul g(x), cu sumatoarele modulo 2 intercalate intre celulele

binare.
o o o Y
g=1 g 2 ng=1
.S B; --- i Bm

Fig.4.12. Circuit de divizare cu sumatoarele modulo 2 intercalate intre celulele binare.
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g-1 g 8., --Eo]tm=x. (gt
0 1 T P m X
X { { Z{ "‘“h:—iC——f;)“}
D D

. - - .
Ll Lind

D D
Fig.4.13. Graful atagat circuitului de divizare din fig.4.12.

d'ﬁr’

Graful atasat acestui circuit este reprezentat in figura 4.13. Din graf se constata
existenta unei singure cdi, de transmitanta:

C,=D" 4.127)

L, =g, D (buclafigurata culinie continua)

L, =g, , D? (buclafigurata culinie intrerupta)
——————— [ (4.128)
L,,=gD""

m—1
L, =g, D" =D" )

si buclele cu transmitantele:
Deoarece calea C; este adiacenta cu toate buclele si toate buclele sunt adiacente

Y_ G
X 16L,0L,9...6L,_ &L,

T= (4.129)
intre elAe, relatia generald (4.123) devine:
Inlocuind (4.127) si (4.128) in relatia (4.129), rezulta:
Y D™

T = Y- 2 m-1 m

X 1&g, ,D&g, ,D°®D...&6g, D" +g,D
D" (g, ®g,D'®...dg, D ™VOD™)

Tinand cont de (4.122), relatia (4.130) devine:

Y 1 v X

X T T T

Relatia (4.131) demonstreazd cd circuitul propus in figura 4.12 realizeaza
divizarea polinomului de la intrare, reprezentat prin secventa X, prin polinomul g(x),
dupa care s-a intocmit circuitul. Divizarea are loc fara nici o intarziere. Astfel, daca
polinomul de la intrare are gradul n, divizarea va avea loc dupa un numar de tacte egal
cu numadrul coeficientilor polinomului de la intrare, adicd n+1 tacte. Pentru aflarea
restului divizarii mai este necesar un tact, deci un total de nt+2 tacte. Coeficientul
termenului x™! al restului va fi stocat in celula binard B,,, coeficientul termenului x™>
in B,.1 s.a.m.d., coeficientul lui x" in celula binari B. Evident, daca in urma divizarii
rezultd un rest nul, toate celulele binare vor trece in starea “0” logic.

(4.130)

T (4.131)
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Initial, intrarea si toate celulele binare se aduc in starea “0” logic si, conform
conventiei, polinomul de la intrare se aplicd in ordinea descrescatoare a puterilor lui x.

Pentru fixarea ideilor, se presupune ca la intrarea unui circuit de divizare cu
sumatoarele modulo 2 plasate intre celulele binare, intocmit dupd polinomul
g(x)=1®x®x> se aplici polinomul P(x)= 1®x’®x° Circuitul de divizare este
reprezentat in figura 4.14.

ok .
- L

g1 ey
X B
P(x) -

Fig.4.14. Circuit de divizare intocmit dupa polinomul g(x)=1®x®x’.

. §

£

Bz fe

Bj

Tact | X B, |B, [B; |Y Functionarea circuitului este
0 0 (0 |O sintetizatd in tabelul aldturat. Deoarece
1 x> 1.10. 10. 0. |0 polinomul de la intrare are gradul n=6, catul
2 Ss1.11. 1o, 0. |o divizdrii se va obtine in primele n+1=6+1=7
3 SSolt 1. To To tacte, res.tul ﬁinq obtinut l.a .tactul 8.
4 ©50.]0. |L [L |1 © Din circuitul de filVl?are repre;entat
5 20l 1L 11 [1 & @ ﬁgl_lra 4.14 _reztllta ca, la aAlphcarea
T tactului, celula binara B; va trece in starea
6 XO_) 0. 1. 10 J1. |1 XO corespunzdtoare sumei modulo 2 a starilor
7 x—>1. 1. 0. 0. |0 x precedente ale intrarii si celulei Bs, celula
8 1 110 binara B, va trece in starea corespunzatoare

sumei modulo 2 a starilor precedente ale celulelor binare B; si Bs, celula binara B va
trece 1n starea precedenta a celulei binare B,, iar iesirea Y va fi identica cu starea lui
B;. Conform tabelului, rezultd catul q(x) = x’®x*®x si restul r(x) = x®1, fapt ce poate
fi verificat prin impartirea polinomului de la intrare la polinomul g(x), dupa care s-a
intocmit circuitul.

Se va arata in continuare ca circuitul reprezentat in figura 4.15 este un circuit de
divizare intocmit dupd polinomul g(x), dar cu sumatoarele modulo 2 plasate in afara
celulelor binare.

Bl o w— B> Rl Bm »Y
m=1 gm—l gm-z rg“:1
X
-+ —{t)}— + --
Fig.4.15. Circuit de divizare cu sumatoarele modulo 2 plasate inafara celulelor binare.
T - - - -
X ———a— _d:# —e— - - —s—a o

Fig.4.16. Graful atagat circuitului de divizare din fig.4.15.

165



Graful atasat acestui circuit este reprezentat in figura 4.16. Din acest graf se
constatda o singurd cale de transmitantd calculatd cu relatia (4.127) si buclele cu
transmitantele calculate cu relatia (4.128). Deoarece, si in acest caz, singura cale C,
este adiacentd cu toate buclele si toate buclele sunt adiacente intre ele, rezulta ca si
pentru acest circuit sunt adevarate relatiile (4.129) si (4.131), deci si acest circuit
realizeazd operatia de divizare. Spre deosebire de circuitul de divizare cu sumatoarele
modulo 2 intercalate intre celulele binare, in acest caz, daca exista rest diferit de zero,
acesta este stocat in celulele By, B,, ..., By, Intr-o forma modificata. Ambele variante
de circuite de divizare contin un numar de celule binare egal cu gradul polinomului
dupa care sunt intocmite.

4.15. Registre de deplasare cu reactie (R.D.R.) utilizate in
codarea si decodarea codurilor ciclice

Un registru de deplasare cu reactie se obtine dintr-un circuit de divizare prin
suprimarea intrarii. Rezulta atunci ca un R.D.R. este un circuit secvential liniar care
poate functiona autonom, adica fara date aplicate din exterior.

Astfel, suprimand intrarea X din circuitul de divizare din figura 4.15, se obtine
R.D.R-ul reprezentat in figura 4.17.

B, br— B
12 =1 J\gm-l
\.t, ol
F

h 3

F. §

ig.4.17. Registru de deplasare cu reactie.

Multimea starilor celulelor la un moment dat defineste starea registrului din
acel moment.

Fie s,€{0,1} starea celulei binare By, s,€ {0,1} starea celulei binare B, s.a.m.d.,
sm€ {0,1} starea celulei binare B, toate la un anumit moment de timp. Aceasta stare a
R.D.R-ului se noteaza, de obicei matriceal, sub forma:

[S]=]..... 4.132)

Considerand starea R.D.R-ului datd de relatia (4.132), dupa aplicarea primului
tact starile celulelor binare devin s; € {0,1}, s, € {0,1},..., s < {0,1}.
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Notand noua stare cu [S ], se poate scrie:

Sm
St
S']1=]....... , (4.133)
S5
sy
Conform circuitului din figura 4.17, rezulta:
)
S = S
St = Sm_2
______ > (4.134)
S, =8,
$;=8,5,Pgs,,P...Dg,_,5,)

Sistemul de ecuatii (4.134) poate fi scris compact sub forma matriceala, astfel:

[S']=[TI[S], (4.135)
unde:
(010...0 |
001...0
Tl=-—————- (4.136)
000...1
L8081 82+ 8m-1

Matricea [T], definitd cu relatia (4.136), este cunoscutd sub denumirea de
matricea conexiunilor R.D.R-ului.

Din relatia (4.135) se constatd cd, pentru ca o anumitd stare [S] sd provina
dintr-o stare unica [S], trebuie ca matricea conexiunilor [T] sa fie nesingulara, adica sa
admitd inversa. (numai Tn acest caz se poate determina starea [S] din relatia (4.135)).
Pe de alta parte, din (4.136) se deduce usor ca matricea conexiunilor este nesingulara,
dacd gop=1. Pentru existenta reactiei este necesar, de asemenea, ca g,=1. Aceasta este
ratiunea pentru care in circuitele de divizare, deci implicit si in cazul registrelor de
deplasare cu reactie, s-a impus conditia go=g,=1.

Daca se noteazad cu [S(0)] si [S(1)] starea initiala, respectiv starea dupd primul
tact a R.D.R-ului, conform relatiei generale (4.135), se poate scrie:

[S(D)] = [T][S(0)] (4.137)

Notand cu [S(2)], [S(3)], ..., [S(i)] starile R.D.R-ului la tactele doi, trei,
respectiv 1, se pot scrie relatiile:
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[S(2)]=[TIIS(D] = [TI*[S(0)] (4.138)

[S(3)] = [TF[S(0)] (4.139)

[S(D)] = [TI'[S(0)] (4.140)
Deoarece R.D.R.-ul este format dintr-un numar finit de celule binare, numarul
starilor distincte ale acestuia va fi, de asemenea, finit. Daca [S(0)] # [0] este starea
initiald, fie n numarul de tacte dupa care se revine in starea initiala.
Tinandu-se cont de relatia generala (4.140), se poate scrie in acest caz:

[S(n)] = [T]"[S(0)] = [S(0)], (4.141)
sau, echivalent:

([, 1®1T1"]iS(0)] = [0], (@142
unde [I,] este matricea unitate de ordinul m.

Deoarece starea initiald [S(0)] este oarecare si diferita de starea cu toate celulele
binare in “0” logic, rezulta ca relatia (4.142) va fi satisfacuta, daca:

[T]" =[1,] (4.143)

Numarul de tacte n pentru care este adevarata relatia (4.141) sau, echivalent,
(4.143) defineste perioada R.D.R.-ului.

Pentru a stabili perioada maxima a unui R.D.R., se tine cont cd acesta contine
m celule binare. Deoarece fiecare celuld binard se poate afla in doua stari (“0” logic
sau “1” logic), rezultd un numar de stari distincte posibile, egal cu 2™. Eliminand
starea cu toate celulele binare in “0” logic, rezulta ca perioada maxima a unui R.D.R.
intocmit dupa un polinom g(x) de grad m este:

N, =2" -1 (4.144)

Polinoamele g(x) care conduc la perioada maxima a R.D.R.-ului se numesc
polinoame primitive. Se poate demonstra ca polinoamele primitive sunt ireductibile si
divid polinomul x"®1 pentru n>2"-1. Se poate, de asemenea, demonstra ci pentru
fiecare grad exista cel putin un polinom primitiv. In literatura de specialitate sunt
listate polinoame primitive pana la grade suficient de mari.

Pentru fixarea ideilor, se presupun doud polinoame: g;(x)=1®x®x*®x’ si
2 (x)=1®x®x>. Registrele de deplasare intocmite dupd aceste polinoame sunt
reprezentate in fig.4.18, a, b.
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[l) b}

il

F. |
F. 5

o

Fig.4.18. Registru de deplasare intocmit dupd polinomul g;(x)=1®x®x’®x>, a) si dupa polinomul
2,(x)=10x®x°, b).
Pentru determinarea perioadei acestor registre de deplasare, se pleaca dintr-o
stare initialda diferitd de zero si apoi se Intocmesc tabele cu evolutia starilor celulelor
binare, asa cum este aratat in continuare.

Tabel cu evolutia starilor registrului intocmit dupa polinomul g;(x)=1®x®x*®x’

Tact

»—oo»—»—w

olo|—|~|o|w
(3]

o|l—=|—|olo|w
(98]

N[ [(W ([N —

Tabel cu evolutia starilor registrului intocmit dupa polinomul g(x)=1Dx®x’

—
oo
(e}
=

b—‘oOD—‘b—‘P—‘OD—‘w

oo»—»—»—o»—ow
[\

o|l=|—=|—|lo~|lo|lo|w
0%

R[N [N|Nn | [N |[—

Se constata ca registrul de deplasare cu reactie intocmit dupa polinomul g;(x)
are perioada n=4, in timp ce cel intocmit dupa polinomul g»(x) are perioada N,y = 2°-
1 =7, deci polinomul g,(x) este primitiv.

Se poate demonstra ca perioade R.D.R.-ului intocmit dupd un polinom primitiv
are totdeauna valoarea maxima, indiferent de starea initiald, in timp ce, In cazul
polinoamelor neprimitive, perioada R.D.R.-ului depinde de starea initiald si nu este
niciodatd maxima. Citeva polinoame primitive: pentru gradul doi x*®x®1, pentru
gradul 3 sunt doud polinoame primitive x’®x®1 si x’®x’*@®1, pentru gradul 4 sunt de
asemenea doud polinoame primitive, si anume x*®x®1 si x*®x’®1 s.a.m.d.
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4.16. Codor ciclic, corector de o eroare, realizat cu registre de
deplasare cu reactie

Fie k numarul simbolurilor informationale necesare transmiterii unei anumite
informatii. In scopul corectiei unei erori, la cele k simboluri informationale trebuie
addugate m simboluri de control calculate cu relatia:

2" >m+k+1 (4.145)

Se reaminteste ca in relatia (4.145) se alege numarul intreg pozitiv m, cel mai
mic, care o satisface.
Se alege un polinom primitiv de grad m. Fie acesta de forma:

gx)=g,0gxD...0g, x", g, =8, =15
g € {0,1}3 i= 19 (m_l)

Codorul ciclic, corector de o eroare, realizat cu R.D.R., intocmit dupa polinomul g(x),
este reprezentat in figura 4.19.

(4.146)

Bl =-= Bm

intrare

= iesire

Fig.4.19. Codor ciclic, corector de o eroare, realizat cu R.D.R.

Initial, comutatorul C este pe pozitia I si toate celulele binare se reseteaza. In
acest caz, evident, circuitul functioneaza ca un circuit de divizare cu sumatoarele
modulo 2 plasate inafara celulelor binare.

Fie

vx)=a,®a,x®...Qa,, x"“"'®a, x"*d
®...0a, x"!

un cuvant de cod ciclic sistematic, cu (ag, ay, ..., ayx1) € {0,1} simboluri de control si
(anks ---» an-1) € {0,1} simbolurile informationale cunoscute.

Deoarece v(x) este cuvant de cod, el este divizibil la polinomul generator al
codului, g(x). Evolutia starilor R.D.R.-ului la aplicarea la intrare a cuvantului de cod
v(x) poate fi descrisd comod, daca se foloseste matricea conexiunilor R.D.R.-ului,
definitd cu relatia (4.136) si se introduce matricea:

(4.147)
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0> B,
0> B,

[Ul=|. (4.148)

0—-> B,
1> B,
care marcheazd faptul ca toate celulele binare sunt in starea “0” logic, cu exceptia
celulei B, care se afla in starea “1” logic.

Conform conventiei, polinomul v(x) se aplica la intrarea circuitului in ordinea
descrescatoare a puterilor lui x. Astfel, la primul tact starea R.D.R.-ului devine:

(0> B,
0> B,

[S(M)]=a,,[U]=|. (4.149)

0—> B,
la, , > B,

La tactul al doilea, starea R.D.R.-ului se calculeaza cu relatia:

S =I[TIISM)]Da,_,[U], (4.150)
sau, daca se tine cont de (4.149), se poate scrie, echivalent, relatia:
[S(2)]=a,,[T][U]Da,,[U], (4.151)
La tactul al treilea, starea R.D.R.-ului se deduce cu relatia:
[SB)]=[TIIS(2)|Da, ;[U], (4.152)

sau, daca se tine cont de (4.151), se poate scrie, echivalent:
[S3)]=2a,,[TF[U]®a,,[TI[U]®a,_;[U]
Rationand in mod analog, se poate scrie ca la tactul n starea R.D.R.-ului devine:
[S(n)]=a,_,[T"'[U]®a,,[T]"*[U]®
@...®a,[T][U]Da,[U]

Deoarece polinomul v(x) este divizibil la g(x), starea [S(n)] trebuie sa

(4.153)

a,[T]"'[U]®a,,[T]"?[U]®
®...® a,[T][U]®a,[U]=[0]

corespunda situatiei cand toate celulele binare se afld in starea “0” logic, adica:

(4.154)
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Se fac notatiile:
[U,TU,...T""U]not[H] (4.155)

[a,a,...a,  ]|not[v] (4.156)

Cu notatiile (4.155) si (4.156) relatia (4.154) se poate scrie sub forma:

[H][v]" =1[0] (4.157)

Deoarece relatia (4.157) este identicd cu relatia (4.23), matricea [H] definita cu
relatia (4.155) se va numi matricea de control a codurilor ciclice sistematice
corectoare de o eroare.

Trebuie subliniat faptul ca relatia (4.157), dupa care se implementeaza de fapt
codorul, este adevarata pentru toate codurile bloc liniare. Diferenta consta in structura
matricei de control, care difera de la un cod la altul. Asa, de exemplu, in cazul codului
Hamming corector de o eroare, matricea de control este datd de (4.86), in cazul
codului Hamming corector de o eroare, detector de erori duble, de relatia (4.97), iar in
cazul codurilor ciclice corectoare de o eroare, de relatia (4.155).

Tinand cont de analiza de mai sus, functionarea codorului ciclic, corector de o
eroare, realizat cu R.D.R., este urmatoarea:

In primele k tacte se aplicd la intrarea circuitului simbolurile informationale
cunoscute care, pe de o parte rezulta direct la iesire, iar pe de alta parte sunt introduse
in R.D.R. prin intrarea notatd cu A. Cand ultimul simbol informational este introdus in
R.D.R., comutatorul C este trecut pe pozitia II. In acest caz, intririle A si B ale
sumatorului modulo 2 devin identice (fie “0” logic, fie “1” logic), astfel incat la tactul
k+1 la iesire va rezulta simbolul de control a,_, 1ar celula binara B, va trece in starea
“0” logic. La tactul k+2 la iesire va rezulta cel de al doilea simbol de control, a,.,, 1ar
celulele binare By si B, vor trece in starea “0” logic. Rationand in mod analog,
inseamna ca la tactul k+m=n la iesire va rezulta ultimul simbol de control, a,, in timp
ce toate celulele binare din R.D.R. vor fi in starea “0” logic, respectandu-se astfel
relatia (4.154) sau, echivalent, relatia (4.157).

Cuvantul de cod astfel rezultat s-ar putea sd aibd o lungime n, care nu satisface
relatia (4.105). Pentru satisfacerea acestei relatii se pot adauga zerouri la sfarsitul
cuvantului de cod pani cand aceastd relatie este satisficutd. In felul acesta, orice
permutare ciclicd a unui cuvant de cod determind un nou cuvant de cod. Deoarece la
emisie aceastd conditie nu este restrictivd, se poate transmite cuvantul de cod rezultat
la iesirea codorului chiar dacd relatia (4.105) nu este indeplinitd. La receptie insa,
lungimea cuvintelor trebuie sd satisfaca aceasta relatie, motiv pentru care, la sfarsitul
cuvantului vor fi addugate atatea zerouri, pana cand relatia este satisfacuta.

Pentru fixarea ideilor, se presupune ca se doreste transmiterea numarului N=5
pe un canal pe care poate sd apard o eroare, utilizand un cod ciclic, corector de o
eroare, realizat cu R.D.R. Numarul simbolurilor informationale se determina cu relatia
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2%>5, rezultdnd k=3. Cele trei simboluri informationale rezulti prin transcrierea binara
a numarului 5, adicd (5);p = (101),. Numarul simbolurilor de control necesare se
determina din relatia 2™>m+3+1, rezultind m=3. Se alege polinomul primitiv
g(x)=1®x®x’. Codorul ciclic este reprezentat in figura 4.20.

w

By B, B;

101

intrare] I

ol

F. §
F. §

&

= iesire

Fig.4.20. Codor ciclic corector de o eroare, intocmit dupa polinomul 1Dx®x”.

Functionarea codorului din figura 4.20 poate fi sintetizata intr-un tabel in care
se vor pune in evidentd evolutia starilor celulelor binare si a iesirii, asa cum este ardtat
mai jos.

intrarii i ale celulelor binare B, si B3. Celula

binara B, va trece in starea precedenta a lui

Tact |intrare | B; | B, | By |iesire Initial, toate celulele binare sunt
0. 0 |0. |0 resetate si comutatorul C este pe pozitia I. In
1. 0 (0. |O. + | aceastd situatie, la un anumit tact, celula
0. 1 0. |o0. binard B, va trece in starea corespunzatoare
1 o |1. |o. sumei modulo 2 dintre starile precedente ale
0 [0 |1
0O [0 |0
0O [0 |0

NN [P [WI|N|—
OO == ||

B,, iar B; in starea precedentd a lui B,. La

lesire vor rezulta direct simbolurile
informationale aplicate la intrare. Dupa introducerea ultimului simbol informational in
R.D.R., (tactul 4), comutatorul C este trecut in pozitia II. In aceasti situatie, la iesire
va rezulta suma modulo 2 a starilor curente ale celulelor binare B, si B3, In timp ce la
intrarea celulei binare B, se va aplica “0” logic.

Cuvantul de cod este [v]=[0 01 10 1], in care primele trei

simboluri binare sunt de control, in timp ce ultimele trei, simbolurile informationale
cunoscute. Sub forma polinomiala, cuvantul de cod este v(x) = x*®x’®x°

4.17. Decodor ciclic, corector de o eroare, realizat cu registre
de deplasare cu reactie

Fie
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v(x)=a,0a,x®...0a, x"" (4.158)

cuvantul receptionat, scris sub forma polinomiala.
Cuvantul receptionat, scris sub forma matriceala, este:

[v]=[a,a,...a, ] (4.159)
Daca relatia (4.105) nu este verificata, adica daca:
n, <2" -1, (4.160)
la sfarsitul cuvantului receptionat se va adauga un numar de zerouri, pana cand relatia

(4.105) este verificatd. Cuvantul receptionat, cu eventuale zerouri addugate la sfarsit,
va fi de forma:

v(x)=a,Da)x®...0a, x"'@a, x"®...0a,_x"" @16
unde a, =...=a,  =0sin=2"-1.

Schema bloc a decodorului ciclic, corector de o eroare, realizat cu R.D.R., este
data in figura 4.21.

intrare RF.) i
o % Mpgbs o { My M, (g LEsIre
r-—— - - - - - - - --—- - - == T
; DC1 | BAT
: Y |
| Descifratorul 1 e 17 |
|
| T I
I .. B _ I
[ g1 &p=1 :
o ot !
________________ 1
DC2
T
b

|
| Descifratorul 2 5L,
|
|
|
|
I

j j

I s
D e

Fig.4.21. Decodor ciclic realizat cu registre de deplasare cu reactie.

Decodorul ciclic contine un registru principal (R.P.) format din n celule binare
in care se vor stoca simbolurile cuvantului receptionat, eventual si zerourile adaugate
suplimentar la sfarsitul cuvantului.

Decodorul mai contine doua blocuri identice (DC; si DC,), formate, fiecare,
dintr-un R.D.R., Intocmit dupa acelasi polinom generator al codului g(x), cu care s-a
realizat codarea la emisie si un descifrator astfel sintetizat, incat sa furnizeze “1” logic,
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la iesire atunci cand simbolul eronat ajunge in ultima celuld binarda M, a registrului
principal.

Unitatea logicd furnizatda de descifrator se adund modulo 2 la simbolul
receptionat eronat, furnizandu-l corectat la iesire.

Initial, comutatorul C este pe pozitia I si toate celulele binare se reseteaza.
Conform conventiei, cuvantul v (x), dat de relatia (4.161), se introduce in decodor in
ordinea descrescatoare a puterilor lui x. La primul tact, simbolul a',_, va fi memorat in
celula binara M, ; pe de o parte, iar pe de altd parte in R.D.R.-ul din DCI,
determinandu-i starea:

(0> B,
0->B,,

[S'(D]=a,,[U]=|. (4.162)

0—>B,
la, , > B,_

La al doilea tact, la intrare se aplica simbolula' _,, astfel incat in celulele binare M,
si

M, vor fi stocate simbolurile a__,, respectiv a,_,, in timp ce starea R.D.R.-ului din
DCI1 va deveni:

[S'I=ITIS' (DD a,_,[U], (4.163)
sau, tinand cont de (4.162), se poate scrie echivalent:
[S'(2)]=a,,[TIUI®a,_,[U] (4.164)

La al treilea tact, celulele binare M,3, M,.., si M,,.; vor memora simbolurile a__,, a,_,,
respectiv a,_,, in timp ce R.D.R.-ul din DC1 va trece in starea:

[S'(3I=ITIIS'(2)1® a,_;[U], (4.165)
sau, tinand cont de (4.164):
[S'3)I=a,,[TI[UI®a,,[TI[U]®a,;[U] (4.166)

Rationand in mod analog, la tactul n celula binard M, va memora simbolul a|_,,
M, simbolul a;,_, s.a.m.d., celula M,_; simbolul a,, in timp ce starea R.D.R.-ului din
DC1 va deveni:
IS’ ()] = a,_, [T [U® a,,_,[T]"*[U]®...® o
®a,[T][U]® a,[U] '

Daca se fac notatiile:

[a,a;...a, ,|not.[v'] (4.168)
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[U,TU,...T*'U]not.[H], (4.169)
relatia (4.167) poate fi scrisd compact, sub forma matriceala:
[S'(m)]=[H][v ] (4170)

Comparand relatia (4.42) cu (4.170), rezultd ca starea R.D.R.-ului, la
receptionarea Intregului cuvant coincide cu expresia corectorului cuvantului respectiv.

Dupa receptionarea primului cuvant, comutatorul C este trecut pe pozitia I,
simultan efectuandu-se corectia primului cuvant si receptia celui de al doilea. Dupa
receptionarea celui de al doilea cuvant, comutatorul C este trecut din nou pe pozitia I,
efectuandu-se simultan corectia celui de al doilea cuvant si receptia celui de al treilea
s.a.m.d. Cu alte cuvinte, comutatorul C va fi pe pozitia I la receptionarea cuvintelor
numerotate cu numere impare §i va fi pe pozitia Il la receptionarea cuvintelor
numerotate cu numere pare.

Asa cum s-a precizat, descifratoarele trebuie astfel proiectate, incat sa furnizeze
o unitate logica la iesire atunci cand simbolul eronat din cuvantul receptionat este
memorat in ultima celuld binard a registrului principal, My. Pentru a nu rezulta o
unitate logicd falsa la iesirea descifratoarelor, s-au conectat doua porti logici SI, notate
cu SI, respectiv SI,, validate de intrarile a si b. Cand comutatorul C se afla pe pozitia
I, sincron se realizeaza a = “0” logic s1 b = “1” logic, invalidandu-se astfel poarta
logica SI; si validandu-se poarta logica Sl,. In felul acesta, la receptionarea unui
cuvant numerotat cu un numar impar, daca ar rezulta o unitate logica la iesirea
descifratorului din DC1, aceasta nu va putea trece de poarta logica SI;, evitandu-se
astfel sumarea modulo 2 a acestei unitati logice la un simbol din cuvantul precedent.
In mod similar, cand comutatorul C este pe pozitia II, rezulti a = 1 §i b = 0, poarta
logica SI, fiind invalidata. O eventuala unitate logica rezultata in timpul receptionarii
unui cuvant numerotat cu un numar par nu se mai sumeaza modulo 2 cu un simbol din
cuvantul precedent. Cu alte cuvinte, datoritd portilor SI;, respectiv SI,, descifratorul 1
va corecta eventualele erori din cuvintele numerotate cu numere impare, iar
descifratorul 2 eventualele erori din cuvintele numerotate cu numere pare.

In principiu, decodorul ar putea functiona cu un singur decodor, dar in acest caz
va trebui sa se astepte un timp corespunzdtor a n tacte, timp In care se corecteaza
cuvantul receptionat si se asigura pregatirea pentru receptionarea urmatorului cuvant.

4.18. Sinteza descifratoarelor din decodorul ciclic, corector de

0 eroare realizat cu registre de deplasare
Fira a micsora generalitatea, se presupune ca simbolul eronat este a___, oricare
ar fi r cuprins intre 1 si n.

Cuvantul receptionat va fi atunci de forma:

n-r?
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v(x)=a,0a,x®...®&(a,  , ODx""D...Ha, x"! 4.171)
Conform relatiei (4.167), starea R.D.R.-ului se calculeazd in acest caz cu
relatia:
[S' ()] =a,,[TI"'[UlDa,,[TI"*[U]®...8a, [T [U]®
D[T]" "[U]D...®© a,[U]

Tinand cont ca la emisie codorul realizeaza conditia stabilitd de relatia (4.154),
rezulta ca (4.172) se poate scrie, echivalent, sub forma:

[S'(n)] = [T]""[U] (4.173)

4.172)

Simbolul presupus eronat va fi memorat in ultima celuld binara My, a registrului
principal, dupa r-1 tacte.
Starea R.D.R.-ului dupa r-1 tacte va deveni:

[S,1=[TI""[S (m)],
sau, tinand cont de (4.173), rezulta:
[S,1=[T]"'[U] 4.174)

Deoarece relatia (4.105) este satisfacuta, rezulta ca si (4.143) este adevarata.
Cu (4.143), relatia (4.174) devine:

[S,1=I[T]'[U] 4.175)

Din relatia (4.175) se constata ca starea R.D.R.-ului atunci cand simbolul eronat
este memorat in ultima celuld binard a registrului principal nu depinde de pozitia
eroril. Acest fapt remarcabil permite sinteza descifratorului, independent de pozitia in
care s-a introdus o eroare in cuvantul receptionat.

Pentru a putea deduce starea [S;] din relatia (4.175), va trebui mai intai sa se
determine [T]™. In acest scop, se pleaca de la relatia evident:

[TITI™ =[1,1], (4.176)
unde [I,] este matricea unitate de ordinul m.

Notand cu [1], [L], ..., [lm] liniile matricei necunoscute [T]" si tinand cont de
relatia (4.136), rezulta:

010 ...0 1,
001..0 1,

________ —— [=[1,] 4.177)
000 ...1 1.,

8081 8reer 8ot d Ll

Din (4.177) se pot calcula liniile matricei [T]", dupa cum urmeaza
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[1,]1=[10...0 0], |
[,1=101...0 0], |

___________ (4.178)
1,1=100...10],,,
si
g [L1®g,]1®..8g,.,1,1=[00...01] ,,, (4.179)
Tinand cont de (4.178) si de faptul ca totdeauna gy=1, din (4.179) rezulta:
L1=1g,8;---8uy 1l (4.180)
Cu (4.178) si (4.180) se poate scrie:
€18 8ml
10...0 0
[TI'=(01...0 0 (4.181)
[0 0...1 0]

Inlocuind (4.148) si (4.181) in (4.175), se deduce starea pe care trebuie si o
sesizeze descifratorul:

(15 B,
0->B,,

[S,1=|. (4.182)

0—>B,
| 0 > B,

Din relatia (4.182) rezulta ca descifratorul va fi o poarta logica $I cu m intrari,

asa cum este reprezentat in figura 4.22.
La tactul urmator, unitatea logica furnizatd la iesirea descifratorului (poarta

logicd SI cu m intrari) este, pe de o parte, sumatd la simbolul receptionat eronat,
corectandu-l, iar pe de alta parte, este introdusd in R.D.R., determinandu-i starea:

[Se1=I[T][S,]@[U] (4.183)

Inlocuind (4.136) si (4.182) in relatia (4.183), rezulta:
[S,1=[Ul®[U]=[0] (4.184)
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adica registru de deplasare cu reactie este adus 1n starea cu toate celulele binare 1n zero
logic, fiind astfel pregétit pentru receptionarea altui cuvant.

intrare
V(X

P 1esire

n AT

Fig.4.22. Decodor ciclic, corector de o eroare, realizat cu registre de deplasare cu reactie.
Comutatorul C poate fi implementat fizic asa cum este aratat in figura 4.23.

I

Tact
— n

Q
Q

o

v
Fig.4.23. Implementarea comutatorului[C :!hn decodorul ciclic din fig.4.22.

In figura 4.23, prin blocum s-a specificat un divizor cu n. Daca initial Q=1
s_i Q-0, cuvantul receptionat va fi furnizat la iesirea I. Dupa n tacte, cand se trece la
receptionarea urmatorului cuvant, rezulta Q=0 si E)Zl, acesta fiind furnizat la iesirea II.

Pentru fixarea ideilor, se presupune ci s-a receptionat cuvantul v (x)=x"®x’ pe
un canal pe care poate sa apard cel mult o eroare, iar polinomul generator al codului
este g(x)=1®x@x°. Structura decodorului se poate deduce in acest caz particular,
avand in vedere ci structura matriceald a cuvantului receptionat este [v]=[00 100
1], deci n;=6, iar gradul polinomului genarator al codului fiind m=3, inseamna ca 2™-1
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= 2°-1=7. Rezulti ci pentru satisfacerea relatiei (4.105), la sfarsitul cuvantului
receptionat mai trebuie adaugat un zero, adica se considera [v]1=[0010010].
Registrul principal va contine 7 celule binare, iar decodorul va avea structura

reprezentata in figura 4.24.

[+#]=[0010010]
ititrare

Mﬁ 1e51re

Fig.4.24. Decodor ciclic, corector de o eroare, realizat cu R.D.R., dupa polinomul g(x) = 1®x®x".

Functionarea decodorului din figura 4.24 este sintetizata in tabelul de mai jos.
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Tact | Intr. M6 M5 M4 M3 M2 M1 M() B1 B2 B3 Iesire
0 0O [0 [0 |0 [0 |O [0 /O JO |0

1 0 0O [0 (0 |0 [0 |O [0 ][O JO |0

2 1 0O [0 (0 |0 [0 |O [0 {0 JO |O

3 0 I [0 |0 |O [0 JO (O [|[T (O |O

4 0 0O [1 [0 ]10 |0 |O [0 {0 |1T 10O

5 1 0O |0 |T JO |JO |O |O ||/1T |O |1

6 0 1 [0 (O |1 [0 |O [0 /O |I 10O

7 0 O |1 JO0 JO0 |1 10 Jo |1l JOo |1

8 0 0 [0 |1 [0 (O |1 JOo]]1 1 [0 |O 1

9 0 0 |0 |O |I JO JO |1 1 1 1 1

10 [0 0O |0 JO JO |1 1O |O |0 |1 I 10

11 0 0 10 10 J0 JO0 |1 |O«nylO0 _TO 10 |1

12 0 0O [0 |0 [0 (O JO [11]/0 ]0 JOo |1

13 0 0O [0 |0 [0 (O JO0 [0 1]/0 ]0O0 |0 |O

14 |0 0O [0 |0 [0 (O JO0 [0 1]/O0 ]O0 |0 O

Din tabel rezulta cuvantul corectat [0 0 1 1 0 1 0].

Initial, toate celulele binare sunt resetate. Pentru simplificarea scrierii, s-a
considerat cd urmatorul cuvant receptionat este format din 7 zerouri (tactele 8+14). La
tactul 8, cdnd ultimul simbol din primul cuvant receptionat este introdus in R.D.R.,
comutatorul C este trecut pe pozitia II. La tactul 11, la iesirea portii logice SI va
rezulta “1” logic care, pe de o parte, sumat modulo 2 cu “0” logic memorat in M, va
determina corectarea acestui simbol, iar, pe de altd parte, va determina trecerea
celulelor binare B;, B, si B; in “0” logic, pregatind astfel R.D.R.-ul pentru
receptionarea altui cuvant. Dacd se inlatura simbolul “0” care a fost addugat
suplimentar, rezultd cd s-a transmis cuvantul de cod [v] =[0 0 1 1 0 1]. Deoarece
polinomul generator al codului are gradul m=3, rezultd ca primele 3 simboluri din
cuvantul transmis sunt simboluri de control, iar urmatoarele 3 simboluri
informationale. Trecand in zecimal numarul binar corespunzitor simbolurilor
informationale, rezulta ca s-a transmis numarul zecimal (101), = (5);o. Daca nu s-ar fi

efectuat corectia erorii, s-ar fi decis ca s-a transmis numarul (001), = (1);.
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4.19. Definirea matricei generatoare si de control in cazul
codurilor ciclice

Fie
gx)=g,Dgx®...0g,x",g =gn =1
. T (4.185)
8i € {091}9 i=1,(m— 1)
polinomul generator al codului si
ix)=i,®i,x®...®0i,_,x"",i, € {0,1}, j=0,(k—1) (4.186)

polinomul informational.

Conform definitiei cuvintelor de cod ciclice, acestea sunt polinoame v(x), de
grad n-1 sau mai mic, divizibile la polinomul generator al codului. Un astfel de
polinom ar putea fi, de exemplu:

v(x) = i(x) - g(x), (4.187)
Inlocuind (4.186) in relatia (4.187), rezulta:
v(xX)=i,g(x)®i,xg(x)®...®i,_,x""g(x) (4.188)

Deoarece g(x) satisface definitia cuvintelor de cod ciclice, rezultd ca si xg(x),
ng(x), ey xk'lg(x) sunt, de asemenea, cuvinte de cod si, conform relatiei (4.188), si
orice combinatie liniard a acestora determind un nou cuvant de cod ciclic.

Pe de alta parte, conform paragrafului 4.3, multimea cuvintelor de cod in cazul
codurilor bloc liniare, deci, in particular, si in cazul codurilor ciclice, formeaza spatiul
linie al matricei generatoare.

Tinand cont de (4.188), rezultd atunci cd matricea generatoare a unui cod ciclic
se poate scrie sub forma:

[8(x)
xg(x) g, & - g, 0 O
0 0
[G] — — gO gm—l gm
. 0 0 0 O 0 g, g
x"g(x) ]
d J (4.189)
X0 Xl Xm m+k-1 — Xn—l

Se reaminteste ca matricea generatoare are un numar de linii egal cu numarul
simbolurilor informationale si un numar de coloane egal cu lungimea cuvintelor de
cod.
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Daci se considera cd prima coloand a matricei generatoare corespunde lui x°, a
doua lui x' s.am.d., ultima coloand lui x™™*'=x"', atunci prima linie a matricei
generatoare este formata din coeficientii polinomului generator, restul coeficientilor
corespunzitori lui x™" pana la x™' completdndu-se cu zerouri. A doua linie a matricei
generatoare reprezinta coeficientii polinomului xg(x), adica prima permutare ciclica la
dreapta a primei linii, a treia linie coeficientii polinomului x*g(x) s.a.m.d., ultima linie
coeficientii polinomului x*'g(x), adici prima permutare ciclica la dreapta a penultimei
linii, sau, echivalent, permutarea ciclica de ordinul k-1 a primei linii. Se poate verifica
ca, daca in relatia (4.26) se inlocuieste matricea generatoare cu (4.189), elementele
matricei [v] reprezintd coeficientii puterilor lui x, determinati cu relatia (4.187). Codul
ciclic astfel obtinut este nesistematic. Pentru a obtine un cod ciclic sistematic, cu
simbolurile informationale plasate grupat la sfarsitul cuvintelor de cod, matricea
generatoare trebuie adusa la forma:

Py Py-Pim 10..0
_ Py Pxm-Prm 01..0

[G] =[PI, ].p; €{0,1}.

PriPro-Piy 00...1
Py (4.190)

0_1 m-1 m n-1

X X ...X X ...X

Deoarece nu totdeauna este usor de a determina transformarile elementare ce
trebuie efectuate asupra matricei [G], date de relatia (4.189), pentru a fi adusa la forma
(4.190), se va indica in continuare o metoda sistematicd de intocmire a matricei
generatoare, direct sub forma (4.190).

Pentru formarea primei linii a unei astfel de matrice generatoare, se imparte x™
la polinomul generator al codului g(x).

Daca r(x) este restul acestei divizari, se poate scrie:

x" =g(x)®r,(x), (4.191)
sau, echivalent,
r,(x)®x™ = g(x) (4.192)

Conform relatiei (4.192), rezultd ca membrul stang al acestei relatii satisface
definitia cuvintelor de cod ciclice de a fi divizibile la polinomul generator al codului.
Inseamna atunci ci pit, P12, ---» P1m VOr fi coeficientii lui r;(x), iar unitatea coeficientul
lui x™.

Pentru a obtine elementele celei de a doua linii a matricei generatoare definite
cu relatia (4.190), se imparte x™" 1a g(x). Daca se noteazd cu ry(x) restul acestei
divizari, se poate scrie:

X" =(a, ®x)g(x)®r,(x), 2, € {0,1}, (4.193)

sau, echivalent
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r,(x)®x™! = (a, ®x)g(x) (4.194)
Polinomul din membrul stang al relatiei (4.194) fiind un polinom de grad n-1,
sau mai mic, divizibil la polinomul generator al codului g(x), satisface definitia
cuvintelor de cod si deci coeficientii acestuia reprezintd a doua linia a matricei
generatoare in care pyi, P22, -.., Pam SUnt coeficientii restului ry(x). Procedand in mod
analog, ultima linie a matricei generatoare se obtine divizand x™*"' la g(x). Daci se
noteaza cu r(x) restul acestei divizari, se poate scrie:

X" = q(x)g(x) @ 1y (x), (4.195)
sau, echivalent
r, (x) ® x™* ! = q(x)g(x), (4.196)

unde q(x) este catul divizarii.

Polinomul rk(x)ér)xmﬂ"1 fiind cuvant de cod, inseamna ca pyi, P2, ---» Pkm SUNE
coeficientii restului r(x).

Odata adusd matricea generatoare la forma (4.190), cu ajutorul relatiei (4.31) se
poate deduce matricea de control, data de relatia (4.24).

4.20. Decodor ciclic cu logica de prag

In cazul codurilor ciclice, implementarea decodorului poate fi simplificata, daca
acesta se realizeaza dupa relatia:

[A]l=[HiIIV']", 4.197)
sau, echivalent
[A]=[H][E]", (4.198)

unde matricea redusa [Hr] se obtine prin transformari elementare asupra matricei de
control [H] a codului ciclic si, eventual, reduceri de linii, astfel incat matricea redusa
sd se bucure de urmatoarele proprietati:

a) ultima coloana sa fie formata numai din unitati;

b) celelalte coloane sd contind o singurd unitate, indiferent de linia in care
aceasta apare.

Fie
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l1,0 l1,1 "'ll,n—l

lz,o l2,1 ---lz,n-l

[Hy = s 1, € {0,1}5j=1,J5i=0,(n-1) (4.199)

Joi

_lJ,O lJ,l “‘lJ,n—l _

matricea redusd, obtinutd prin transformari elementare asupra matricei de control si,
eventual, reduceri de linii, J<m, cu

Lo =1j=1J, (4.200)
iar in celelalte coloane sa existe o singurd unitate.
Daca
[v']=[a,a,...a, ] (4.201)
este cuvantul receptionat, respectiv:
[E]=[e,e,...e, ] (4.202)

este cuvantul eroare corespunzator, din relatiile (4.197) si (4.198) rezulta:

A;=1,2,®1,,2,0..081,, 2, ,(V)j=17, (4.203)

Aj =1;,.€, ® l;,e G—)...(—Dlj,n_len_l, V)j=1J, (4.204)
unde A4, A,, ..., Ajsunt elementele matricei [A].

Datorita celor doud proprietati ale matricei reduse [Hg], rezultd cd toate
simbolurile cuvantului receptionat sunt incluse in cele J sume A; si fiecare simbol din
cuvantul receptionat intervine o singurd data in sumele A;, cu exceptia simbolului a,_;
care intervine in toate cele J sume. Din acest motiv, sumele A; se numesc ortogonale
pe simbolul a;_,. Deoarece in cazul codurilor ciclice orice permutare ciclicd a unui
cuvant de cod determind un nou cuvant de cod, inseamna cd se pot forma sume
ortogonale pe fiecare din cele n simboluri receptionate.

in mod analog, in relatia (4.204) in toate sumele A; intervine e,.;, fiind deci
ortogonale pe acest simbol, in timp ce fiecare simbol ¢;, i=0, (n-2) apare o singura data
in aceste sume.

Se poate demonstra cd, daca numarul de erori e care poate sa apara pe canalul
de transmisiuni satisface relatia:

e<|—i-| 4.205
=2} (4209
unde [J/2] semnifica partea intreagd a numarului J/2, atunci aceste erori pot fi

corectate.
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Intr-adevar, se presupune, pentru generalitate, ci s-au format sume ortogonale
pe simbolul e, (V)k =0, (n-1).

Daca e,=0, inseamna ca pe pozitia k a cuvantului receptionat (numardtoarea
efectuandu-se de la stanga la dreapta) nu s-a introdus eroare. In acest caz, numarul
maxim de sume A; egale cu unitatea este egal cu [J/2], lucru care s-ar putea intampla
numai daca cele [J/2] erori apar in sume distincte.

Daca e=1, inseamna ca pe pozitia k a cuvantului receptionat s-a introdus o
eroare. Numarul minim de sume A; egale cu unitatea in acest caz este egal cu J- [J/2]
+1. Intr-adevir, deoarece o eroare a aparut pe pozitia k, celelalte rimase, in numar de
[J/2]-1, pot anula prin sumare modulo 2 cel mult un numar egal de unitati e=1,
ramanand astfel un numar minim de sume A=1 egal cu J - ([J/2]-1) =T - [J/2] +1.

Cu alte cuvinte, daca:

J J-l
ZA i s{i (4.206)
j=1

rezultd ca simbolul pe care s-au format sume ortogonale s-a receptionat corect, iar
daca:

. [J]
,Z‘A i2d iEJ-l_ 1 (4.207)

rezultd ca simbolul pe care s-au format sume ortogonale s-a receptionat eronat.
Mai mult, se poate demonstra ca totdeauna:

J —[%} +1> [%} (4.208)

Intr-adevar, relatia (4.208) se poate scrie, echivalent, sub forma:
[J]
J+1> {EJ (4.209)
Daca J este un numar par, J=21, i€ {N\0}, atunci (4.209) devine:
2i+1> 2i, (4.210)
ceea ce este, evident, adevarat.
Daca J este un numar impar, J=2i+1, i€ {N\0}, atunci (4.209) devine
2i+ 2> 2i, 4.211)

care, de asemenea, este adevarata.

Schema bloc a decodorului care poate corecta un numar de erori dat de relatia
(4.205), implementat dupa relatia (4.197) si care ia decizii conform relatiilor (4.206) si
(4.207) este reprezentata in figura 4.25.
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3 Y

Fig.4.25. Decodor ciclic cu logica de prag.

Blocul notat cu 1 reprezintd un registru de deplasare in care se memoreaza
simbolurile cuvantului receptionat [v]. Blocul 2 este alcituit dintr-o serie de
sumatoare modulo 2 care furnizeaza sumele A; conform relatiei (4.203). Blocul 3 este
un circuit combinational astfel sintetizat, incat sa furnizeze “0” logic la iesire, daca
este satisfacuta relatia (4.206) si “1” logic, daca este indeplinita relatia (4.207). Initial,
comutatorul C este pe pozitia I si toate celulele binare din registrul de deplasare se
reseteazd. Dacd polinomul corespunzator cuvantului receptionat este:

v(x)=a,®a;x®...0a__x"", 4.212)

atunci, conform conventiei, simbolurile a; sunt introduse prin comutatorul C in
registrul de deplasare in ordinea descrescatoare a puterilor lui x. Dupad ce intreg
cuvantul receptionat a fost stocat in registrul de deplasare, comutatorul C este trecut
pe pozitia II. In felul acesta s-au format sume ortogonale pe simbolul a’,_,. Daca acest
simbol a fost receptionat corect, este satisfacuta relatia (4.206) si la iesirea blocului 3
rezultd “0” logic. In felul acesta, la tactul urmdtor, pe de o parte, simbolul receptionat
corect a,_, este furnizat la iesire, iar pe de altd parte, introdus in prima celuld binara a
registrului de deplasare, formandu-se astfel sume ortogonale pe a,_,. Daca simbolul
a _, a fost receptionat eronat, este satisficutd relatia (4.207) si la iesirea blocului 3
rezultd “1” logic. In felul acesta, la tactul urmitor, pe de o parte, simbolul receptionat
eronat se corecteazd, fiind furnizat la iesire, iar pe de alta parte, este stocat corectat in
prima celulda binarda a registrului de deplasare, formandu-se sume ortogonale pe
simbolul a,_,.

Daca codul ciclic este sistematic, cu cele k simboluri informationale plasate
grupat la sfarsitul cuvantului de cod, comutatorul C va fi mentinut pe pozitia Il k tacte,
deoarece intereseazd numai corectia simbolurilor informationale. Dupa corectia
simbolurilor informationale, comutatorul C este trecut din nou pe pozitia I,
efectuandu-se simultan furnizarea la iesire a simbolurilor de control din cuvantul
precedent, (eventual eronate) si receptionarea urmatorului cuvant.

Deoarece la iesirea circuitului combinational rezulta “1” logic, daca majoritatea
sumelor A; au valoarea egald cu unitatea, decodarea descrisa este intalnita in literatura
de specialitate si sub denumirea de decodare cu logica majoritara.

187



4.21. Definirea pachetelor de erori

In transmisiile pe canale perturbate s-a considerat numai cazul in care
perturbatiile afectau independent fiecare simbol binar transmis. Sunt insa si situatii
cand durata perturbatiilor este mai mare decat cea alocatd unui simbol binar, dand
astfel nastere la erori grupate, cunoscute sub denumirea de pachete de erori. Acelasi
efect se petrece 1n cazul stocarii informatiei discrete pe diverse suporturi fizice (benzi
magnetice, discuri, dischete etc.). Perturbatia datoratd unor zgarieturi sau alte defecte
ocupa in acest caz un spatiu mai mare decat cel alocat inregistrarii unui simbol binar.

Prin definitie, se numeste lungimea | a unui pachet de erori o succesiune de 1
simboluri alaturate in care primul si ultimul simbol sunt eronate.

Fie un canal de transmisiuni pe care pot aparea pachete de erori de lungime I,
care contin e erori (e<l). Daca pe un astfel de canal se transmit cuvintele de cod de
lungime egald cu n>l, pachetul de erori de lungime 1 poate ocupa pe lungimea
cuvintelor de cod un numar de n-l1+1 pozitii distincte. Deoarece pachetul de erori de
lungime 1 contine e erori, iar doud dintre acestea apar la Inceputul, respectiv sfarsitul
pachetului de erori, restul de e-2 erori ar putea ocupa in cadrul pachetului de erori un
numar de pozitii distincte, egal cu combinari de 1-2 luate cate e-2, (C{~7

Inseamna, deci, ca pe un canal de transmisiuni pe care pot apirea pachete de
erori de lungime 1, care contin e erori, numarul pachetelor de erori distincte se poate
determina cu relatia:

N=m-1+1)C}, 2<e<lI<n (4.213)

Cuvantul eroare corespunzator unui pachet de erori de lungime 1 va fi de forma:

[E;l=1.000€, 1 00y eee€iy 2 Oipygeee] (4.214)
unde o=a4+1.1=1 reprezintd erorile de la capetele pachetului de erori, plasat pe pozitia
i, oricare ar fi i=1,(n-1+1) , iar ej, k=1,1-2 va fi “1” logic, daca pe pozitia i+k a
aparut o eroare si “0” logic, daca pe pozitia respectivd nu s-a introdus eroare
(numaratoarea efectudndu-se de la stanga la dreapta).

Exact ca in cazul aparitiei erorilor individuale (independente), si la aparitia
pachetelor de erori se pun aceleasi doud probleme: detectia pachetelor de erori,
respectiv corectia acestora.

4.22. Relatii Intre coloanele matricei de control pentru
detectia, respectiv corectia pachetelor de erori
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Se considera ca pe un canal perturbat ar putea aparea pachete de erori de
lungime 1 sau mai mica continand e erori sau mai putine (2<e<l).
Fie
[H]=[h, h,...h ] 4.215)

matricea de control in care prin [h;] s-au notat coloanele acesteia.
Corectorul corespunzator se poate calcula cu relatia (4.44), adica:

[Z;]=H]IE]", (V)i=1,(n-1+1) (4.216)
Inlocuind (4.214) si (4.215) in relatia (4.216), rezulta:
[Z;]=o;[h;|® e, [h;]D...D e, [, D gy [hyy] 4.217)

Se reaminteste ca pentru detectia erorilor matricea de control trebuie astfel
intocmita, incat sa rezulte un corector diferit de matricea nula ori de cate ori s-a
receptionat un cuvant eronat.

Impunand 1n relatia (4.217), [Z;] # [0] si tindnd cont cad o,; = a+.; = 1, rezultd ca
pentru detectia pachetelor de erori de lungime d sau mai mica este necesar sd fie
satisfacuta relatia:

[h;]1® e, [0 ]D...O e, [y, , 1D [hy, ]+ [0] (4.218)

oricarear fii=1,(n-1+1) sil=1,2, .., d.

Cu alte cuvinte, rezulta ca pentru detectia pachetelor de lungime d sau mai mica
matricea de control trebuie astfel Intocmitd, incat suma modulo 2 a d sau mai putine
coloane alaturate sa fie diferitd de matricea nula.

Cum era de asteptat, in cazul detectiei pachetelor de erori se impun conditii mai
putin restrictive asupra matricei de control, comparativ cu cazul detectiei erorilor
independente. Aceasta se datoreaza faptului ca in cazul pachetelor de erori se cunoaste
aprioric cd cele e erori apar grupate si nu sunt imprastiate aleator in cuvantul
receptionat.

Se reaminteste ca in cazul detectiei a d sau mai putine erori independente
matricea de control a fost astfel Intocmita, incat suma modulo 2 a oricaror d sau mai
putine coloane oarecare si, deci, in particular, si a d sau mai putine coloane alaturate
sa fie diferitd de matricea nula.

Pentru corectia erorilor matricea de control trebuie astfel intocmita, incat sa
rezulte corectori diferiti de matricea nuld, si, In plus, distincti pentru orice cuvant
receptionat eronat.

Fie cuvantul eroare:

[E;]=1...00€,; ee€jpp oee €y 201y ooe] (4.219)

corespunzator unui pachet de erori de lungime 1, plasat pe pozitia j#i, cu o = Q1. = 1,
oricare ar fij=1,(n-1+1) .
Corectorul corespunzator acestui cuvant eroare se calculeaza cu relatia:
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[Zj] = [hj] ® Cin [hj+1 9.0 €2 [hj+l—2] ®[hy, ] (4.220)

]

Pentru corectia pachetelor de erori de lungime d sau mai mica este necesar sa
fie indeplinite conditiile:

(Z,]%10] L
(2,1 [0] ,

Z;1#(Z;] = [Z;,]1DZ;] = [0]J
(V)i,j=1,(n=1+1),i#j,1=1,d.

Tinand cont de (4.217) si (4.220), sistemul de ecuatii (4.221) se poate scrie,
echivalent, sub forma:

[h;|D e, [h;,,]D...De,,,[h,, ,|D[h;, ,|D
[hj 19 €41 [h j+1 19...0 €2 [h jH-2 |®[h jH-1 1#10] (4.222)

(i, j=1,(n=1+1), i=j,1=1,d.

Din relatia (4.222) rezulta ca pentru corectia pachetelor de lungime d sau mai
mica matricea de control trebuie astfel intocmita, incat suma modulo 2 a doud grupe a
cdte d sau mai putine coloane alaturate sa fie diferitd de matricea nula.

Conditia rezultata este mai putin restrictivd decét in cazul corectiei unui numar
egal de erori independente. Se reaminteste (v. § 4.6.) ca in cazul corectiei a d sau mai
putine erori independente, matricea de control a fost astfel intocmita, incat suma
modulo 2 a 2d sau mai putine coloane oarecare, deci, in particular, si a doud grupe a
cate d, sau mai putine coloane alaturate sa fie diferitd de matricea nuld. Comparand
relatia (4.218) cu (4.222), rezultd ca detectia pachetelor de lungime 2d sau mai mica
este echivalentd cu corectia pachetelor de lungime d sau mai mica.

4.221)

4.23. Determinarea numarului simbolurilor de control pentru
detectia pachetelor de erori

Fie cuvantul de cod
[vl]=[a,a,..a, ] (4.223)

si ecuatiile de paritate:

(4.224)
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unde simbolurile al caror indice este mai mare ca n-1 sunt considerate nule.

Acelasi sistem de ecuatii se Tntocmeste si la receptie cu simbolurile cuvintelor
receptionate. Simbolurile care ar putea fi eronate de pachetele de erori de lungime d
sau mai mica se afla totdeauna in ecuatii diferite.

Datorita acestui fapt, dacd se aleg primele d simboluri de verificare a paritatii,
atunci nesatisfacerea uneia sau mai multor ecuatii pentru cuvantul receptionat este un
indiciu ca existd un pachet de erori de lungime d sau mai mica.

Rezulta, deci, ca pentru detectia pachetelor de erori de lungime d sau mai mica
sunt necesare m=d simboluri de control.

4.24. Margini inferioare ale numarului simbolurilor de control
in cazul corectiei pachetelor de erori

In conformitate cu § 4.22, corectia unui pachet de erori de lungime d sau mai
mica este echivalentd cu detectia unui pachet de erori de lungime 2d sau mai mica.
Tinand cont de acest rezultat si de § 4.23 rezultd ca o primd margine inferioard a
numadrului simbolurilor de control necesar corectiei pachetelor de erori de lungime d
sau mai mica se determina cu relatia:

m > 2d (4.225)

O altd margine inferioara pentru numarul simbolurilor de control in cazul
corectiei pachetelor de erori se poate obtine tindnd cont de numarul cuvintelor eroare
distincte care se pot forma. Considerand in relatia (4.213) pachetele de erori ce contin
e =2, 3, ..., ] erori, Inseamna ca numarul cuvintelor eroare distincte ce pot fi formate
se determina cu relatia:

N, = XN =(n-1+ I)XCf_‘f =(n-1+1)-2"? (4.226)
e=2 e=2
Considerand in relatia (4.226), 1 = 2, 3, ..., d, va rezulta un numar distinct de

cuvinte eroare care poate fi calculat cu relatia:

N, = iNl = i(n— 1+1)-2"2 (4.227)
1=2 1=2

Luand in consideratie si cazul aparitiei unei erori care determind n cuvinte
eroare distincte i cazul transmisiei fara erori, caruia ii corespunde cuvantul eroare cu
toate componentele nule, rezulta ca in cazul aparitiei pachetelor de erori de lungime d
sau mai mica numarul cuvintelor eroare distincte posibile este:
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N;=1+n+N, =1+n+i:(n—l+1)-2"2 =
1=2

= (1+ n)(1+ iz‘-zj— 21 212

1=2

(4.228)

Pentru corectia pachetelor de erori de lungime d sau mai micd, numarul necesar
al simbolurilor de control, m, va trebui astfel ales, incat numarul corectorilor distincti,
egal cu 2™ ce pot fi formati, s satisfaca relatia:

2™ > N, (4.229)
In scopul scrierii mai compacte a relatiei (4.228), se considera suma progresiei
geometrice:
i R S 4.230
X = :
1=0 x—1 ( )

Derivand in raport cu x relatia (4.230), rezulta:
ilx"‘ x=-1(d+Dx? —x*" +1

= 4.231
1=0 (x—1)? @230
Impunand x=2 in relatiile (4.230) si (4.231), se poate scrie:
iz‘ =241 _q (4.232)
1=0
i‘,l-Z"1 =2d-1+1 (4.233)
1=0
Dar
21=) 22.21"2 =22.22422.271 422 ) 22 =
,Z:‘ ,Z:‘ .g (4.234)
= 2d+1 _ 1,
de unde rezulta:
iz'—z =211 (4.235)
1=2
In mod analog:
Sra-y >
1.2 =) 2122 =2.27" 42D 1. 2% =
1=0 1=0 1=2 (4.236)
=2(d-1)+1,
de unde rezulta:
d
D127 =2+ (d-1) (4.237)
1=2
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Inlocuind (4.228) in (4.229) si tinand cont de (4.235) si (4.237), se poate scrie:
2™ > 2% (n-d+2) (4.238)

Logaritmand in baza 2 relatia (4.238), rezultd o altd margine inferioara a
numarului simbolurilor de control, si anume:

m2d-1+log,(n—d+2) (4.239)

Aceasta margine inferioard constituie o conditie necesara si nu totdeauna
suficientd, deoarece, ca si in cazul erorilor individuale, si in cazul pachetelor de erori
este posibil ca unor pachete de erori distincte, de aceeasi lungime si pondere, sa le
corespunda corectori identici.

O altd margine inferioara a numarului simbolurilor de control pentru corectia
pachetelor de erori a fost stabilitd de Varsarmov si Gilbert. Pentru determinarea
acestei margini se pleacd de la conditia pe care trebuie sa o satisfaca coloanele
matricei de control in cazul corectiei pachetelor de lungime d sau mai mica. In § 4.22
aceastd conditie este definita prin relatia (4.222).

Pentru a determina numarul simbolurilor de control pentru corectia pachetelor
de erori de lungime d sau mai mica, se presupune ca primele n-1 coloane ale matricei
de control satisfac relatia (4.222), urmand a se determina conditiile ce trebuie
indeplinite de ultima coloana [h,].

In acest scop se inlocuieste indicele j+1-1 din relatia (4.222) cu n, astfel incat in
suma data sa intervina coloana [h,], adica se poate scrie:

[h;|® e, [h,,]D...De,, ,[h,,,|D[h;, |

4.240
®h, ., 19e, [, ., 1®...0 ¢, ,[h, 1% [h,] @240

Cu alte cuvinte, daca primele n-1 coloane ale matricei de control sunt astfel
intocmite incat satisfac relatia (4.222), ultima coloana [h,] trebuie sd satisfaca relatia
(4.240) pentru toate combinatiile posibile ale membrului stang al acestei relatii. Pe de
alta parte, membrul sting al relatiei (4.240) contine un pachet de erori de lungime d
sau mai mica cu pozitie fixa, deoarece contine coloana [h,] si un pachet de erori de
lungime d sau mai micad, care poate fi plasat in n-d pozitii distincte.

Numarul cuvintelor eroare distincte corespunzatoare pachetului de erori de
lungime d sau mai mica ce contine coloana [h,] se determina cu relatia

N, =2¢! (4.241)

deoarece o eroare este pe pozitia n, iar celelalte d-1 sau mai putine erori posibile
determina un numar de cuvinte eroare distincte determinat de aceasta relatie.

Celalalt pachet de erori va determina un numar de cuvinte eroare distincte ce
poate fi determinat din membrul drept al relatiei (4.238), inlocuind n cu n-d, deoarece
acest pachet poate ocupa n-d pozitii distincte. Notand cu N, numarul cuvintelor eroare
distincte cauzate de cel de al doilea pachet de erori, se poate scrie:

N,=2%".(n-2d+2) (4.242)
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Numarul total al cuvintelor eroare distincte va fi atunci determinat cu relatia:
N=N, N, =2*Y.(n-2d+2) (4.243)

Pentru ca [h,] sa satisfaca relatia (4.240) trebuie ca numarul de coloane cu m
simboluri (0,1) ce poate fi format, adica 2", sa fie suficient de mare, astfel incat, dupa
formarea unui numar de N coloane distincte, stabilit cu relatia (4.243), sd mai ramana
cel putin o coloanad care sd poatd reprezenta pe [h,], adica:

2" >N & 2™ > 224D (n-2d+2) (4.244)
Logaritmand in bazad 2 ambii membri ai relatiei (4.244), rezulta:

m > 2(d—-1)+1log,(n—2d + 2) (4.245)

Valoarea lui m datd de relatia (4.245) este o conditie suficientd si nu totdeauna
necesara pentru corectia pachetelor de erori de lungime d sau mai micd, deoarece in
calculul numarului N coloanele matricei de control s-au considerat distincte.

4.25. Codor ciclic corector de doua erori adiacente (alaturate)
sau mai putine

Structura codorului ciclic corector de doud erori adiacente sau mai putine este
identica cu cea din cazul codorului ciclic corector de o eroare, cu deosebirea privind
alegerea polinomului generator al codului, g(x). Asa cum s-a stabilit anterior, pentru
corectia unei erori, este necesar un numar de simboluri de control, determinat ca
numadrul intreg pozitiv m, cel mai mic, ce satisface relatia:

2" >n+1, (4.246)

unde n este lungimea cuvintelor de cod.

Ca si in cazul codurilor Hamming corectoare de o eroare, detectoare de erori
duble, si in cazul corectiel a doud erori adiacente sau mai putine trebuie adaugat un
simbol de control suplimentar, prin care sa se poata decide dacad pachetul de erori este
format din doua simboluri sau dintr-un singur simbol.

Notand cu m, numarul simbolurilor de control necesare pentru corectia
pachetelor de erori de lungime doi sau mai mica, se poate scrie:

m,=m+1 (4.247)

Tinand cont ca lungimea cuvintelor de cod este egald cu suma dintre numarul
simbolurilor de control, m., si numarul simbolurilor informationale, k, se poate scrie:

n=m_ +Kk (4.248)
Cu (4.247) s1 (4.248) relatia (4.246) devine:
2™ >m_ +k+1 (4.249)
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Din acest motiv, polinomul generator al codului va fi de forma:
gx)=(x@1)-g,(x) (4.250)

unde g;(x) este un polinom primitiv de gradul m.
Daca polinomul primitiv g;(x) este de forma:

g,(x) =gy @gnx@glzxz D..Ognx",

€10 = 8m =1, g, € {0,1} @20
atunci, conform relatiei (4.250), rezulta:
g(x)=g,Dg,xD..Dg x"Dg, ., -x"", w152

g0 =8mu =1, 8; € {0,1}
Structura codorului ciclic corector de doua erori aldturate, sau mai putine, este
data in figura 4.26.

By - - Bm+

intrare

= iesire

Fig.4.26. Codor ciclic corector de doua erori adiacente sau mai putine.

Initial, comutatorul C este pe pozitia I si toate celulele binare se reseteazi. In
ritmul impulsurilor de tact, la intrare se aplicd simbolurile informationale care, pe de o
parte, rezultd direct la iesire, iar pe de alta parte, sunt introduse in registrul de
deplasare cu reactie intocmit dupd polinomul g(x), dat de relatia (4.252). Dupa ce
ultimul simbol informational a fost introdus in registrul de deplasare cu reactie,
comutatorul C este trecut pe pozitia Il si in ultimele m, tacte la iesire vor rezulta
simbolurile de control.

In acest caz vor fi adeviarate relatiile din cazul codorului ciclic, corector de o
eroare, realizat cu R.D.R., (4.153) + (4.157), cu deosebirea ca matricea conexiunilor si
matricea [U] sunt definite astfel:

) ) 0->B,,
010...0 0> B,
001...0 .
[T]=|——————— . [U]=|. (4.253)
000...1 .
| 8081 82¢++:8m 0B,
1> B,
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Pentru fixarea ideilor, se considera ca trebuie intocmit cuvantul de cod pentru
transmiterea numarului N=3 pe un canal pe care pot sa apara doud erori adiacente sau
mai putine. Numarul §i structura simbolurilor informationale rezulta prin transcrierea
binara a numarului ce urmeaza a fi codat, adica (N);o = (3)10 = (11),.

Conform relatiei (4.249), rezultd 2™' > m_ + 3, de unde se deduce m=4.

Din relatia (4.250) rezultd ca polinomul primitiv g;(x) trebuie sd aiba gradul
m=3. Fie polinomul g;(x)=1®x*®x’. Rezultd atunci g(x) = x ® 1) (1 ® x> D x’) =1
® D x ® x> ® x*. Structura codorului pentru acest caz particular este datd in figura
4.27.

B, pP—B: P 17B; P18,
intrare
11 11 4=1 Z,=1 g2,=1 g1
* {+) —{(+) "

To

e iesire

Fig.4.27. Codor ciclic intocmit dupa polinomul g(x) =1 ® x ® x* ® x*.

Tact | I, |B; | B, | Bs | B4 | lesire Functionarea codorului este sintetizata

0|0 [0 |0 |O in tabelul alaturat. Cuvantul de cod rezultat la
1 1{0 |0 |0 |0 1 4 iesire este [v]=[1 00 1 1 1], unde primele 4
2 111 1o o |0 1 simboluri sunt de control, iar ultimele doua
3 1 1 lo o |1 informationale. Imediat dupa tactul 3, cand
4 o [1 11 1o Tlo ultimul simbol informational a fost introdus
5 o lo |1 |1 To in registru de deplasare cu reactie,
6 o 1o lo |1 1 comutatorul C este trecut pe pozitia II, la

iesire rezultdnd, In ritmul impulsurilor de
tact, simbolurile de control, ca suma modulo 2 a starilor celulelor binare B,, Bs si B,.

4.26. Decodor ciclic corector de doua erori adiacente
(alaturate), sau mai putine

Fie

v(x)=a,@ax®...0a, x"' (4.254)
cuvantul receptionat sau, sub forma matriceala:
[v]=[a,a;...a, ] (4.255)
Daca

n, <2" -1, (4.256)
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unde m este gradul polinomului primitiv utilizat, atunci la sfarsitul cuvantului
receptionat va fi adaugat un numar de zerouri, pana cand este satisfacuta relatia

2™ —1=n (4.257)

Cuvantul receptionat, cu eventualele zerouri adaugate la sfarsitul cuvantului, va
fi de forma:

v(X)=a,@ax®...0a, x""'@a, x"®..0a,_x"", @258
= 0.

Adaugarea de zerouri la sfarsitul cuvantului receptionat pand la satisfacerea
relatiei (4.257) este necesard pentru a fi satisfacuta relatia:

unde a, =...=a,

n-1

[T]" =X ,.q1, (4.259)

unde [T] este matricea conexiunilor din relatia (4.253), iar [I,,+;] matricea unitate de
ordinul m+1.

Structura decodorului ciclic, corector de doua erori adiacente sau mai putine
este identica cu cea din cazul decodorului ciclic corector de o eroare, realizat cu
R.D.R. (fig.4.21), cu deosebirea ca registrele de deplasare cu reactie se intocmesc
dupa polinomul generator g(x) dat de relatia (4.250), iar descifratoarele trebuie astfel
sintetizate, incat sd furnizeze cdte o unitate logica cand simbolul eronat ajunge in
ultima celula M a registrului principal.

Farda a micsora generalitatea, se presupune ca cele doua simboluri alaturate
eronate sunt a, . si a, ., oricare ar fi s=1,(n-1), adicd structura matriceald a
cuvantului receptionat este de forma:

[v]=[a,a,....(a, ., ®1),(a, ®1),...a,,] (4.260)

Matricea de control se va determina cu relatia (4.169), unde matricele [T] si [U]
sunt specificate de relatia (4.253). Corectorul cuvantului receptionat se va calcula cu
relatia:

[Z,]=H]lv] (4.261)
Avand 1n vedere ca la emisie este satisfacuta relatia (4.154), rezulta:
[Z,]1= [T [U]® [T]"*[U], (4.262)
sau, tinand cont de (4.259), se poate scrie:
[Z,]=[TI"'[U]®[T]*[U] (4.263)

[

Primul simbol eronat din cele doud adiacente, adica a,_, va ajunge in ultima
celuld binara, M,, a registrului principal dupa s-1 tacte. Starea R.D.R.-ului dupa s-1
tacte se determind cu relatia:

[S,1=TI""[Z,], (4.264)

sau, tinand cont de (4.263), rezulta:
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[S,1=[TI*[U]®[T]'[U] (4.265)

Cand R.D.R.-ul ajunge in starea [S,], descifratorul trebuie astfel sintetizat, incat
sa furnizeze la iesire o unitate logica care, pe de o parte, sumatda modulo 2 cu simbolul
a, . il corecteaza, iar pe de altd parte, va fi introdusd in R.D.R., astfel ci la tactul
urmitor, cand cel de al doilea simbol eronat, a’ ajunge n celula binara M,, starea

R.D.R.-ului devine:

n—s—1°

[S:1=IT]IS,|®[U] (4.266)
Inlocuind (4.265) in relatia (4.266), rezulta
[S,1=[TI"'[U]® [U]®[U] = [T]'[U] (4.267)

Cand R.D.R.-ul ajunge in starea [S;], descifratorul va trebui sa furnizeze o alta
unitate logica la iesire care, pe de o parte, se va aduna modulo 2 cu simbolul eronat
a,_ . ,, corectindu-l, iar pe de altd parte, va fi introdusa in R.D.R., astfel ci la tactul
urmator starea acestuia va deveni:

[So1=[TIIS, [®[U]=[U]® [U]= [0], (4.268)

pregdtindu-1 astfel pentru receptionarea urmatorului cuvant.
Daca in cuvantul eronat ar fi aparut o singura eroare, de exemplu simbolul a|_,
ar fi eronat, cuvantul receptionat va fi de forma:

[v']=[a,a,...,(a, , D1),...a, ] (4.269)

Cand intregul cuvant receptionat este memorat in registrul principal, starea
R.D.R.-ului, ca si in cazul decodorului ciclic corector de o eroare, va stabili corectorul
cuvantului receptionat, determinat cu relatia:

[Z,1=[H][v']" (4.270)

Inlocuind matricea Fle control din relatia (4.169), unde [T] si [U] sunt
specificate de (4.253) si [v ] dat de (4.269) si avand in vedere ca la emisie codorul
satisface relatia (4.154), rezulta:

[Z,]1=[T]"""[U], 4.271)
sau, tinand cont de (4.259):
[Z,]1=IT]""[U] 4.272)

Simbolul a|_, ajunge in celula binard M, a registrului principal dupa r-1 tacte.
Starea R.D.R.-ului dupa r-1 tacte devine:
[S,1=[TI"'[Z,]=[T]"'[U], (4.273)
adica aceeasi ca aceea data de relatia (4.267).

Inseamna, deci, ca in cazul aparitiei a doua erori adiacente sau mai putine,
descifratorul trebuie astfel sintetizat, incét la aparitia starilor [S;] si [S;] s@ furnizeze
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“1” logic la iesire. Se poate demonstra, exact ca in cazul descifratorului din cadrul
decodorului ciclic corector de o eroare (§ 4.18), ca, daca matricea conexiunilor este
data de relatia (4.253), atunci:

€185-8m 1
10 ...00

[TI'={01 ...0 0 (4.274)

00 ...10

Pentru fixarea ideilor, se presupune ci s-a receptionat cuvantul [v ] = [100100]
si ca la codare s-a folosit polinomul generator g(x) =1 @ x @ x> ® x*. Daci pe canalul
de transmisiuni pot sd apara doud erori adiacente sau mai putine, pentru a deduce
numdrul zecimal transmis se verificd mai intdi relatia (4.257). Deoarece g(x) are
gradul m=4, rezulti ca polinomul primitiv are gradul m=3. Inseamna ca 2™-1=2%-1=7,
in timp ce lungimea cuvantului receptionat este n;=6. Va trebui addugat un zero la
sfarsitul cuvantului receptionat, adica se considerd [v ] = [1001000]. Particularizind
relatia (4.253) pentru acest caz, rezulta:

[0100] [0 B, ]
TJOMOI. 0»B|
= 9g01| ¥ O—)B
1110 1- B, J
Conform relatiei (4.274), se poate scrie:
(1101 ]
11000 | . | |
[T =| 0100 . Starea [S,], conform relatiei (4.273), se poate determina cu relatia:
0010

no1 1fo] [1-B,
1000 ||0| |0—>B,
0100 [[0| |0— B,
0010||1| |0— B,

Pentru a determina starea [S,] cu relatia (4.265), se calculeaza mai intai

[11017[1] F11

. |1000”0|
TP01= P AT UD = g oo |l o 1=

o)

[S:]1=

Inseamna atunci ca:
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tabela de adevar:

0 0

Descifratorul trebuie sa sesizeze starile [S;] si [S,], adica trebuie sa verifice

B, [B, |B; |By |Y
s— |0 Jo o |1 |1
s,—» |0 [o |1 [o |1

Din aceasta tabela de adevar rezulta:

Y:Bl Bz B3 B4UB_1B_2B3 B_4:

=B, B,(B,B,UB, B,)=B, B,(B,®B,).

Schema decodorului ciclic capabil sda corecteze doua erori alaturate sau mai
putine din cuvantul receptionat, la care s-a mai adaugat un zero la sfarsitul acestuia,
este data 1n figura 4.28.

[#]=[1001000]

intrare

12s1re

DC2 1dentic cu DC

—

| o ___ . __ 4

Fig.4.28. Decodor ciclic corector de doua erori adiacente sau mai putine, intocmit dupa polinomul

gx)=l@xex’®x’

Functionarea decodorului este sintetizata in tabela de mai jos:
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Tact In. M6 M5 M4 M3 M2 Ml MO B1 B2 B3 B4 IGS.
O |0 [0 JO (O JO (O {O ||O |O |O |O

1 O [0 [0 [0 [O [O JO O J]JO JO O |O

2 O [0 |0 [0 |0 [O |O JO ]JO JO O |O

3 0O [0 |O |0 (O JO |O (O ]]0 [O |O |O

4 1 10 [0 JO (O |O (O |O [|O |O |O |O

5 O (1 [0 [0 [0 [O |O JO |JIT JO O |O

6 O [0 [T [0 |0 [0 |JO O ]JO |1 JO |O

7 1 [0 |JO |1 (O JO [O (O Jj1 O |1 1O

8 O |1 (0 {0 |1 |O (O |OJ|O |1 |O |1 |O

9 0 [0 |1 Jo Jo |1 Jo |o=go o 11 ol |1

10 0 [0 |0 |1 |0 |0 [1 |o<0 [0 [0 [1] |1

11 O (0 |jO |0 (1 JO [O |1 (/O (O JO |O |1

12 O |0 [0 JO (O |T (O O /O [O JO (O O

13 O [0 [0 [0 [O [O |T JO ]JO JO JO |O |O

14 O [0 [0 [0 |O |O |O |T ]JO JO O O |1

Initial, comutatorul C este pe pozitia I si toate celulele binare se reseteaza. Dupa
ce la intrare s-a aplicat cuvantul [v]1=[100 10 0 0], urmitorul cuvént s-a considerat
format din 7 zerouri. Cand comutatorul este pe pozitia | starea celulei binare By, la un
tact oarecare, este egala cu suma modulo 2 a starilor precedente ale intrarii si celulelor
binare B,, B; si B4. Cand comutatorul C este pe pozitia I, starea celulei binare By, la
un tact oarecare, se obtine sumand modulo 2 starile precedente ale celulelor binare B,,
B; si By si eventual a lui “1” logic rezultat la iesirea portii SI;. (Intrarea a=1 numai
cand comutatorul C este pe pozitia II). Se observa ca la tactul 9 starea R.D.R.-ului este
egala cu [S;], determinand la iesirea descifratorului Y=1 care, validat de poarta logica
SI;, se adund modulo 2 la simbolul memorat in celula M, furnizand la iesire 0®1=1
pe de o parte, iar pe de altd parte, determina la tactul urmator ca starea R.D.R.-ului sa
devina egald cu [S;], obtindndu-se din nou Y=1. In felul acesta, la tactul 10, la iesire
rezultd 0@©1=1, iar starea R.D.R.-ului la tactul urmator ajunge cu toate celulele binare
in starea de “0” logic, fiind astfel pregatit pentru receptionarea urmatorului cuvant.
Cuvantul corectat obtinut la iesire este [v]=[1 00 1 1 1 0]. Indepartand ultimul zero,
rezultd ca s-a transmis cuvantul de cod [v] = [1 0 0 1 1 1]. Deoarece polinomul
generator al codului, g(x), are gradul 4, inseamnd cd primele 4 simboluri sunt de
control, iar urmatoarele de informatie. Transcriind in zecimal numarul binar format
din simbolurile informationale, Tnseamna ca s-a transmis numarul (11),=(3);(. Daca nu
se efectua corectia, se decidea ca s-a transmis numarul zero.
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