CAPITOLUL 2

CANALE DISCRETE DE TRANSMISIUNI

2.1. Model matematic de canal discret de
transmisiuni

In acest model trebuie precizate multimile simbolurilor
aplicate la intrarea canalului, ale simbolurilor receptionate la
iesirea acestuia, precum si perturbatiile care apar.

>n

Fie X ={x,x,,...,x,} multimea simbolurilor de la intrarea

canalului (acceptate la intrare), numita si alfabetul de la intrarea

canalului i Y ={y,»,..»,] multimea simbolurilor

receptionate, numita si alfabetul de la iesirea canalului de
transmisiuni. In general, cele doud multimi sunt diferite, din
cauza perturbatiilor care apar pe canal. Astfel, daca se
presupune cad la intrarea unui canal se aplici numai doua
simboluri, de forma x =000 si x,=111, iar zgomotele de pe
canal se presupun astfel incat pot modifica un zero in unu sau
invers, la iesirea acestuia se pot receptiona simbolurile y;=000,
y,=001, y;=010, y,=011, ys=100, yc=101, y;=110 si yg=III.

Prin definitie, canalul se va numi discret, daca cele doua
multimi sunt finite.
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Prin definitie, un canal discret se numeste fara memorie,
daca receptionarea unui simbol nu depinde de unul sau mai
multe simboluri receptionate anterior.

Prin definitie, un canal discret de transmisiuni se va numi
stationar, daca zgomotele sau perturbatiile care apar pe canal
sunt invariante in timp.

In cele ce urmeazi se vor analiza numai canalele
discrete, stationare si fard memorie.

Pentru a pune in evidentd perturbatiile care pot sa apara
pe canalele discrete, stationare si fara memorie, se definesc trei
tipuri de probabilitati:

a) probabilitatea p(xk my_].); k=1n; j=Lm, prin care se
intelege probabilitatea ca la intrarea canalului sa fie simbolul x,
si la iesirea acestuia sa fie simbolul y,.

Considerand ca la intrarea canalului de transmisiuni se
aplicd multimea X, numita si cadmpul de la intrare, iar la iesire
rezulta multimea Y, numitd si cAmpul de la iesire, probabilitatile

p(xk N yj) pot fi ordonate intr-o matrice de forma

_p(xlﬁyl) p(xlr\yz) p(xlmym)_

[P(X,Y)]: p(xzm)ﬁ) p(xzmyz) p(XZmym) @.1)

r(x,0n) p(x,ny,) . p(x,ny,)

Se pot demonstra urméatoarele proprietati:

p(5)=2p(xny) o (9) k=Ln 22)
p(yj):ip(xmyj),(v)j:l,_m (2.3)

k=1
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n

S p(xny,)=1 (2.4)

k=1 j=1

unde p(xk) reprezintd probabilitatea cu care se aplicd simbolul x,
la intrarea canalului, iar p( yj) probabilitatea cu care se
receptioneaza simbolul y;. Pentru a demonstra relatia (2.2), se face
observatia ¢ evenimentele (x, N y,),(x, N y,),....(x, Ny, ), sunt
disjuncte, deoarece, dacad la intrarea canalului este simbolulx,, la
lesirea acestuia va rezulta fie simbolul y,, fie y,, ..., fie simbolul
y,. Tindnd cont cd probabilitatea reuniunii unor evenimente
disjuncte (incompatibile) este egald cu suma probabilitatilor
evenimentelor componente, se poate scrie

p(xkm)ﬁuxkmyz"'uka)’m)zzp(kayj) (2.5)

=
Pe de alta parte
Py ux, yyux, Ny, )= o[y Uy, vy,
(2.6)
Dar
nuy,u...uy =E 2.7)
unde E reprezintda evenimentul sigur, deoarece la iesire cu

certitudine se va receptiona unul din simbolurile multimii Y.
Tinand cont de (2.5), (2.6) si (2.7), rezultd

> p(x0y,) =l N E)=p(x,) (2.8)
Din (2.7) rezulta
> p()=1 2.9)

Analog ,
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kzn;p(xk)=l (2.10)
Relatia (2.4) rezultd atunci imediat, tindnd cont fie de (2.2) si
(2.10), fie de (2.3) 51 (2.9).
b) Probabilitatea p( y; |xk), k :1,_n; j :L_m, prin care se
va intelege probabilitatea de a se receptiona simbolul y,, dacé s-a
transmis simbolulx,. Aceste probabilitati conditionate pot fi
ordonate Intr-o matrice, [P(Y]|X)] numitd matrice de zgomot sau de
canal. Aceastd matrice poate fi usor obtinuta din matricea [P(X,Y)],
data de relatia (2.1), daca prima linie se imparte la p(x,), a doua
linie la p(x,) 5. a. m. d., ultima linie se imparte la p(x,) si se tine
cont de relatia
p(x.oy)=p(x) p(y,1x) (2.11)
Astfel, matricea de zgomot sau de canal este de forma
p(n1x) (3, 1x) o p(y,1x)
[P(r X)) p(n1x) p(nlx) . p(y.lx,) 2.12)

p(» -|.-xn) p(yznl.xn) P(y;.l x,) |

Matricea de zgomot astfel intocmita este stochastica, adica
Zp(yj|xk):1 , (V)kzl,n (2.13)
Jj=1

deoarece, dacd la intrarea canalului se aplicd un anumit simbol
x, € X, cu certitudine la iesirea acestuia se va receptiona unul din

simbolurile y, €Y .

c) Probabilitatea p(xk | yj), k= L_n;j =1,m, prin care se va

intelege probabilitatea de a se fi transmis simbolul x,, dacd s-a
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receptionat simbolul y,. Aceste probabilitati conditionate pot fi

grupate intr-o matrice, [P(X|Y)], ce poate fi usor obtinutd din
matricea [P(X,Y)], dacd prima coloana se imparte la p( yl), a doua

coloand la p( yz) si asa mai departe, ultima coloana se Tmparte la
p(y,) si se tine cont de relatia
p(xny,)=p(y,) p(xly) 2.14)
Astfel, aceasta matrice este de forma
_p(xl |y1) p(xl |y2) p(xl |Ym)
I:P(X|Y):|= p(xz|y1) p(x2|y2) p(‘x2|ym) (2.15)

p(x, 1) p(x 1) - p(x,15,)]
Deoarece, atunci cénd s-a receptionat un anumit simbol y,,

cu certitudine la intrarea canalului s-a aplicat unul din simbolurile
x, € X, se poate scrie relatia

ip(xk‘yj)ﬂ , (V)j=Lm (2.16)

Din punct de vedere informational, un canal discret de
transmisiuni este caracterizat de urmatoarele marimi informationale
1) Entropia intrare - iesire, H (X,Y);

2) Entropiile conditionate, H (X Y ) si H (Y |X );
3) Transinformatia, /(X Y);
4) Capacitatea canalului, C.

54



2.2. Entropia intrare - iesire a unui canal discret de
transmisiuni

Se presupune ca la intrarea unui canal de transmisiuni se

aplici campul X ={x,x,,..,x,}, iar la iesirca acestuia se
receptioneazd campul Y ={y,,y,,...,»,}. Dacd se noteaza cu
p(xk Ny /.) probabilitatea evenimentului ca la intrarea canalului se
afla simbolul x, si la iesirea acestuia exista simbolul y,, informatia
atagatd acestui eveniment, notatd cu i (xk Ny j), se determina cu
relatia (1.10), adica
i(kayj):—logi(kayj) (2.17)
Deoarece o informatie inldturd o anumitd nedeterminare,

rezultd ca informatia datd de relatia (2.17) este numeric egald cu
nedeterminarea ca la intrarea canalului sa fie simbolul x, si la

iegirea acestuia sa fie simbolul y .
Informatia definitd cu relatia (2.17) determind o variabila

aleatoare discreta, ce poate lua valori cu probabilitatile p(xk Ny /.) ;

kzl,_n; j =1,_m. Valoarea medie statisticiA a acestei variabile

aleatoare discrete defineste entropia intrare - iesire si va fi notata cu
H(X,Y), adica

n m

H(X,Y)=i(kayj)= p(kayj)-logp(kayj) (2.18)

k=1 j=1

Inlocuind (2.17) in (2.18), rezulta



H(X,Y)=
L biti (2.19)

_Zzp(xk myj)-logp(xk myj)<

=1 1 pereche de simboluri

Se considera, 1n continuare, doua situatii extreme
1) lipsa perturbatiilor de pe canal;
2) perturbatii foarte puternice pe canal, care determind practic
independenta statistica a iesirii de intrare, §i invers.
In primul caz, se poate scrie

l,dacax, =y,
p(xk|yj):p(yf|xk)=6k/ ={0 dacix, # } (2.20)
s k j

In acest caz, daci se stie ce s-a receptionat, se stie cu
certitudine ce s-a transmis sau, daca se stie ce s-a transmis, se stie cu
certitudine ce se va receptiona.

Daca este adevarata relatia (2.20), atunci (2.19) devine

H(x3)=-3 3 p(5 ) logo p(x)p(v ) )=

k=1 j=1
== logp (%) 2 p(x N y))- Zp(xk)-p(yj|xk)-10gp(yj\xk)=
k=1 j=1 k=1 j=1
=—Zp(xk)logp(xk)— p(xk)éikjlogé}kj =H(X) (221
k=1 k=1 j=1

Pe de alta parte, este evident ca in lipsa perturbatiilor cAmpul
de la intrare este identic cu cel de la iesire, adica
H(X):H(Y) (2.22)
Rezulta, deci, cd in lipsa perturbatiilor de pe canal se poate scrie
relatia
H(X,Y):H(X):H(Y) (2.23)
In cel de-al doilea caz are loc relatia
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p(x.0y)=p(x)-p(y) (2.24)

deoarece la perturbatii foarte puternice simbolurile de la intrare x,,

k=1,n, devin statistic independente de simbolurile de la iesirea

canalului y,, j=1,m.
Tinand cont de (2.24), relatia (2.19) devine

H(X,Y)= ZZp(xmyj) logp[l’( ).p(yj)]=

k=1 j=1

m

= —ilogp(xk)- p(xk myj)—ilogp(yj)ip(xk my_l.) = (2.25)

——Zp x, )logp(x 2;7( )logp( ) H(X)+H(Y)

Canalele discrete reale se incadreazd intre aceste doud situatii
extreme.

O interpretare geometricd intuitivad se poate obtine asociind
campului X de Ia intrarea canalului multimea A4 i campului Y de la
iesirea canalului multimea B.

Pe aceste multimi se definesc masurile m(A4), respectiv m(B) si se
fac urmadtoarele corespondente m(A)—H(X), m(B)—H(Y) si
m(AUB)«> H(X,Y). Interpretarea geometricd este data in Fig.

2.1. In aceasta figurd suprafata cercului mic este m(4), suprafata

cercului mare este m(B), iar suprafata hasuratd m(4 U B).

Fig. 2.1. Interpretarea geometrica a entropiei H(X,Y).
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2.3. Entropii conditionate

Fie Y campul de la iesirea unui canal de transmisiuni. Dacd se
cunoaste acest cadmp, din cauza perturbatiilor de pe canalul de
transmisiuni rdimane o anumita incertitudine (nedeterminare) asupra
campului X de la intrarea canalului. Valoarea medie a acestei
nedetermindri se numeste entropia conditionata a campului de la
intrare de cel de la iesire. In scopul stabilirii unei relatii de calcul
pentru aceastd entropie, se presupune ca la un moment dat s-a

receptionat simbolul y,, j =1,m. Din cauza perturbatiilor de pe

canal, la intrarea acestuia s-ar fi putut aplica fie x;, fie x,, ..., fie x,.
Graful corespunzator acestei situatii este reprezentat in Fig.2.2.

X1
pix1ly;)

x2 px2ly;)

pix, |¥;)
Xn

Fig. 2.2. Graful corespunzator receptiondrii simbolului y ;

Fie p(xk | v j) probabilitatea de a se fi transmis simbolul x, , dacd s-a

receptionat simbolul y;. Informatia atasatd acestui eveniment se
noteaza cu i (xk | y /.) si se deduce cu relatia (1.10), adica

i(xk‘yj):—logp(xk‘yj) (2.26)

Deoarece o informatie inldturd o anumitd nedeterminare,
58



inseamna cd informatia calculatd cu relatia (2.26) este
numeric egald cu nedeterminarea asupra simbolului x,, daca s-a

receptionat simbolul y,. Informatia definitd cu relatia (2.26)
determind o variabild aleatoare discretd, ce poate lua valori cu

probabilitatile p(xk| Y, ) , k=1,n. Valoarea medie statistic a acestei

variabile aleatoare discrete, notata cu H (X | Y, ) , se poate calcula cu

relatia

H(X|yj)=i(xk\y )= Zp(xk|y )i(xly,) (2.27)

sau, tinand cont de (2.26), rezulta
H(Xly, ) ==Y p(xy, )log(xly,) (2.28)
k=1

Din punct de vedere fizic, aceastd marime masoara
nedeterminarea medie asupra intrdrii la receptionarea simbolului y, .

g vy

Considerdnd toate posibilitatile de receptionare, y,,

j= 1,m, rezultd cd mirimea definitd cu relatia (2.28) determind o
noud variabild aleatoare discretd, ce poate lua valori cu

probabilitatile p( ) Valoarea medie statistica a acestei variabile

aleatoare discrete se va nota cu H (X |Y ) si va masura

nedeterminarea medie asupra intrarii X, daca se cunoaste iesirea Y,
adica entropia conditionatd a cAmpului de la intrarea canalului de
campul de la iesirea acestuia. Aceastd marime se va calcula cu
relatia

#(xlr)=m(xly,)= Zp(y, e (xly, ) (2.29)
Inlocuind (2.28) in (2.29), rezulta
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H(x1)==33 p(v, Jo(xly, )og(xly,) (2.30)
k=1 j=1
sau, tinand cont de (2.14), se poate scrie, echivalent
H(XIY):—iZm:p(xkmyj)log(xk\yj) (2.31)
k=1 j=1

Entropia conditionatd calculata cu relatia (2.30) sau (2.31)
este denumitd uneori echivocatie, deoarece masoara echivocul
asupra intrarii daca se cunoaste iesirea.

In mod analog, se poate determina entropia conditionati a
campului de la iesire de campul de la intrare, cu relatia
H(Y‘X):—;Zp(xk)p(yjbck)log(yj‘xk), (2.32)
=1 j=1

sau, tinand cont de (2.11), se poate scrie echivalent
H(Y‘X):—ZZp(yjmxk)log(yj‘xk), (2.33)
k=1 j=1

Entropia conditionata calculatd cu relatia (2.32) sau (2.33)
este numitd uneori eroare medie. In cazul extrem al perturbatiilor
foarte puternice, tindnd cont de (2.20), relatiile (2.30) si (2.32) devin

H(XlY)==X> p(»,)8,log, =0, (2.34)
k=1 j=1

H(YX) ==X p(x,)5, log, =0, (2.35)
k=1 j=1

In cazul extrem al perturbatiilor foarte puternice, tinAnd cont de
(2.11) 1 (2.24), se poate scrie

p(x)-p(v k) =p(x) p(v,), (2.36)
de unde rezulta

p(v k) =p(v)), (2.37)
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In mod analog, tinand cont de (2.14) si (2.24), se poate scrie
p(xk|y,-)=p(xk) (2.38)

Inlocuind (2.38) in (2.31), rezultd ca, in cazul perturbatiilor
foarte puternice, echivocatia devine

H(x\y):—glogp(xk)ép(xk myj)z

=—§p(xk)logp(xk)=H(X)

Inlocuind (2.37) in (2.33), rezultd ca, in cazul perturbatiilor

(2.39)

foarte puternice, eroarea medie devine

H(Y\X) = —Zm;bgp(y,-)kzn;l’(xk ﬁyj) =

:_21’(3’1)10531’(3’]‘) =H(Y)

O interpretare geometricd intuitiva se poate obtine dacd se
fac corespondentele m(A)—H(X), m(B)—H(Y),

m(AmE)HH()dY) si m(ZmB)HH(Y\X).

(2.40)

In Fig. 2.3, suprafata hasuratd vertical reprezinta

H(X‘Y) , 1ar cea hasurata orizontal, H(Y‘X) .
N

Fig. 2.3. Interpretare geometrica a echivocatiei si a erorii medii
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2.4. Transinformatia

Transinformatia masoard informatia medie transmisd pe
canalul discret de transmisiuni.

In scopul stabilirii unei relatii de calcul pentru aceasti
marime informationald, fie simbolul x, aplicat la intrarea canalului

cu probabilitatea p(x, ). Incertitudinea initiald asupra simbolului x,
poate fi inldturata printr-o informatie, i (xk ), calculatd cu relatia

i(x,)=—logp(x,) (2.41)

Fie p(xk | y j) probabilitatea de a se fi transmis simbolul x,,

dacd s-a receptionat simbolul y;. Incertitudinea finald asupra
simbolului x,, adicd dupa receptionarea simbolului y; se poate

inlatura cu o informatie, notata cu i(xk‘ yj), ce poate fi determinata
cu relatia

i(xk‘yj):—logp(xk‘yj) (2.42)

Daca i(x,) este informatia care inldturd incertitudinea

initiala asupra lui x, si i(xk | yj) este informatia care inlaturd

incertitudinea finald asupra aceluiagi simbol, rezultd ca
nedeterminarea inldturatd asupra acestui simbol se datoreaza
transmisiel unei informatii pe canal, numita in continuare informatie

mutuala, notata cu i(xk | y j) si care se determina cu relatia

i(xk,yj):i(xk)—i(xk‘yj) (2.43)
Inlocuind (2.41) si (2.42) in (2.43), rezulta
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ly.
i(xk,yj):—logp(xk)+logp(xk‘yj)=10gM. (2.44)

p(x)

Daci p(xk ‘yj)< p(x,), rezultd ci informatia mutuala

i (xk, y j) transmisa pe canal este negativa. Acest rezultat teoretic isi

gaseste corespondente numeroase in lumea reald. De exemplu, daca
un student are o anumitd nedeterminare (neintelegere) asupra unei
demonstratii 1 daca cere ajutorul unui coleg pentru a-si inlatura
aceasta nedeterminare, se pot intdmpla doud situatii:  daca
nedeterminarea a disparut sau s-a micsorat, inseamna cd i s-a
transmis o informatie pozitivd; dacd nedeterminarea a crescut,
inseamna cd i s-a transmis o informatie negativd. Transmiterea unei
informatii negative este uneori deliberat provocata, pentru a se crea
o situatie de incertitudine cu diverse scopuri. Desi informatia
mutuald poate fi negativd, asa cum se va demonstra ulterior,
informatia medie transmisd, adicd transinformatia, este totdeauna
nenegativa.

Tindnd cont de (2.14), relatia (2.44) se poate scrie intr-o
forma simetrica, dupa cum urmeaza

p(xk\y_,)-p(y,): p(xny;)
(%) p(y,) (%) p(y)

Simetria in raport cu variabilele x, si y; din relatia (2.45) are

i(x,,,)=-log (2.45)

corespondent fizic in faptul ca informatia data de x, asupra lui y;
este egald cu informatia datd de y; asupra lui x, .

Informatia mutuala definita cu relatiile (2.44) sau (2.45)
determind o variabila aleatoare discretd, care poate lua valori cu

probabilitatile p(xk N yj) k=1n; j= I,m. Valoarea medie
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statisticA a acestei variabile aleatoare discrete se numeste
transinformatie $1 masoara, din punct de vedere fizic, informatia
medie transmisa pe canalul discret de transmisiuni. Notand aceasta
marime cu /(X,Y), se poate scrie

I1(X.,Y)= (xk,y]) ZZp(kay )z(xk,y]) (2.46)

i=l j=1

Inlocuind (2.44) sau (2.45) in relatia (2.46), se obtin doua relatii
echivalente de calcul pentru transinformatie:

B A
I1(X,Y) ZZp(xkr\y )log (( y)) (2.47)
1(X,7)= "ip@rwﬁ%liigﬁl (2.48)

=1 j=1 p(xk)~p(yj)

Simetria functiei /(X,Y) in raport cu variabilele x, si y,
din relatia (2.48) semnifica fizic faptul ca informatia campului de la
intrare, X, asupra campului de la iesire, Y, este egala cu informatia
campului de la iesire asupra campului de la intrare.

In cazul limita (extrem) al lipsei perturbatiilor de pe canalul
de transmisiuni, Tnlocuind (2.20) in (2.47), rezulta

ZZp(xk myj)logp(Xk)

k=1 j=1

—Zlogp xk Zm:p(xk myj)+
= j=1

3 bl oz p(x)= H ()

k=1

n

ip()l%%: (2.49)

k=1 j=

—

Deoarece, in lipsa perturbatiilor, cAmpurile de la intrarea si
de la iesirea canalului de transmisiuni sunt identice, X=Y, se poate
scrie
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I(X,Y)=H(X)=H(Y) (2.50)
In celilalt caz limita, al perturbatilor foarte puternice,
inlocuind (2.24) in (2.48), rezulta
p(x)p(7))

;;P(xmy)log G )p(yj):O’ (2.51)

Rezultatul obtinut nu este surprinzator, deoarece este
binecunoscut faptul ca pe canalele foarte perturbate (eventual
bruiate) nu se poate transmite nici o informatie.

Daca se fac corespondentele m(A)«—H(X), m(B)<—H(Y), si
m(ANB)—I(X)Y), rezultd interpretarea geometricad intuitivd a
transinformatiei din Fig. 2.4. In aceastd figurad suprafata cercului
mic este m(A4), a cercului mare m(B), iar suprafata hasuratad
reprezinta transinformatia.

Fig. 2.4 Interpretarea geometrica a transinformatiei

2.5. Principalele relatii intre marimile informationale

Cele mai importante relatii intre marimile informationale,
definite anterior, sunt

H(X,Y)=H(X)+H(Y|X) (2.52,)
H(X,Y)=H(Y)+H(X|Y) (2.52,b)
I(X,Y)=H(Y)+H(X)-H(X.Y) (2.53)



I[(X,Y)=H(X)-H(X]|Y) (2.54,2)

I(X,Y)=H(Y)-H(Y|X) (2.54.,b)

Relatia (2.52,a) rezultd din (2.19) si (2.33), dupd cum
urmeaza

H(XY)==33 p(x A, )log p(x) p(7x) | =

k=l j=1
m n m

—anlogp(xk) p(xmyj)— P(xk“yj)logp(yj|xk):
k=1

J=1 k=1 j=1

==Y p(x)og p(x )+ H(Yx) = (x)+ H(¥]X)

k=1

(2.55)

In mod analog, relatia (2.52,b) rezulta din (2.19) si (2.31).

Pentru a demonstra relatia (2.53), se prelucreazd adecvat relatia
(2.48) si se tine cont de (2.19), asa cum este ardtat in continuare:

I1(X.Y) :—anlogp(xk)ip(xk myj)—ilogp(yj)zn:p(xk myj)+
k=1 j=1 Jj=1 k=1

+Zn:2m:p(xkmyj)logp(yjmxk)=H(X)+H(Y)—H(X,Y)

k=1 j=I
(2.56)

Relatia (2.54,a) se obtine inlocuind (2.52,b) in (2.53), iar
relatia (2.54,b) se obtine inlocuind (2.52,a) in (2 53).

Relatiile dintre cele sase marimi informationale sunt utile
pentru un calcul expeditiv a trei marimi informationale, daca
celelalte trei sunt cunoscute.

In afara relatiilor de egalitate intre cele sase marimi
informationale, intre acestea se pot stabili urmatoarele relatii de
inegalitate

H(X,Y)<H(X)+H(Y) (2.57,a)
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H(X[Y)<H(X) (2.58)

H(Y|X)<H(Y) (2.59)
1(X,Y)=0 (2.60)
I(X,Y)<H(X) (2.61)
I(X,Y)<H(Y) (2.62)

Relatia (2.57,a) este echivalentd cu
H(X,Y)-H(X)-H(Y)<0 (2.57,b)

Pentru demonstrarea inegalitatii (2.57,b), se tine cont de
(2.19), (2.2) 51 (2.3), adica

H(X,Y)-H(X)-H(Y)=- n

k=

Il
—_

p(xk myj)logp<xk r\yj)+

—_

J

7

+ Zm:p(xk myj)logp(xk)Jr

k=1 j=1 k=1 j
0, p(x)p(y;)
= N)og——F———5 2.63
;;p<xk0y1)0g p(kayj) ( )
Daca 1n (2.63) se face notatia
p(x)-p(¥;)
p(xny;)

si se tine cont de (1.36), rezultd

Py, logp(y,)=

=z (2.64)

=1 j=1

H(X,Y)_H(X)_H(Y)Sloge: ) p(xk ﬂy]‘){%_ll

= loge iﬂ%)ilogp(yf)_

k=1 Jj=1 k=1 j=1
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Relatia (2 58) se obtine inlocuind (2.52,b) in (2.57,a), iar
relatia (2.59), inlocuind (2.52,a) in (2.57,a). Relatia (2.60) rezulta
din (2.53) si (2.57,a). Relatiile (2.61) s1 (2.62) se deduc din (2.54,a),
respectiv (2.54,b), tindnd cont ca orice entropie este nenegativa.

2.6. Principalele tipuri de canale de transmisiuni

In cele mai frecvente situatii practice, canalele discrete de
transmisiuni sunt caracterizate prin matricea de zgomot (2.12).
Functie de structura acestei matrice, canalele discrete de
transmisiuni se clasifica astfel

a) canale cu echivocatie nula;

b) canale cu eroare medie nula;

c) canale uniforme fata de intrare;

d) canale uniforme fata de iesire;

e) canale simetrice.

Prin definitie, un canal este cu echivocatie nula, daca in
fiecare coloand a matricei sale de zgomot existda o singurd
probabilitate conditionata diferita de zero, restul fiind nule. De
exemplu, matricea de zgomot a unui canal cu echivocatie nula, de
forma

(e}

o wlN o
o

[e) |~
oS W=
(e

e

pin]-

)
—_

are graful reprezentat in Fig.2.5.
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Fig. 2.5. Graful unui canal cu echivocatie nula

In cazul acestui tip de canal, daca se stie ce s-a receptionat,
se stie cu certitudine ce s-a transmis, reciproca nefiind totdeauna
adevarata. Inseamnd cd, In general, pentru acest tip de canal,

probabilitatile p(xk| y j); k= I,_n; j= I,_m, pot lua fie valoarea 1, fie

0. Conform relatiei (2.30), echivocatia acestui tip de canal este
H(XIY) ==X p(v, 5, logd, = (2.66)
k=1 j=1

unde J; poate lua fie valoarea 1, fie valoarea 0.

Conform relatiei (2.54,a), informatia medie transmisa pe un

astfel  de canal este
(X, Y)=H(X) (2.67)
Prin definitie, un canal este cu eroare medie nula, daca in
fiecare linie a matricei sale de zgomot existd o singurd probabilitate
conditionata diferita de zero, restul fiind nule. Matricea de zgomot
fiind stochastica, rezultd cd unica probabilitate conditionata din
fiecare linie diferitd de zero este egald cu unitatea. Din aceasta
categoric de canale fac parte, de exemplu, toate circuitele

combinationale si secventiale.
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De exemplu, considerand o poartad logica $/ cu doua intrari,
daca la intrarea acestui "canal" se aplica simbolurile x;,=00,
x,=01, x3=10 si x4=11, la iesire vor rezulta simbolurile y,,=0 sau
y,=l, astfel ca matricea de zgomot, in acest caz particular, este de
10
10
10
01

iar graful canalului este reprezentat in Fig. 2.6.

forma [P(Y|X)J -

x1

Xz e ¥1
¥z

X3

X

Fig. 2.6 Graful unui canal cu eroare medie nuld

In general, in cazul acestui tip de canal discret de
transmisiuni, daca se stie ce se transmite, se stie cu certitudine ce se
receptioneaza, reciproca nefiind totdeauna adevarata.

Tinand cont de relatia (2.32), eroarea medie a unui astfel de
canal discret de transmisiuni este

H(YX) ==X p(x,)5, logs, =0 (2.68)
k=1 j=1
de unde si denumirea canalului. Informatia medie transmisa pe un
astfel de canal este egala cu entropia campului de la iesirea
canalului.
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Prin definitie, un canal se numeste uniform fata de intrare,
daca in fiecare linie a matricei sale de zgomot se foloseste aceeasi
multime de probabilitati conditionate, ordinea de scriere a acestor
probabilititi putand diferi de la o linie la alta. In cazul acestor
canale, se poate demonstra cd eroarea lor medie nu depinde de

probabilitatile p(xk), k=1,n, cu care sunt aplicate simbolurile la

intrarea canalului.
Intr-adevar, conform definitiei acestui tip de canal, se poate
scrie

ip(yj|xk)logp(yj|xk):A:const, (V)k=1n (2.69)
=
Tinand cont de (2.32) si (2.69), rezulta
H(vlx)= —fp(yjlxk)logp(yj\xk ): Sp(x)=-4  (270)
=1 k=1

Prin definitie, un canal se numeste uniform fata de iesire,
dacd in fiecare coloana a matricei sale de zgomot se foloseste
aceeasi multime de probabilititi conditionate, ordinea de scriere a
acestor probabilititi putand diferi de la o coloani la alta. In cazul
acestor canale se poate demonstra ca, daca simbolurile se aplica la
intrarea canalului echiprobabil, atunci la iesirea acestuia simbolurile
vor rezulta, de asemenea, echiprobabile.

Intr-adevir, se presupune ca

p(x1)=p(x2)=...=p(xn)=% (2.71)

Conform relatiilor (2.3) si (2.11), se poate scrie

p(yj)zgp(yj “xk):kzz;l’(xk)p(yjhk):

- Erlrla) (=i

71

(2.72)




Dar

Zp(yj‘xk)szconst., (V)jzl,_m (2.73)
k=1
deoarece in fiecare coloand se folosesc aceleasi probabilitati
conditionate.
Tinand cont de (2.73), relatia (2.72) devine
B L
p(yj)=;, (V)j=Lm (2.74)
Deoarece
> p(y,)=1 (2.75)
J=l
rezulta
p=2 (2.76)
m
si deci
1 N
p(y)=— (v)j=Lm 2.77)

Prin definitie, un canal discret de transmisiuni se numeste
simetric, daca este caracterizat de o matrice de zgomot patrata si
este uniform atét fata de intrare, cat si fata de iesire.

2.7. Definirea capacitati, redundantei si eficientei
unui canal discret de transmisiuni

Pentru a defini o masurd a eficientei cu care se transmite
informatia pe un canal discret de transmisiuni $i apoi 0 margine
superioard a acesteia, C. E. Shannon a introdus notiunea de
capacitatea canalului.
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Prin definitie, capacitatea unui canal discret de transmisiuni
este valoarea maxima a transinformatiei, adica
C =max[I(X,Y)]=max| H(X)-H(X|r)]|= -
= max| H(Y)-H(Y|X)] 279
Maximizarile in (2.78) se fac in raport cu probabilitatile
p(x), i= 1,n, ale simbolurilor de la intrarea canalului.
Pentru a realiza acest deziderat, este necesar uneori ca sursa

primara de informatie S ={s,,s,,...,s,} ce-si furnizeazd mesajele cu
probabilitatile fixe p(s,), k=1,N, si fie transformata intr-o
sursd secundard X ={x,x,,..,x,}, astfel incat probabilitatile

p(x,), i=1,n, cu care sursa secundard furnizeaza simbolurile x, la

intrarea canalului sd maximizeze transinformatia.

Aceasta transformare corespunde unei adaptdri statistice a
sursei primare la canalul de transmisiuni si se realizeaza prin
operatia de codare.

Prin operatia de codare se intocmesc cuvinte de cod formate
din succesiuni de simboluri x, € X. Daca multimea cuvintelor de

cod se noteaza cu V = {vl,vz,...,vN}, atunci prin operatia de codare
se realizeazd bijectia dintre s, €S si v, €V . Cuvintele de cod se
vor aplica la intrarea canalului, evident, cu aceleasi probabilititi cu
care sunt furnizate mesajele, adica p(v,)=p(s,), k =1,N, iar
cuvintele de cod trebuie astfel intocmite, incat probabilitatile de
folosire p(x,) ale simbolurilor x, si maximizeze informatia medie

transmisa pe canal, adica transinformatia.
Prin definitie, se numeste redundanta absoluta a unui canal
discret de transmisiuni diferenta dintre capacitatea canalului si
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informatia medie transmisa pe acesta, adica
R.=C-1(X,Y) (2.79)

Redundanta relativa se obtine prin raportarea redundantei
absolute la capacitatea canalului, adica

p. :&:I—M (2.80)
C C
Prin definitie, se numeste eficienta canalului de transmisiuni
raportul dintre informatia medie transmisa pe canal si capacitatea
acestuia, adica

_I(x.Y)
e=—"2 2.81)

2.8. Determinarea capacitatii canalului simetric de
ordin n

Matricea de zgomot a unui astfel de canal este

p p
l—p £ ... £
P n—1 n-—1
p p
4y ...
[P(Y\X)}z P (2.82)
p D
A S
Lln—1 n-1 P |

unde 0<p<lI este un parametru ce caracterizeaza canalul respectiv.
Canalul fiind uniform fatd de intrare, inseamna cd eroarea sa
medie este o constanta. Intr-adevar
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n m

H(Y|X):_k > p(kayj)logp(yj|xk):
:_gép(xk)zﬁ(%‘xk)1°gp(yf|xk): (2.83)

n

- —{(l—p)log(l—p)+(n—l)ﬁlogﬁ] p(x)=

k=1
=—(1-p)log(1-p)— plog p+ plog(n—1) = const.
Datorita acestei proprietdti, capacitatea acestui canal discret
de transmisiuni se determina usor, utiliznd relatia
C=max| H(Y)-H(Y|X)]=max[ H(Y)]-H(Y]|X) (2.84)
Pe de alta parte, valoarea maxima a entropiei H(Y) se atinge
atunci cand

1
p(n)=p(y)=-=p(r)=—. (2.85)
obtinandu-se
max[ H ()] =logn (2.86)
Canalul fiind uniform si fata de iesire, rezulta ca, daca
1
p(x)=p(x)==p(x)=— (2.87)

este adevarata si relatia (2.85).
Inlocuind (2.83) si (2.86) in relatia (2.84), rezulta
C =logn+(1-p)log(1-p)+ plog p— plog(n—1) (2.88)

care reprezintd capacitatea canalului simetric de ordinul » si care se
atinge cand simbolurile de la intrarea acestuia sunt aplicate
echiprobabil.

Un caz particular, frecvent intdlnit in aplicatii, este acela al
canalului binar simetric. Acest caz se obtine pentru n=2.

Particularizand relatia (2.82) pentru n=2, se obtine matricea

75



de zgomot a canalului binar simetric, cu graful reprezentat in Fig.
2.7.

[P(rlx)]= F—p P } (2.89)

p l-p

yi=x1

Xy # 2=X2
1-p ¥

Fig. 2.7. Graful unui canal binar simetric

In acest caz, p reprezinta probabilitatea transmisiei incorecte
(eronate), In timp ce 1-p probabilitatea transmiterii corecte.

In cazurile practice, prin x, si x, se pot intelege "0" si "1"
logic, doua semnale sinusoidale de aceeasi amplitudine, dar de
frecvente diferite, doud semnale de aceleasi amplitudini si frecvente,
dar de faze diferite etc.

Capacitatea canalului simetric de ordinul doi se
obtine particularizand relatia generala (2.88) pentru n=2, rezultand

C:1+(1—p)log(l—p)+plogp (2.90)
sau, cu notatia (1.44), se poate scrie
C=1-H(p) (2.91)

Avéand in vedere reprezentarea graficd a functiei H(p)

(Fig. 1.3), reprezentarea grafica a capacitatii canalului simetric de
ordinul doi, functie de parametrul p, este data in Fig. 2.8. In aceasta
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figura, cu linie intreruptd s-a reprezentat H(p), iar cu linie

continud capacitatea canalului. Atat din relatia (2.90), cat si din
reprezentarea grafica a capacitatii canalului simetric de ordinul doi
rezultd ca aceasta este nuld pentru p=1/2 si maxima, egala cu C=1,
pentru p=0 sau p=1.

w
el

Fig. 2.8. Reprezentarea grafica a capacitatii canalului simetric de ordin doi

2.9. Determinarea capacititii canalului binar cu
anulari

Acest canal este uniform fata de intrare, avand un alfabet de
intrare binar §i un alfabet de iesire ternar.
Matricea de zgomot a acestui canal este de forma

(vl p(yl‘xl)p<y2\xl)p(y3\xl) [ » a 1-pg
[ (| )J p(yl\xz)p(y2|x2)p(y3lx2) L-p-q q P }

(2.92)
unde p si ¢ sunt numere reale ce caracterizeaza canalul respectiv,
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satisfacand conditiile

{OS p=l (2.93)

0<g<lI
Daca, de exemplu, x,, reprezintd un semnal de frecventa f,,
iar x, un semnal de frecventd f,, atunci prin y,, se va intelege un

semnal de frecventa f, prin y,, un semnal de frecventd f, iar prin

», un semnal de frecventa (fl * fz%.

La receptionarea simbolului y,, egal probabil ar fi putut fi
transmise simbolurile x,, sau x, si din aceasta cauza, la
receptionarea unui astfel de semnal, el se anuleaza, de unde si
denumirea canalului.

Canalul fiind uniform fatd de intrare, Inseamna ca eroarea sa
medie este o constanta. Intr-adevar

H(YX)=-33 p(x 1y, o (3 ) =

k=1 j=1

?iip(xk)p(yj i Jlog p () =

k=1 j=1

=—[ plogp+qlogg+(1- p—q)log(1- p—q) ][ p(x)+ p(x,)]=

=—plogp—qlogg—(1- p—g)log(1— p—q) = const.
(2.94)
Datoritd acestei proprietati, capacitatea acestui canal de

transmisiuni se determind usor utilizand relatia (2.84).

Spre deosebire de cazul canalului simetric de ordinul #, cand
valoarea maxima a entropiei H (Y ) se atingea cand simbolurile

receptionate erau echiprobabile, in acest caz, asa cum se va
demonstra ulterior, p(y,)=const. si, deci, valoarea maxima a
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entropiei se obtine atunci cand

p(»)=r(») (2.95)
Intr-adevir, conform relatiei (2.3), se poate scrie
p(»)=p(x) p+p(x,) (1-p-q) (2.96)
p(y2)=q[p(x1)+p(x2)]=q=const. (2.97)
p(¥;)=p(x)(1-p-q)+p(x,) p (2.98)
Inlocuind (2.96) si (2.98) in (2.95), rezulta
(2p+q—l)p(xl):(2p+q—1)p(x2) (2.99)
Daca
(2p+q—l)¢0 (2.100)
entropia H (Y) devine maxima atunci cand
p(xl)zp(xz) (2.101)
si cum
p(xl)+p(x2):1 (2.102)

rezulta ca entropia H (Y) devine maxima, daca simbolurile x, si x,

sunt aplicate echiprobabil la intrarea canalului, adica

1
p(xl)zp(xz):E (2.103)
Tinand cont de (2.103), relatiile (2.96) si (2.98) devin
1-—
p(y.)=p(y3)=7q (2.104)

Cu relatiile (2.97) si (2.104), valoarea maxima a entropiei
H (Y)este
max[H(Y)]=1—q—(1—q)log(1—q)—qlogq (2.105)
Inlocuind relatiile (2.94) si (2.105) in relatia (2.84), rezulta
capacitatea canalului binar cu anulari, de forma
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C=1—q—(1—q)log(1—q)+plogp+(1—p—q)log(l—p—q)
(2.106)
In cazul ¢=0, canalul binar cu anuliri devine binar simetric.
Impunand ¢=0 in relatia (2.106), rezulta capacitatea canalului binar
simetric, data de relatia (2.90).
Daca relatia (2.100) nu este satisfacutd, se poate scrie

2p+q—1=0c>p:1_7q (2.107)

Inlocuind (2.107) in (2.106), rezulti C=0. In acest caz
simbolurile y; si y; provin egal probabil din simbolurile x;, si x;,
astfel incat, pentru acest caz particular, nu se transmite nici o
informatie pe canalul respectiv.
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