CAPITOLUL 6

ESANTIONAREA SEMNALELOR iN
DOMENIILE TIMP SI FRECVENTA

Cele mai multe semnale de interes practic sunt analogice. Pentru a
le putea prelucra cu ajutorul procesoarelor numerice, acestea trebuie sa fie
transformate 1n secvente, motiv pentru care se impune discretizarea
variatiei lor 1n timp, prin esantionare. Nu numai semnalele analogice pot
fi esantionate, ci si cele discrete. Procedeul de esantionare a semnalelor
discrete este urmat, de obicei, de operatia de "decimare", prin care unele
valori ale semnalului discret sunt ignorate, rezultand astfel un semnal cu o
derulare "mai rapida" decat a semnalului discret esantionat.

O problema importanta care va fi avuta in vedere este
reconstructia semnalului din esantioanele sale, reconstructie posibila, in
anumite conditii, printr-o operatie de filtrare. Stabilirea caracteristicilor
filtrului de reconstructie va face obiectul unui paragraf al acestui capitol.

Esantionarea poate fi efectuata si asupra spectrului unui semnal.
De exemplu, un semnal aperiodic (analogic sau discret), de energie finita,
are spectrul continuu si calcularea sa in practica este posibila numai intr-
un set finit de frecvente discrete. Datorita observarii spectrului la
frecvente discrete, evaluarea sa este cunoscuta ca esantionare in domeniul
frecventa. Astfel de esantionari in domeniul frecventa apar in analiza si
estimarea spectrala. Obiectul prezentului capitol constda in analizarea
esantionarii periodice sau uniforme a semnalelor sau a spectrului lor si
reconstructia semnalelor din esantioanele lor cu ajutorul mijloacelor de
analiza in domeniul frecventa introduse in capitolul 4.

6.1. Esantionarea in domeniul timp si refacerea
semnalelor analogice

6.1.1. Spectrul semnalului esantionat ideal
Asa cum s-a precizat in capitolul 1, de obicei, se considera

esantionarea periodica a semnalului analogic x,(¢) la fiecare T secunde,
care conduce la secventa de esantioane
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x[n]:xa(nT), neZ (6.1)
. 1 .
Frecventa de esantionare F = T trebuie selectata adecvat pentru a nu

rezulta eroare alias. In esantionarea ideala, modelul de extragere a unui
esantion din semnal consta in Tnmultirea semnalului cu un impuls Dirac,
de arie unitara. Daca se considera cazul esantionarii uniforme, cu pasul de
esantionare T=1/F_, modelul esantionarii ideale se extinde la Tnmultirea

semnalului analogic cu semnalul periodic &, () = ZB (t—nT), care este

distributia Dirac periodica [13]. Modelul matematic al esantionarii
uniforme este prezentat in figura 6.1.

=(t) T 2[n]= %) 8t

B{t)

Figura 6.1 Modelul matematic al esantionarii uniforme a unui semnal analogic

Conform modelului, semnalul esantionat are expresia

x[n]= ixa(nT)S(t—nT) (6.1"

n=—o
Fie x,(t) un semnal analogic aperiodic de energie finita, al carui
spectru este

o0

X,(F)= [x, ()" dt (6.2)

Semnalul x,(t) poate fi refacut din spectrul sau prin transformata Fourier
inversa

x,(7)= TXa (F)e’™ dF (6.3)

Se observa ca pentru refacerea semnalului sunt necesare componentele de
frecventa dintr-un domeniu infinit.

Spectrul semnalului esantionat x[n] se calculeaza cu relatia

X(w)= _ix[n]e’“’" (6.4)

n=—00

sau, echivalent X(f)= > x[nJe > (6.4°)
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Semnalul x[n] poate fi refacut din spectrul X(w) sau X(f) prin

transformarea inversa
1/2

x[n]=— jX Je'do = [ X(f e’ df (6.5)
-1/2
Pentru determinarea rela‘glel dintre spectrul semnalului analogic si
al semnalului esantionat, se foloseste relatia dintre variabilele
independente t si n ale semnalelor x,(t) si x[#], adica

N

Inlocuind (6.6) in (6.3) se obtine
< i 1mi
n]=x,(nT)= j X, (F)e"2 s dF (6.7)

Din (6.7) si (6.5) rezulta
1/2 . © jam
j X(f)e’>™ df = j X (F)e ™dF (6.8)
-1/2 —0
Se reaminteste ca esantionarea periodica implica o relatie intre
frecventele F si f, corespunzatoare semnalului analogic si esantionat, de
forma

f== (6.9)
Cu (6.9) relatia (6.8) devine

A omE pn
1 [ X[i]eﬂ dF = | X, (Fle B dF (6.10)
FS 7F% FS —0

Integrala din membrul al doilea al relatiei (6.10) se poate exprima ca o
suma infinita de integrale pe cate un domeniu egal cu Fq.

© j2m1£ 00 (k+1/2)F§ j2ﬂ?n£
[x,(Fle "ar=% [ x/(Fl "dF (6.11)
—0 k==o0 (k~1/2)F;
Daca se noteaza F=F, + kFq (6.12)
suma din membrul al doilea al relatiei (6.11) devine
w (k+1/2)F; _/.27[ w F 12 ’ZnnFlJrkFS
> o[ x(F) ar - > j (F+kFg)e ™ dF =
k== (k—1/2)F k=—0_p /2
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F /2 o F /2 o

—_—E i
- j > X, (F +kFS)eJ2 Fdelzj z)(a(mk}«g)e’2 5 dF =

—F, /2 k=—0 —F, /2 k==
Fil2 o j27mi
= [ Yx,(F -kF ) "aF (6.13)
,ES/Zk:—oo

Tinand cont de (6.13), relatia (6.11) devine

0

0 jZTmi Fy/2 j2m1£
[x.(Fe Fde:j{ZXa(F—kFS)} BdF (6.14)

—Fg /2 Lk=—0
Comparand (6.10) cu (6.14), rezulta
X(Fij =X(f)=Fs > X, (F-kFy)= % > X, (F-kFy) (6.15)
S k=—0 k=—0

Relatia (6.15) reprezinta legatura dintre spectrul X(f) al semnalului
esantionat si spectrul X, (F) al semnalului analogic. Spectrul semnalului
esantionat este suma repetarilor periodice, cu perioada Fg, a spectrului
semnalului analogic scalat cu Fj.

Spectrul semnalului esantionat mai poate fi obtinut prin aplicarea
transformatei Fourier relatiei (6.1'), tinind cont de teorema convolutiei
spectrelor.

X(f)= F{ Zx (nT)3 (¢ —nT)} = X, (/) Ff8, (1)} (6.16)
Spectrul distributiei Dirac periodice este [16]
Fr0}=28, (F)= F3, (F) (6.17)

care este tot o distributie Dirac periodica, cu perioada F,, in domeniul
frecventa si scalata cu 1/T. Cu (6.17), relatia (6.16) devine

X(f)%iXAF)*S(F—nR)%_iXa(F—nFJ (6.18)

In figura 6.2a este prezentat spectrul X ,(F) al unui semnal de
banda nelimitata, cu suportul extins pe toata axa reala; in figura 6.2b este
reprezentata distributia Dirac periodica data de relatia (6.17), iar in figura
6.2c este reprezentat cu linie Intrerupta semnalul periodic

F; ZX (F—kF,) si cu linie continua spectrul semnalului esantionat.

k=—0
Dupa cum se poate observa, oricat ar fi valoarea frecventei de
esantionare, implicit a perioadei de esantionare T=1/F, a unui semnal de
banda nelimitata, din spectrul X(F/F,) al semnalului esantionat nu mai
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poate fi recuperat spectrul initial X,(F) din esantioanele sale
x[nl=x,(nT), ne”Z.

1] X, F)

R

EO(F42F, ) ES(F+E) E3(® ESFHR) EsE-2r)

(b
F
AFF)  BELEF+E) EX F L (FF,)
P e T T T AT
_}w:fll'l E \lk}{lff E \Ij_},z"'j *"k:eij E ll‘k.rf_j E IIHIE-"{ ©
- i . s T
2R -E, 1] E; 2F, F

Figura 6.2. Efectul esantionarii ideale a unui semnal x,(t), cu spectrul X (F) de banda
nelimitata, asupra spectrului semnalului esantionat

6.1.2. Deducerea formulei ideale de interpolare pentru
reconstructia semnalelor analogice de banda limitata

Fie x,?) un semnal analogic de banda limitata, reprezentat in
figura 6.3a. Se observa ca spectrul este zero pentru |F|> B. Aceasta

limitare atrage dupa sine faptul ca x,?) este un semnal cu suport
nemarginit in timp. Expresia (6.15) a spectrului semnalului esantionat
ramane aceeasi. Pentru un ordin k lobii spectrali X(F-kF,) nu se suprapun
daca este indeplinita conditia
B<F, —B sau 2B<F, (6.19)
Daca frecventa de esantionare Fg este mai mare ca 2B, semnalul
esantionat si spectrul sau X(F/F)=X(f) sunt reprezentate in figura 6.3b.
Lobii spectrali de diferite ordine nu se suprapun si relatia dintre lobul
central (k=0) din spectrul semnalului discret obtinut dupa esantionare si
spectrul semnalului analogic este
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Lx(ij |F|g£
X, (F)=1Fs \Fs Fz (6.20)
0 |F|>=—=
2
x, (1) ZiE
1
In £ E | B |
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x[n]=x, (nT) F
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Fig. 6.3. Esantionarea unui semnal analogic de banda limitata si eroarea alias a
componentelor spectrale in cazul subesantionarii
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Transformata Fourier inversa a lui X (F) este
Fy/2

x,(6)= [Xx,(Fle”"dF (6.21)
~Fg/2

fnlocuind (6.20), (6.4') si (6.9) in (6.21), rezulta

1 Fs /2 © —jZnni
xa(t):FS I Zx[n}a s e/ dr =

—Fy /2| n=—

1 ) Fg/2 jZTCF[t,Lj oo Sln[j(t _ nT) (622)
F—Zx[n] fe b dF:Zxa(nT) 71:T
o a L (e=nT)

unde x[n]=x, (nT); T=1/F¢ — perioada de esantionare. Relatia (6.22) este

cunoscuta sub denumirea de formula de reconstructie care implica functia
de interpolare

glt)=——<% (6.23)
7}

translata corespunzator cu nT, n=0, =1, +2... si ponderata cu valoarea
esantionului x,(nT). La t = kT, functiile g(t - nT) sunt egale cu zero, cu
exceptia functiei g(kT-kT) =g(0), care este egala cu unitatea. In
consecinta, x,(t) evaluat la t = kT este chiar esantionul x,(kT). Relatia
(6.22) se numeste formula ideala de interpolare.

Daca, insa, frecventa de esantionare Fg, este aleasa astfel incat
F,<2B (subesantionare), repetarea periodica a lui X (F) are ca rezultat
suprapunerea lobilor spectrali de diferite ordine, ca in figura 6.3c.
Contributia suprapunerilor spectrale din figura 6.3c este reprezentata in
figura 6.3d. Aceasta inseamna ca spectrul X(F/Fg) al semnalului discret
contine aliasuri ale componentelor de frecventa ale spectrului semnalului
analogic X,(F). Suprapunerea spectrelor de la capetele domeniului
fundamental de frecvente [-F¢/2;F¢/2] este ilustrata in figura 6.3c si d si
reluatd in figura 6.4, unde se observa patrunderea unor “cozi’ din
spectrele adiacente domenilul fundamental (figurate innegrit in figurd) in
domeniul fundamental de frecventa, fapt ce determina eroarea alias.

Spectrul semnalului discret se obtine prin reflectarea spectrului

.. : F, Fg |, .
original care depaseste intervalul {—TS,TS} in jurul acestor frecvente,
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motiv pentru care frecventa Fy/2 se numeste frecventa de reflexie

(folding).
Prin limitarea spectrului semnalului esantionat la intervalul

fundamental [-F,/2,F, /2] se obtine spectrul din figura 6.3e, care,
datorita erorii alias, difera de cel al semnalului analogic in domeniul
[-F,/2,F, /2] (figura 6.3a) si, In consecinta, fenomenul alias care apare
impiedica refacerea semnalului original x,(t) din esantioanele sale. X, (t)

este semnalul refacut. Desi semnalul esantionat este de banda limitata, ca
urmare a unei frecvente de esantionare prea reduse, nu se mai poate

reconstrui semnalul initial din esantioanele sale {x[n]=x, (nT),ne Z}.

J'kg[i
GF.s

¥
F, 0 F, Fj'
2 7

Figura 6.4. Tlustrarea erorii alias in jurul frecventei de reflexie

Frecventa de esantionare minima care permite, inca, reconstruirea
semnalului din esantioanele sale, corespunde cazului in care lobii spectrali
se ating, fara, insa, a se suprapune, adica F=2B. Aceasta frecventa
minima, egala cu dublul frecventei maxime din spectrul semnalului, B, se
numeste si frecventda Nyquist.

Rezultatele obtinute pana in acest punct pot fi sintetizate prin
teorema esantionarii sau teorema WKS (Whittaker, Kotelnikov,
Shannon).

Teorema esantionarii

Daca semnalul analogic x,#) este de banda limitata, X (F)=0

pentru | F |> B, atunci x,#) este unic determinat de multimea
esantioanelor sale {x[n]=x, (nT),ne Z}, daca frecventa de esantionare
F . >2B. In ipotezele enuntate, semnalul initial poate fi reconstruit
utilizand relatia de interpolare
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x,(0)= 3 x, (nT)Sm(;j(t_nT) (6.24)

== ;(t—nT)

Din relatia (6.24) se observa ca 1n punctele de esantionare toti
termenii sumei sunt nuli, cu exceptia unuia, a carui valoare este egala cu
valoarea esantionului. Intre doua puncte de esantionare, semnalul se
reconstruieste prin contributia tuturor termenilor sumei.

6.1.3. Tehnici de reconstructie a semnalului

In paragraful precedent s-a aratat ca un semnal trece jos de banda
limitata poate fi reconstituit fara distorsiuni din esantioanele sale, daca
frecventa de esantionare este cel putin egala cu frecventa Nyquist.
Reconstructia semnalului x,?) a fost prezentata ca o problema de
interpolare, cu ajutorul functiei de interpolare ideale g(t), data de (6.23).
Ca o alternativa, reconstructia semnalului analogic din esantioanele sale
poate fi vazuta ca un proces de filtrare liniara in care semnalul discret se
aplica unui filtru analogic.

Relatia dintre spectrul semnalului discret si al celui analogic de banda
limitata este (figura 6.3)

F F.
X|— |=F,X,(F) |Fl<—% (6.25)
F; 2
In acest caz nu exista eroare alias si, deci, spectrul semnalului

discret este identic (pana la un factor de scala, Fy) cu spectrul semnalului

C e F 1
analogic in intervalul fundamental de frecvente |F | < TS sau | f | SE.
Acesta poate fi extras prin filtrare trece jos ideala.

Daca filtrul de reconstructie H (F) are raspunsul in frecventa

T,|FI<F,
H (F)= (6.26)

0| F|>F,
si, daca frecventa de taiere F, a filtrului de reconstructie satisface conditia
B<F <F -B (6.27)

atunci spectrul semnalului refacut X . (F) este

X, (F)=H,(F)X(F/F,) (6.28)
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Daca se aplica semnalul esantionat x[n] la intrarea filtrului ce are
raspunsul in frecventa dat de (6.26) si care respecta conditia (6.27), atunci
la iesirea sa se obtine semnalul X, (¢) care are spectrul X ,(F) egal cu
spectrul semnalului x,(#), care a fost esantionat. Egalitatea spectrelor
atrage dupa sine egalitatea aproape peste tot a semnalelor [NC]
x,()=x,(t) a.pt. (6.29)
Semnalul de la iesirea filtrului de reconstructie se obtine cu
ajutorul operatiei de convolutie intre semnalul esantionat aplicat la

intrarea filtrului si functia pondere a filtrului de reconstructie. Functia
pondere a filtrului de reconstructie este

F. )
h (=T | o/ g = p SN2
b nt

(6.30)

Conform relatiei (6.29), la iesirea filtrului rezulta semnalul analogic
original

%, (0) = by ()%, (1T) =, (0% 3%, (TS (¢ = nT) =

. - (6.31)
> x, (D), () *8(t —nT)]= > x,(nT)h,(t —nT)
fnlocuind (6.30) in (6.31), rezulta _
X sin2nF . (t —nT)
t = T T < =
x, (1) n;oxa(n ) o nT)
. (6.32)
i 2F, sin2nF (t —nT)
z x,(nT)—= ¢
“~ F. 2nF.(t—nT)

In cazul F=2B, conform relatiei (6.27), frecventa de taiere a filtrului de
reconstructie devine F.=B=F/2=1/2T si relatia de reconstruire (6.32) se
particularizeaza, devenind

. T
. ix (nT)smT(t—nT): ix _n \sin2nB(t—n/2B) (6.33)
‘ = T = “\2B) 2nB(t-n/2B) '

Se observa ca pentru frecventa de taiere F =F/2, care este frecventa de
taiere maxima posibila a filtrului trece jos, functia pondere a filtrului de
reconstructie este egala cu functia de interpolare ideald. Reconstructia
semnalului vazuta ca un proces de filtrare este ilustrata in figura 6.5. In
figura 6.6. se prezinta raspunsul in frecventa si raspunsul la impuls al
filtrului trece jos ideal.
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Semnal de Semnal

intrare FTJ reconstruit
00 > ideal 0 > /T T
S x, (nT)5 (¢ - nT) 5= x,(nr) SO TN = 1T)
n=-—w n=-—w (TE /T)(t - I’lT)

Figura 6.5. Reconstructia semnalului ca un proces de filtrare

h(E)
HiF) .
T T=17F, ’
4T /T 2T/ N 4T
Fgf2 0  Fef2 T W _A3T \/T T\/ 3TN Tt
(a) (b)

Figura 6.6. Raspunsul in frecventa (a) si la impuls (b) al FTJ

In figura 6.7 se prezinta semnalul analogic reconstruit prin suma
(6.33). Se observa ca in punctele de esantionare toti termenii sumei sunt
nuli, cu exceptia unuia, a carui valoare este egala cu valoarea
esantionului. Intre doua puncte de esantionare, semnalul se reconstruieste
prin contributia tuturor termenilor sumei.

S iy

(n-2} (n-19T 0T (10T

Figura 6.7. Semnalul x,(t) reconstruit prin suma (6.33)

Filtrul trece jos ideal de reconstructie este necauzal si, deci,
nerealizabil fizic. Reconstructia obtinuta prin filtrare trece jos a
semnalului esantionat nu este singura posibila. Exista si alte metode de
interpolare, dar ele sunt aproximari, pe cand relatiile deduse pana acum
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sunt egalitati. Semnalul reconstruit x,(z) nu va mai fi egal cu x,(2), ci se
poate scrie doar ca x, (t) = x,(¢).

In continuare vor fi prezentate numai cateva tehnici practice
simple, bazate pe interpolare constanta si liniara, dar evident, neideale,
care vor fi tratate drept operatii de filtrare liniara.

Interpolarea de ordinul zero

Un interpolator de ordinul zero aproximeaza semnalul analogic
printr-o serie de impulsuri rectangulare a caror inaltime este egala cu
valoarea esantionului de semnal. Figura 6.8a prezinta aproximarea
semnalului analogic x,(z) printr-o intrrpolare de ordinul zero. Dupa cum
se observa, x,(t) este un semnal in trepte de amplitudine egala cu

valoarea esantionului pe care o pastreza T secunde. La aparitia
urmatorului esantion, semnalul sare la urmatoarea valoare pentru T
secunde s. a. m. d. Daca aceasta procedura este vazuta ca filtrare liniara,
situatie prezentata in figura 6.8b, raspunsul la impuls al interpolatorului
de ordinul zero este

I, 0<t<T

h(t) = ' (6.34)
0, in vrest

Acesta este prezentat n figura 6.8c.

Sernnal a
esantionat | Interpolator de E,alf)
| ordin zero
b)
hit)
1
t
T &) t

Figura 6.8. a) Aproximarea unui semnal analogic prin interpolare de ordinul zero, b)
interpretarea nterpolarii ca filtrare liniara, ¢) raspunsul al impuls al interpolatorului de
ordin zero

Raspunsul corespunzator in frecventa este

H(F) =" h(nye™dt =" e dr = T(%}-f"” (6.35)

208



Raspunsurile de modul si faza ale filtrului H(F) sunt date in figura 6.9.
Pentru comparatie, raspunsul in frecventa al interpolatorului ideal este
suprapus (reprezentat punctat) peste caracteristica de modul a
interpolatorului de ordinul zero.

—

8

==

|

e

|
[

| ey

==

o

|

2
T

=

2 L
T T (&) ) -

Figura 6.9. a) Caracteristica de modul b) caracteristica de faza a interpolatorului de
ordinul zero

Se observa ca interpolatorul de ordinul zero nu are o caracteristica cu
panta de taiere abrupta, lucru care se datoreaza alurii abrupte a lui h(t). Ca
urmare a acestui lucru, interpolatorul de ordinul zero permite trecerea
frecventelor alias nedorite (superioare lui F/2). Pentru a remedia aceasta

problema, se obisnuieste a se filtra trece jos semnalul x,(¢), operatie prin
care acesta devine mai neted.

Interpolarea de ordinul intdi

Interpolarea de ordinul intdi aproximeaza semnalul x(t) cu
segmente de dreapta, care au panta determinata de esantionul curent
x,(nT) si cel precedent x,(nT-T). Ilustrarea acestei tehnici de reconstructie
este prezentata in figura 6.10a. Relatia matematica intre esantioanele de
intrare si semnalul de iesire este

% (1) =x (nT)+xa(nT)—xa(nT—T)

(t-nT), nT<t<(n+DT (6.36)
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5 hit)
1
oT
T t
| ' -1 \I
a) b

Figura 6.10. a) Aproximarea unui semnal analogic prin interpolare de ordinul intdi b)
raspunsul al impuls al interpolatorului de ordin intdi

Daca interpolarea de ordinul intai este vazuta ca o filtrare liniara,
raspunsul la impuls al interpolatorului este

1+, o<t<r
T
h(t) = 1—%, T<t<2T (6.37)
0 inrest
[EF)

#E)

r | ba

| 4 :
=

: b
| b2 4
e

()

o
[ [t}

2 L 12
T T T T

Figura 6.11. a) Caracteristica de modul b) caracteristica de faza a interpolatorului de
ordinul Intai

Acesta este reprezentat 1n figura 6.10b. Raspunsul in frecventa al
interpolatorului de ordinul intai este
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H(F)=T(+ 47cF2T2)”2($)e’9(F) (6.38)
TT

unde faza O (F)=-nFT +arctg(2nFT). Caracteristicile de modul si de
faza sunt prezentate in figura 6.11a si b.

Deoarece, dupa cum se observa din figura 6.11a, si aceasta tehnica
de reconstructie introduce distorsiuni datorita trecerii componentelor de
frecventa mai mari decat F/2, interpolatorul de ordinul intai este urmat de
un FTJ care sa atenueze frecventele superioare frecventei de folding.
Varfurile din H(F) din interiorul benzii |F < F,/2 pot fi nedorite in
multe aplicatii, caz in care este posibila modificarea raspunsului la impuls
prin reducerea pantei cu un factor B <1, fapt ce are ca rezultat obtinerea
unui raspuns la impuls h(t) reprezentat in figura 6.12a. Raspunsul in

frecventa corespunzator este [PM]
H()=T|{1-p + B+ jonrT) 0L o | ST
T nFT

Acesta este reprezentat in figura 6.12b pentru  =0,5, =0,3, =0,1. Se
observa reducerea varfurilor pentru B =0,3 si disparitia lor pentru
B=0,1.

(6.39)

32 1 0

1
T T T T T

3L

Figura 6.12. Raspunsul la impuls (a) si caracteristica de modul (b) ale interpolatorului de
ordinul Intai modificat

Interpolarea liniara cu intdrziere

Prin modul de operare a interpolatorului de ordinul intai se
efectueaza o extrapolare liniara sau o predictie liniara a esantionului
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urmator al semnalului pe baza esantionului x,(nT) si x,(nT-T). Ca urmare,
semnalul estimat X (f) prezinta salturi in punctele de esantionare.

Acestea pot fi evitate prin introducerea unei intarzieri de un esantion in
procesul de reconstructie si punctele de esantionare succesive pot fi
conectate prin linii drepte. Semnalul rezultat prin acest tip de interpolare
este

x,(nT)—x,(nT~-T)

X,)=x,(nT-T)+ T

(t—nT), nT <t<n+1)T

(6.40)
Aceasta tehnica de interpolare este prezentata in figura 6.13. Se observa

calat=nT x,(nT)=x,(nT-T) silat=nT+T x,(nT+7T)=x,(nT).

z,(t)

.
(.
ll Lo
0 T 2T 31T4‘T5IT\Q\1:
|

Figura 6.13. a) Aproximarea unui semnal analogic prin interpolare de ordinul intai cu
intarziere

Daca aceasta tehnica este vazuta ca o operatie de filtrare liniara,
interpolatorul liniar cu intarziere de T secunde are raspunsul la impuls

i, 0<t<T
T
h(t) = 2—%, T<t<2T (6.41)
0 inrest

Raspunsul in frecventa corespunzator este
. 2
sintF'T o T
nFT

Raspunsul la impuls, caracteristica de modul si de faza ale
interpolatorului liniar cu intdrziere sunt prezentate in figura 6. 14. Se
observa caderea abrupta a caracteristicii de modul si prezenta unor lobi

H(F)= f; h(t)e /> dt = T( (6.42)
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mici pentru frecvente mai mari decat F,. In plus, datorita intArzierii,
caracteristica de faza este liniara. Prin folosirea unui FTJ cu taiere abrupta
in jurul frecventei de FJ/2 dupa acest interpolator, sunt reduse

componentele de frecventa inalta din semnalul x_ (7).

0

H
2
H

3 2 1 0 1 2 3
T T T T T T
! ®
Figura 6.14. Raspunsul la impuls (a) si caracteristica de modul (b) ale interpolatorului de
ordinul Intai cu intarziere

Exemplul 6.1.

Sa se determine spectrul semnalului analogic aperiodic
x, ()= e_”"‘,a > 0si spectrul semnalului discret obtinut prin esantionarea
uniforma a semnalului analogic.
Solutie.

Spectrul semnalului analogic este

) 0 0 )
X, (F)= J.xa (e ™ 'dr = J-e_a‘t‘e_jzmdt = J.e”te_jz"F'dt +J-e_”te_j2"F’dt =
—o0 —00 —© 0
T o T o 1 1 2a
:J‘e ateJZTthdt+'[e ate jzﬁF[dt: : + : — . —
0 0 a—j2nF  a+ j2nF a +4n°F

(6.43)
Presupunand semnalul analogic esantionat cu frecventa de

) 1 . .
esantionare F, = T se obtine semnalul discret

xn]=x,(nT)=e """ = ()" (6.44)
Spectrul semnalului discretizat prin esantionare este
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F & . i3 o o
X(FJ — X(f) — Zx[n]e—jZTCfn — Z(e—aT)M\e—jann — Z(e—aT)—n e—jZTc/n +

—2aT —2aT
l—e |

—aT \n _—j2nfn
+ E (e )'e’ ™ = =
—2aT _ —aT F

= l+e 2¢™"" cos2nf 1+e27 — 20~ cos 2

s

(6.45)

Acesta este periodic de perioada F,, datorita termenului cos2m —.

N

Spectrul X, (F)fiind de banda nelimitata, eroarea alias nu mai poate fi

evitata. Conform relatiei (6.18), spectrul semnalului reconstituit x,_(¢) este

i 1_ 672aT B
F 14 e Z 0677 cos 2 r
Xa(F)z _ T(l_e—ZaT) | |<£_L (646)
l+e " —2¢ T cos2nFT ™ '~ 2 2T
F,_ 1
O, |F| > ? = ﬁ

Comparand spectrul semnalului neesantionat (relatia (6.43)) cu cel al
semnalului esantionat (relatia (6.46)), rezulta ca acestea pot sa difere
destul de mult, pentru o frecventa de esantionare aleasa neadecvat.

In figura 6.15a se prezinta semnalul analogic original x,(t) si spectrul sau
pentru a=1. Semnalul esantionat x[n] si spectrul X(F/F,), pentru F=1Hz
sunt date in figura 6.15b. Se observa distorsiunea de tip alias ce apare in
domeniul frecventa si diferenta dintre semnalul refacut X, (), reprezentat
in figura 6.15c, pentru F=I1Hz si semnalul original. Prin cresterea
frecventei de esantionare, se pot reduce substantial distorsiunile alias,
situatie reprezentata in figura 6.15d, pentru freventa de esantionare F =20
Hz.

Intadevar, daca in relatia (6.46) T este considerat suficient de mic, astfel
incat | 2aT |<< 1, numaratorul si numitorul pot fi descompuse in puteri ale

lui T pana la ordinul doi, pentru |F | < % obtinandu-se
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T(l _ e—ZaT)
X (F)= ~
o(F) 1+e2T =277 cos2nFT

T[1—(1-2aT +2a°T?)] (6.47)

~
~

1+(1—2aT+2a2T2)—2(1—aT+;asz)(1—2n2F2T2)
unde, pentru |(p| <<1, s-au folosit
aproximatiile: e® ~ 1+ +%(p2;coscp ~1 —l(pz.

Neglijand termenii de ordin mai mare ca doi in (6.47), se obtine
2aT
X (F)=~ —
() 2-2aT +2a’T* -2+2aT -a’T’ +4n *F’T’

2aT? 2a

a’T* +4n°F*’T* o’ +4n’F’°
Pentru acest caz particular s-a aratat ca spectrul semnalului reconstituit se
apropie de spectrul semnalului analogic de banda nelimitata, daca
frecventa de esantionare creste suficient de mult.

. JN

-1 —050 051

X(EF)
x[n]
1’0 j
r 1 |
1 1

2 -1 0 1 2 't 2 -1 0 1 2 ¢t
(c) ()
Figura 6.15. (a) Semnalul analogic x,(t) si spectrul sau X,(F) pentru a=1; (b)

(6.48)

x[n]=x,(nT) si spectrul sau pentru a=1 si F,=1 Hz; (c) semnalul reconstruit X, (¢)

pentru F=1Hz; (d) semnalul reconstruit X, (#) pentru F=20Hz.
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6.1.4. Erori in esantionarea ideala a unui semnal analogic

In acest paragraf se vor considera numai erorile determinate de
suprapunerea lobilor spectrali. In figura 6.16 este prezentat un semnal de
banda nelimitata, esantionat cu frecventa F=1/T. Lobii spectrali se
intrepatrund, astfel incat, filtrand cu un FTJ ideal cu frcventa de taiere
F=F/2, in banda filtrului nu intra numai o parte din lobul central, ci si
"cozi" spectrale ale lobilor vecini.

}f ()
, 7 w’x —_— 7
‘ﬂﬁf’ﬂﬂ) W F, 4 (F) T FS(F-F )
il

7
.5
B Ko (FF,) T Ko(F) ™ AX (F-E )

"\H;"_“\ /‘_““-\_r.r"_“‘\ VAR e Vel vl
""{:J_/"“‘*:—”"'l,-“m_,- ‘u’r\“‘,\_"_—/"‘\ 7
1 Hr(F)
_i"'Hg g Fg =E;J""2 F

Figura 6.16. Semnalul de banda nelimitata are lobii intrepatrunsi. In intervalul de filtrare
intra contributia tuturor lobilor spectrali

Din figura 6.3 se observa ca si in cazul semnalelor de banda limitata pot
aparea asemenea efecte, prin care "cozi" spectrale ale lobilor vecini intra
in intervalul spectral de filtrare, determindnd fenomenul de aliere sau
eroare alias. Eroarea alias este definita cu relatia

e, (1) =x,()=X,(t) = x,(t) = x, (nT) * h, (1) (6.49)
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Evaluarea acestei erori se efectueaza pentru semnalul x, (¢1)«—— X _(F),

al carui spectru X,(F) are suportul nemarginit, utilizdnd relatiile de
refacere a semnalului.

® Fl2 o
ea(t): IXH(F)eﬂ”FtdF_ I ZXa(F_nFS)ejZT[Ft:
- —F, /2 n=—%0
o (2n41)F, /2 (6.50)

J‘Xa (F)ejZTthdF _ Z J‘Xa (u)ejznmejnzn@du

—» n=-o (2n-1)F, /2
Cu transformarea n — —n si u — F si exprimarea primei integrale ca o
suma de integrale, relatia (6.50) devine

w  (2n+1)F,/2 w (2n+1)F, /2
e, (t) _ z J‘Xa (F)e_/antejnzn@dF _ Z _[Xa (F)e_jZTEFte—jn2TrFStdF _
n=-0 (2p-1)F, /2 n== (2p-1)F, /2
w (2n+1)F, /2
Z(l _e—jnzmt) J’Xa (F)ejZnFtdF
n=-o0 (2n-1)F, /2
(6.51)
Tindnd seama de faptul ca |[1—e "™ |<2, modulul erorii poate fi
majorat, obtinandu-se
w  (2n+)F, /2 w
e, 02y [IX,(F)=2[ X, (F)e’"dF (6.52)
n==o (2p-1)F, /2 —

Relatia (6.51) se poate exprima in forme alternative care permit stabilirea

unor margini superioare mai fine decat (6.52) pentru modulul erorii.
(2n+1)F, /2

-1
e, (=Y (1= [ X, (Fle”"dF +

(2n-1)F, /2
OO (2n+1)F, /2 (6'53)
1 _e—jnzﬂFSl‘ X F jZT[FtdF
2 a
n=1 (2n-1)F, /2

Efectudnd in prima suma schimbarea de indice n=-k, inversarea limitelor

integralei si revenind apoi la indicele n, se obtine
(2n+1)F, /2

e, ()= (=) [ X, (Fle”"dF -
n=1 (2n-1)Fy /2
—(2n+1)Fg /2
(—e ) [ X, (F)e”""dF

—(2n-1F, /2

(6.54)
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Efectudnd in a doua integrala schimbarea de variabila F=-u si revenind

apoi la variabila F se obtine
(2n+1)F, /2

e, (t)= 2(2 jsin(nnF.t)) [e "™ J‘ X, (F)e’™ dF +
" (2n-1)F, /2
(2n+D)F, 12

+ e[ X, (F)e T (—dF)] =

(2n-1)F, /2
o (2n+1)F, 12
= ZjZ[sin(nnFst) _[Xa (F)eJZTc(F—Fs/Z)t - X, (_F)e—jZTC(F—Fs/Z)tdF]
n=1 (2n-1)F /2

6.55
Exprimand transformata Fourier X (F) sub forma (639
X (F)=| X, (F)|e"" (6.56)
si tindnd cont ca | X, (F)| este o functie para, iar O (F) impara, relatia
(6.55) devine

2n+1)Fg /2
e, (t) = 2ji[sin(nnFst)( J2|3Xa (F)| (ej[Zn(Fst/2)t+9(F)] _efj[Zn(Fst/2)t$(F)]dF]
n=l 2n-1)F, /2
(6.57)
Prin majorari succesive 1n relatia (6.57) se poate ajunge la diferite
expresii ale marginii superioare ale erorii alias.

6.1.5. Esantionarea ideala a semnalelor analogice periodice

Se considera un semnal periodic, de perioada T,, al carui spectru
se intinde pana la a N-a armonica (cea mai mare frecventa din spectrul
semnalului periodic este NF,, unde F,=1/T este frecventa fundamentala).
Un astfel de spectru este prezentat in figura 6.17a. Daca se esantioneaza
semnalul cu frecventa F,, aflata in relatie armonica cu fundamentala,
F=(M/K)F,, M,K € N, semnalul esantionat ramane periodic. Aceasta

esantionare se numeste de tip "corelat".
Daca x,(1)=x,(t+1), x,(¢) <> {¢; }, k=-N,...,0,...N, atunci

N
X, (F)= Y 2n¢,8 (F —kF,) (6.58)
k=—N
Dupa esantionarea corelata cu frecventa Fs=1/T, se obtine semnalul
discret

x,[n]=x,()5,(?) (6.59)
al carui spectru este
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XP%JZF tx, (08, (0} = X, (F)* F{8, (1)} =

N

(6.60)

1 D 8 (F —kF, —nMFO)
Tk:—oo K

Din relatia (6.60) se constata ca spectrul semnalului discret obtinut prin
esantionarea semnalului periodic este o repetare periodica, cu perioada
(M/K)F, a spectrului de linii {c,} al semnalului periodic, scalat

corespunzator. In figura 6.17b este prezentat spectrul semnalului periodic
esantionat.

Figura 6.17. Spectrul unui semnal periodic (a), spectrul semnalului peridic esantionat
corelat (b)

Lobul spectral corespunzator lui n=0 se intinde pe semiaxa
pozitiva a frecventelor pana la NF,, careia 1i corespunde termenul
2nc 0 (F = NF;). Cea mai mica frecventa a unei componente spectrale
din lobul corespunzator lui n=1 este (((M/K)-N)F,, careia ii corespunde
termenul 2mc 0 (F +NF, —(M /K)F,). Lobii spectrali corespunzatori
lui n=0 si n=1 nu se suprapun daca

NF, <(M—NJFO; M>2N (6.61)
K K

Daca toate esantioanele se prelucreaza in aceeasi perioada a semnalului
(K=1), conditia (6.61) devine M>2N, adica numarul de esantioane
prelevate trebuie sa fie un intreg mai mare decat 2N; M >2N +1.
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Teorema esantionarii semnalelor periodice (1)
Daca semnalul x,(t), periodic, de perioada T, F;=1/T , are spectrul limitat
la a N-a armonica, atunci semnalul poate fi unic determinat din

esantioanele sale {xp(kT?)|0SkSM —1}, prelevate in decursul unei

singure perioade T, a fundamentalei, daca M >2N +1. La limita, din
fundamentala se preleveaza trei esantioane. Daca cea mai mare frecventa
din spectrul semnalului este B=NF,, atunci conditia de esantionare fara
erori devine

F =MF,22B+F,=(2N+1)F, (6.62)
Se observa ca F, este un multiplu intreg al lui F,. Diagrama spectrala din
figura 6.17 ilustreaza esantionarea corelata (F=MF,) a unui semnal
periodic cu spectrul limitat. Pentru ca grupurile spectrale ale coeficientilor
sa nu se suprapuna, este necesar ca F, sa fie la limita (2N+1)F,. In rest,
frecventa de esantionare poate fi mai mare, dar, pentru pastrarea
periodicitatii si dupa esantionare, este necesar ca F, sa fie in relatie
armonica cu F,. Daca F, si F, sunt 1in relatie armonica,

F = EFO’ K #1, teorema esantionarii poate fi reformulata.

Teorema esantiondrii semnalelor periodice (2)
Daca semnalul x(t), periodic, de perioada T,, F;=1/T,, are spectrul
limitat la a N-a armonica, atunci semnalul poate fi unic determinat din

esantioanele sale {x, 0<k< [M /K ]—1} , prelevate in decursul unei

singure perioade T, a fundamentalei, daca M>2KN. Din fundamentala se
preleveaza cel putin doua esantioane distantate la mai putin de T/2, altfel
ajungandu-se la cazul esantionarii zerourilor fundamentalei.

Esantionarea semnalelor periodice de spectru limitat poate fi
realizata si in urmatorul mod: in loc de a se retine cate un esantion la
T,/M secunde intr-o perioada fundamentald, se pot preleva esantioane
adiacente din perioade succesive, situatie ilustrata in figura 6.18, unde
incrementul pasului de esantionare s-a considerat T /M.

T=T,+T,/M (6.63)

VAR A RNE.
0 \/T—Tp-hﬂt\/ET +oAL \/BT +3£~.t\\

Figura 6.18. Esantionarea unui semnal periodic de perioada 7, cu pasul 7'=T » T At,

unde AtZTp/M,MeN.

220



In acest caz prelucrarea dureaza M perioade. Este posibila si o esantionare
mai rard, prin prelevarea esantioanelor adiacente la un interval de K
perioade T, plus incrementul T,/M, adica

T=KT,+T,/M (6.64)

In acest caz prelevarea celor M esantioane dureaza KMT, secunde, adica
KM perioade. Semnalul rezultat prin esantionare are componente
spectrale foarte apropiate de zero, cu atadt mai apropiate cu cat K este mai
mare. Principiul de esantionare prezentat este folosit in osciloscoapele cu
esantionare, unde frecventa semnalului este cobordta prin esantionare
dupa relatia (6.64) la valori la care se pot utiliza amplificatoare obisnuite
(cele de banda foarte larga sunt mai dificil de construit).

— —

5(F +Fq) +,§[F‘Fs]
M F
() —_— o 0K —_—
I Tl : I
I I I
1 . |Fl I 1 . F
(kD -Fq o g FE R
T k=2 T k=1 :-'['L 1= 1| - 1 4=
I 1 I I I
I | I I I I F
1 - : 1 - : I - | 1 - 1 -
(<) -IF, -Fy B BT F 2F,
F
e
F
(el

JEITEL].

() _7F;-6F;.5F, 4F;3F, -2F, "Fe U Fy 2F 3F, 4F, 5F; 6F; 7F,

Figura 6.19. Spectrul unui semnal periodic (a), spectrul obtinut prin esantionarea unui
semnal periodic cu respectarea teoremei esantionarii (b) si (c) si fara respectarea
teoremei esantionarii (d), (e), (f).
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In figura 6.19 sunt prezentate spectrele obtinute prin esantionarea
unui cosinusoide de frecventa F,. S-a considerat numai cazul esantionarii
corelate, cu Fs=(M/K)F,. In figura 6.19b si ¢ sunt date spectrele obtinute
pentru F=4F>2F, si F=3F>2F,. In banda de trecere a filtrului de
reconstructie, cu frecventa de taiere F, Fy <F, <F,/2 intra numai o

pereche de linii spectrale, astfel ca semnalul initial poate fi reconstruit din
esantioanele sale. Componenta din stdnga s-a figurat cu linie intrerupta.
Daca se esantioneaza cu F=2F, fara a respecta teorema esantionarii
semnalelor periodice, care cere strict inegalitatea F>2F, (si nu admite
egalitatea ca in cazul semnalelor aperiodice) apare fenomenul de
suprapunere a lobilor spectrului, adica o linie din stdnga este suprapusa
peste o linie din dreapta. Pentru frecvente F.<2F,, se prezinta doua cazuri.
Din figura 6.19¢ se observa ca pentru F =(3/2)F, lobii spectrali de diverse
ordine se intrepatrund. Pentru F=F; (figura 6.19f) se produce din nou
supapunerea liniilor spectrale. In concluzie, refacerea semnalului periodic
initial din esantioanele sale, folosind un FTJ ideal, se poate realiza numai
daca F>2F,,.

6.2. Esantionarea semnalelor discrete
6.2.1. Spectrul semnalului discret esantionat

In prelucrarea numerica a semnalelor exista situatii in care, pentru
a creste viteza de lucru, se impune reducerea frecventei semnalelor. Acest
lucru se realizeaza prin esantionarea semnalelor discrete, care consta in
retinerea esantioanelor acestuia la intervale care sunt un multiplu al unui
intreg pozitiv M.

Fie semnalul §,,[n], care este un tren de impulsuri cu perioada M.

8, [n]= > 8[n—kM] (6.65)
k=—0
In spatiul semnalelor discrete acesta este echivalent distributiei Dirac
periodice din spatiul semnalelor analogice, dar, spre deosebire de aceasta,
este o functie obisnuita.
Daca x[n] este un semnal discret, atunci semnalul discret esantionat

x,[n] este

(6.66)

(] x[n],n=0,xM;£2M...
x,[n]=
! 0 in rest

Acesta se obtine prin produsul
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® .o =2 €6 -4 2 01234 & g 10 12

2 4 ] & 10 12

()

Figura 6.20. Semnalul discret x[7] (a), semnalul 8 ,,[7] (b), semnalul discret
esantionat (c) si semnalul discret esantionat si decimat (d)

x,[n] = x[n]o ,,[n] = x[n] iS [n—kM]= ix[kM]S [n—kM] (6.67)

k=—c0 k=—o0
In figura 6.20a este prezentat semnalul discret x[n], in figura 20b -
semnalul periodic &,,[n], iar in figura 6.20c - semnalul discret x,[n]
esantionat cu pasul M=3. Acesta contine cate doua valori nule (in general
M-1) intre doua valori prelevate din x[n]. Se presupune ca restrictia la
perioada principala a spectrului X(w) are suportul [-o,,0, ], cu
®,, <7 . Spectrul semnalului J,,[n] este

Fioy =0, Y300, o =2 (6.68)
k
Aplicand teorema produsului semnalelor (teorema convolutiei circulare in

domeniul spectrului) rezulta spectrul semnalului esantionat, X, (®).

X, (@) =F{x[n]o,,[n]} =%X(w)®2ﬁn i d(®w—kw,); o, =2ﬁn (6.69)

Convolutia circulara se efectueazd pe o perioada de lungime 2m .
Suportul distributiei Dirac & (w —kw,) din acest interval se reduce la un

=—0
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o 2nk .
punct ® =k , in conditia 0<ko, <21t sau 0< S 2n, adica

0<k<M . Drept urmare, indicele k din (6.69) se limiteaza la
0<k<M -1 si spectrul semnalului discret esantionat X ,(®) reprezinta
prelungirea prin periodicitate a restrictiei la perioada principala

1 i 1 o
X, (®) ZHXr((D)*25(@—7@‘;):%2)(%@ —ko,); 0, =7 (6.70)
k=0 k=0

unde X, () reprezinta restrictia la aceeasi perioada principala a lui
X(w).
Deoarece X (w) este periodic de perioada 2rn , din (6.70) se observa ca
prelungirea prin periodicitate cu perioada 2r a lui X, (®) este si
periodica de perioada o , X, (0 +®,)=X,(®).

In figura 6.21a s-a reprezentat spectrul semnalului discret X (o),

periodic de perioada 2w, iar in figura 6.21b, spectrul semnalului
esantionat, periodic de perioada 2n /M , pentru M=3. Lobul spectral k=0

se intinde pe semiaxa ® >0 pana la ,,. Primul lob vecin axat pe ® are
frecventa minima o, —®,,. Conditia de evitare a suprapunerii lobilor
spectrali este ®,, <o, —®,, adica

0, >220,,0, =2n/M (6.71)
Relatia (6.71) este asemanatoare cu (6.19) stabilita pentru semnale

analogice.
o o ____ WX _ m_
(2) -im oy 0y in »
111_ X le)
AN DN AN DN N AN
by -im g, Wy th,: w\lw{ds n i
s M

Figura 6.21. Spectrul unui semnal discret (a) si spectrul semnalului discret esantionat
pentru M=3 (b) cu respectarea relatiei (6.71)
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Cum o, =7Q,,, unde Q,, =2nB este pulsatia maxima a semnalului
analogic din care provine x[n], iar T — pasul de esantionare a semnalului
analogic, rezulta

Mr<" . <. popT (6.72)
QM M
Aceasta inseamna ca semnalul discret x[n] poate fi esantionat cu pasul M

fara sa apara suprapunerea lobilor spectrali daca semnalul analogic ar fi
putut sa fie esantionat cu perioada T'=MT, respectandu-se teorema WKS.
In aceste conditii, semnalul analogic a fost, initial, supraesantionat. Daca
(6.71) nu este satisfacuta, apare suprapunerea lobilor spectrali vecini,
situatie prezentata in figura 6.22. Erorile care apar sunt de tip alias si
semnalul discret initial nu mai poate fi recuperat din spectrul semnalului
discret esantionat.

) —2':".!
Figura 6.22. Spectrul unui semnal discret (a) si spectrul semnalului discret esantionat
fara respectarea relatiei (6.71), adica @, —®,;, <®,, (b)

6.2.2. Reconstruirea semnalului discret din esantioanele
sale

Daca, dupa esantionare, lobii spectrali ai semnalului esantionat nu
se suprapun, este posibila reconstruirea semnalului initial din esantioanele
sale x,[n] prin filtrare trece jos idealda, efectuata cu un filtru de

reconstructie A, (®), dupa cum rezulta din figura 6.23.
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Figura 6.23. Reconstruirea semnalului discret din semnalul discret esantionat prin filtrare
trece jos ideala cu @, = /2

Raspunsul in frecventa al filtrului este periodic de perioada 2m si are
expresia

N,|o-2kn <o,
H (0)= ) ; 0, <0, <0, -0, (6.73)
0, 1inrest
Raspunsul la impuls al filtrului de reconstructie este
hn]= P =2 o T (6.74)

no, 2 M
Semnalul filtrat X (w) este
X, (0)=H,©)X,) (6.75)

Semnalul refacut este

) , L TR sin[(t / M)n—kn ]
x,[n]=h[n]*x,[n]= k;xl[k]hr[” k] k; MEM] (t/M)n—kn
(6.76)

deoarece x,[k]=0 pentru k # Mn si x [kM]=x[kM].
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6.2.3. Decimarea unui semnal discret

Dupa esantionarea unui semnal discret rezulta un semnal in care,
intre doua valori retinute, sunt intercalate M-1 zerouri care nu aduc nici o
informatie despre semnalul x[n] care a fost esantionat. Acestea pot fi
omise, rezultind un nou semnal, denumit "decimatul" semnalului
esantionat, notat x,[n]. Din semnalul decimat se poate reconstrui
semnalul nedecimat prin inserarea a M-1 zerouri intre doua valori
consecutive. In figura 6.20d este reprezentat semnalul x pln] rezultat prin

decimarea semnalului discret esantionat x,[n]. Intre semnalul discret
decimat si cel esantionat exista relatia

Xp[n]=x[nM] (6.77)
unde M este factorul de decimare, numar natural. Factorul de decimare
poate fi si rational pozitiv, dar acest lucru nu face obiectul paragrafului de
fata, ci al domeniului referitor la prelucrarea multirate a semnalelor.
Spectrul semnalului decimat se determina aplicdnd transformata Fourier
in timp discret

X (@) = Fixplnly = S xynle ™ =

. wn:_w (6.78)
= > x[nM]e”" =) x[nle"M = Xl(%j

Tinand seama de (6.70), relatia (6.78) conduce la restrictia lui X, (®) la
perioada principala

M- _
X, (@)= ﬁ Xr[—‘” Mkz“ j (6.79)
k=0

Se observa periodicitatea de perioada 2m a spectrului semnalului

esantionat si decimat. Pentru k=0, lobul central %X (%) se anuleaza la

argumentul v =,,, deci ® = Mw,, . Prin urmare, lobii spectrali ai lui

X (o) au intinderea de M ori mai mare decat a lobilor semnalului initial.
In figura 6.24 sunt ilustrate spectrul semnalului initial X (o), spectrul
semnalului esantionat cu M=2, X, (®), si spectrul semnalului obtinut
dupa decimarea semnalului esantionat X , (o).
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Figura 6.24. Spectrul semnalului discret (a), spectrul semnalului discret esantionat (b) si
spectrul semnalului decimat (c).

6.3. Esantionarea spectrului unui semnal analogic
aperiodic de durata finita

Asa cum s-a specificat in paragraful 4.1.2, semnalele analogice
aperiodice, de energie finita au spectrul continuu. In cele ce urmeaza, se
considera esantionarea periodica a spectrului unui astfel de semnal,
urmarindu-se apoi refacerea semnalului din esantioanele prelevate
echidistant din spectrul sau.

Fie x,(t) semnalul analogic aperiodic al carui spectru continuu este
X, (F). Se presupune ca se preleveaza esantioane din X (F) distantate la OF
Hertzi, ca 1n figura 6.25. Se pune apoi problema refacerii lui X (F) sau,
echivalent, x,(t) din esantioanele X (k8F); k € Z .

Din punct de vedere matematic, aceasta problema este duala
esantionarii unui semnal continuu in domeniul timp. in urma esantionarii
spectrului continuu

X, (F)= j x,(t)e > dr (6.80)
se obtine )

X, (k3F)= [x,(t)e """ dt (6.81)

—0

228



Se defineste perioada de esantionare

1
Ty=— 6.82
s T3F (6.82)

Cu (6.82), relatia (6.81) devine

0 —j2

X, (k57)= [, (o)
care este analoga relatiei (6.7) pentru esantionarea in domeniul timp. Ca si
in cazul mentionat, domeniul de integrare se imparte intr-o suma infinita
de domenii de integrare, de latime T, si se efectueaza schimbarea de
variabila, astfel incat fiecare interval sa fie translat iIn domeniul

nk

s gy (6.83)

T T
fundamental — 7S <t< ?S . Aceasta conduce la

Ts /2 0 —jZTtkL
X, (k8F)= I [ > x,(t—nTy )}e s dt (6.84)
~Tg /2Ln=—0
care este duala relatiei (6.14).
Ax.(F)
/Xa(kSF)
0 KOF | | -

Fig 6.25. Esantionarea uniforma a spectrului unui semnal analogic aperiodic

Semnalul

x, ()= 3 x,(c-nTy) (6.85)

n=-—o
L s | . . .
este periodic, de perioada T = 5F si, deci, poate fi descompus in serie
Fourier

x,(t)= ickeﬂ“km (6.86)

k=—x0
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Tg/2

unde Ck — L .[xp (t)e*_/ZTEkSFt
T S ~Tg/2
Comparand (6.87) cu (6.84), rezulta
¢, = TiXa (k3F)=8FX ,(kSF) keZ

N

(6.87)

(6.88)

Din (6.88) se observa ca esantioanele spectrului X, (F) corespund
(pana la un factor de scala, OF) coeficientilor Fourier ai semnalului

periodic x(t), de perioada T = SLF , dat de (6.85) si reprezentat in figura

6.26.
Xq(t)

L
-

-T l T t

>2T

(@)
ms
; | . ,fs

(b)

X))  T<2t

S
>

t

Fig 6.26. (a) Semnal aperiodic de 1@33‘[2 finita, (b) semnalul periodic rezultat din
a

esantionarea spectrului unui semn
aliasingului in domeniul timp

e energie finita limitat in timp; (c) ilustrarea

Din figura se observa ca refacerea semnalului x,(t) din x(t) este
posibila daca x,(t) este limitat in timp la |t| <7 (adica x,(t) = 0 pentru

T T o .
|t| >1,unde T < ?S). Daca t > 75 , nu este posibila refacerea exacta a lui

X,(t), datorita suprapunerilor semnalului in domeniul timp.
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Daca semnalul analogic x,(t) este limitat in timp la t <7, /2 si
esantionarea spectrului se realizeaza cu o perioada T >2t, nu exista

eroare alias, iar spectrul semnalului poate fi refacut fara pierderi din
esantioanele X, (koF), utilizind formula de interpolare

i sin{(;j(F —kSF)}

X,(F)= 3, k5F)

e (6’; j(F — kSF)

(6.89)

care este duala relatiei (6.22).

Cele prezentate in acest paragraf au in primul rdnd importanta
teoretica, deoarece 1in cazurile practice, semnalul analogic este
transformat In semnal discret, iar esantionarea In domeniul frecventa se
efectueaza asupra spectrului semnalului discretizat. Acest lucru face
obiectul paragrafului urmator.

6.4. Esantionarea spectrului unui semnal discret de
durata finita

Semnalele discrete aperiodice, de energie finita au spectrul
continuu si periodic. Fie un astfel de semnal x[n] cu transformata

Fourier:

X(@)= "> x[nle~" (6.37)

A X(o)
X(kdw)
0 T2t @
) [ (
dw

Fig. 6.27. Esantionarea spectrului unui semnal discret aperiodic
Se esantioneaza X(w) la intervale echidistante, egale cu 6w radiani intre

doua esantioane succesive. Deoarece X(w) este periodic de perioada 2,
sunt necesare numai esantioanele din intervalul fundamental de frecventa.
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Se considera N esantioane echidistante in intervalul fundamental

0<w <2n spatiate la dw = 2% , ca in figura 6.27.

Se evalueaza (6.90) la ® =2 %, obtinandu-se

(2; k] S afnle k=0,1...N-1 6.91)

=—0
Suma din (6.91) se imparte intr-un numar infinit de sume, fiecare
continand N termeni
—]an— 2Nl —]271:1{—

-1 ™ N
X[Z—nkj=..+ Zx[n]e PN +Zx N+ z =
N n=—N n=0 n=N
(6.92)

o mN+N-1

S

m=—o0 n=mN
Efectudnd schimbarea de variabila n=p+mN, schimband ordinea de
sumare si apoi revenind la indicele k, rezulta

(2; kj z[ ix[n_mzv]}e‘”“’fﬁ

n=0 [_m=—o0

(6.93)
Semnalul X, [n]= ix[n —mN]| (6.94)

obtinut prin repetarea lui x[n] la fiecare N esantioane este, evident,
periodic, de perioada N si poate fi dezvoltat in serie Fourier

jZTck—
ch n=0,1,2...N-1 (6.95)
cu coeficientii
N-l —1211/(—
:—Zx [n]e k=0,1...N-1 (6.96)
Comparand (6.96) cu (6 93) rezulta
c, =LX(2—nkj k=0,1...N-1 (6.97)
N \UN
si, deci
x,[n]= if)((z—n kjejznk;’ (6.98)
? N N '
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Relatia (6.98) permite obtinerea semnalului periodic x,[r] din

esantioanele spectrului X(w), dar nu implica refacerea lui X(w) sau x[n]
din esantioanele spectrului. Pentru a arata aceasta, trebuie considerata
relatia Intre x[n] six, [n]. Daca x,[n] este repetarea periodica a lui x[n]
ca in relatia (6.94), atunci x[n] se poate reface din x [n] daca nu exista
suprapunere (eroare alias) in domeniul timp, adica daca x[n] este limitat
in timp la mai putin de perioada N a lui x [n].

Acest lucru este ilustrat in figura 6.28, unde s-a considerat
secventa de durata finita x[n], diferita de zero in intervalul 0<n<L-1.
Se observa ca, daca N>L ,

x[n]=x [n], 0<n<N-1 (6.99)

astfel incat x[n] se poate reface din x[n] fara eroare.

Jm”----- -
,,.['Hrr,,,lom[rr,,,,, mfr” -
il

(c)
Fig. 6.28.a) Secventa aperiodica de lungime L, b) repetarea sa periodica pentru N>L
(fara eroare alias, ¢) cazul N<L (eroare alias)

Daca insa, N<L, nu este posibila refacerea lui x{n] din x [n]

datorita erorii alias in domeniul timp.
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In concluzie, spectrul unui semnal discret aperiodic de durata L
poate fi exact refacut din esantioanele sale prelevate la frecventele

2k N
o, =N daca N > L. Procedeul este urmatorul: intdi se calculeaza

x,[n], n=0,1,...N-1 din (6.98), apoi se defineste functia

x[n]:{xp[n] O‘Sn <N-1
0 in rest

(6.100)

si, 1n final, se calculeaza X(w) cu (6.90).
Ca si in cazul semnalelor analogice, este posibil a se exprima

spectrul X(w) direct in functie de esantioanele sale X (%), k =

0,1,...N.
Se presupune N > L si
N-l 2k
=3 x[ k™Y 0<n< N -1 (6.101)
N UN

si

(6.102)

Suma din interior reprezinta functia de interpolare de baza, deplasata cu
27k/N 1n frecventa. Daca se defineste

sin[wNj
N-1 _ ,—JoN T W)
Plo)=tFem o LIz L2 LR a0
N N 1-¢e™ ()
=0 N sin(]
2
relatia (6.102) se scrie
& (2n 2n
X(ow) = X[—ij(c)——kj (6.104)
kzz;‘ N N
Functia P(w) are proprietatea ca
1 t k=0
Pl 2| =y Pent (6.105)
N 0, pentru k=12,.,N-1
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Relatia (6.104) va da exact valorile esantioanelor X (%ckj pentru

2nk . o
® :T’ iar la toate celelalte frecvente va produce o combinatie

ponderata a esantioanelor spectrului original.
6.5. Esantionarea semnalelor trece banda

Spectrul semnalelor considerate pAna acum era concentrat in benzi
de frecventa care includeau si frecventa nula. Aceste semnale sunt de tip
"trece jos". O alta categorie de semnale utilizate in practica este cea a
semnalelor "trece banda", ale caror componente de frecventa sunt

cuprinse intr-un interval B, <F < B,. Un semnal analogic x,(f) cu
continutul spectral concentrat intr-o banda ingusta din jurul anumitei
frecvente £, poate fi reprezentat in general sub forma
x,(t) = A(t)cos[2nF t +¢(1)], (6.106)

unde A(t) este amplitudinea sau anvelopa semnalului si @(t) este faza
semnalului.
Frecventa F, poate fi una dintre frecventele din banda ocupata de
semnal. In general se prefera frecventa din centrul benzii semnalului si in
modulatia de amplitudine aceasta se numeste frecventa purtatoare. Din
relatia (6.106) rezulta

x,(t) = A(t)cos@(t)cos2nF .t — A(t)sing(¢)sin 2nF t =

u, (t)cos2nF,t —u (¢)sin2nk ¢t
unde, prin definitie
u,(t) = A(t)cose(?),
u, (1) = A(t)sing(7)
sunt componentele in cuadratura ale semnalului x,(¢#). Se introduce

(6.107)

anvelopa complexa u(t) a semnalului analogic trece-banda x,(¢), ca fiind
u)=u.(t)+ ju (1) (6.108)
Rezulta astfel
x, () = Refu(t)e’™ | (6.109)
In continuare se va stabili legatura dintre spectrele semnalului trece banda

si a anvelopei sale complexe. Transformata Fourier a semnalului analogic
este
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X, (F)= Txa (t)e ™ dt (6.110)

si deoarece Re{u(t)e’*™ '} = (1/2)[u(t)e”™ +u*(t)e /*], rezulta

X, (F) =% [[u(@)e™ +u” (e " 17" dt =

- 6.111)
_ 1 [ —j2n (F-F.)t 1 T * —j2n (F+F,)t
_E_J;u(t)e dt+5:[ou (t)e dt

Daca se noteaza cu U(F) transformata Fourier a anvelopei complexe, din
(6.111) se obtine

X(F):%[U(F—Fc)+U*(—F—FC)] (6.112)

Se poate arata [PM] ca daca semnalul x,(¢) este un semnal trece banda si

daca F| este ales corespunzator, atunci semnalul anvelopa complexa are

spectrul in jurul frecventei zero, motiv pentru care u(¢z) se mai numeste
semnalul echivalent de joasa frecventa asociat semnalului trece banda
x,(2). In general semnalul echivalent de joasa frecventa u(z) este complex,
in timp ce semnalul trece banda x_(¢)este real. Ultimul se poate obtine

din primul in domeniul timp cu relatia (6.110) sau in domeniul frecventa
cu relatia (6.112).

1] £ E ———
- -
- L ™ - -~
I ~ K
L Y P
il o
-Bi2 0 B/2 E, E. E;

Figura 6.29. Spectrele semnalului analogic trece banda si al semnalului de joasa
frecventa corespunzator

S-a aratat ca un semnal analogic cu frecventa maxima B poate fi
reconstituit din esantioanele sale daca frecventa de esantionare este mai
mare decat frecventa Nyquist (dublul frecventei maxime din
spectru) F, =2B . Totusi, daca semnalul este unul trece banda avand

componentele de frecventa intre B, si B,, aplicarea directa a teoremei

esantionarii impune o frecventa de esantionare de cel putin 2B,. Daca
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semnalul este de banda ingusta, adica B, > B, >> B, —B,, atunci este
avantajos sa se transleze spectrul semnalului cu frecventa
F =(B,+B,)/2 si apoi sa se esantioneze semnalul echivalent de joasa
frecventa. Aceasta se poate face multiplicind semnalul trece banda cu
purtatoarele n cuadratura si filtrand semnalele rezultate cu filtre trece-jos
avand banda de trecere la2F,, situatie prezentata in figura 6.30.

Se presupune ca frecventa cea mai inalta din spectru
B, - B, B

B22E+T:FL+E (6113)
este un multiplu al benzii semnalului B, adica
Fc+§:k3, (6.114)

unde ke N*. Acest lucru este intotdeauna posibil, eventual prin largirea
benzii semnalului de analizat. Esantionand semnalul trece banda x_(¢) cu

. . 1
viteza de esantionare 2B = T rezulta

x,(nT)=u,(nT)cos2nF nT —u (nT)sin2nF nT =

_ _ 6.115
:uc(nT)cosw—us(nT)sin%kl), ( )
deoarece T = L = L
F, 2B
TN u, ()
1\2(_/, FTT
cos 27F 1 v Ty
CAN [/
L(t).-— Oecilator BHZ—
u, (T, -T,/2)
. CAN  —=
sin2aF t
LA
\>_</I FII u,

Figura 6.30. Esantionarea unui semnal analogic trece banda, prin transformarea lui intr-
un semnal de joasa frecventa echivalent

237



Fie 7, =2T = % Se disting doua cazuri

a) n par, adica n=2m, meZ;

x,2mT)=x,(mT))=u.(mT,)costm(2k —1) = (=1)"u, (mT;) (6.116)
b) n impar, adica n=2m-1, meZ
. 2m - 1)2(2k -1 _

T T . .
%, (mT =T) = x,(nT, =) = =, (mT, =i

= ()" (., —%x

(6.117)
Prin urmare, esantioanele pare ale luix, (¢), prelevate cu frecventa de B

esantioane pe secundd, vor produce esantioanele componentei u,(t) din
semnalul echivalent de joasa frecventa u(t), In timp ce esantioanele
impare ale luix,(¢), prelevate tot cu frecventa de B esantioane pe
secunda, vor produce esantioanele componentei u (¢f) din semnalul

echivalent de joasa frecventa u(t). Aceste esantioane pot fi utilizate la
reconstituirea semnalului echivalent de joasa frecventa. Pentru aceasta se
aplica teorema esantionarii partilor componente ale semnalului echivalent
de joasa frecventa

sin[_(t—nT})]

u,(t)=B Y u (mT)) - ! (6.118)
m=—wn _ t_ T
T1( nl))
sin l(t—mTl +£)
o0 7’1 ]’i 2
u,()=B u (mT, —-1) (6.119)
— 2" m T
m ~(t-mT +°1)
T 2

1

Inlocuind (6.118) si (6.119) in (6.107), se obtine
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x,(t)=u.(t)cos2nF t —u (¢t)sin2F t =

) sin[ (1= mT,)]
= Beos2nF,t Y u (mT,) ! —~ (6.108)
_ T
m=-® ?(t — mTl)

1

T
sin| = (t —mT, +-1)
. 2 1—; 1 2
— Bsin2nF.t Y u (mT, ——+) 7
LA
T, 2

Regrupand termenii din membrul drept, rezulta

sin[ (1 —nT})]

x,(t)=B Z[uc(mTl) - . cos2nF. t —
= T (t=nT)
T
(6.109)
- 1
sin[— (¢t —nl; +—)]
— Bu (mT, ——) ! sin 2nF ]
E(t—nT +£)
T, b2
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