
CAPITOLUL 6 
 
 
 
 
 

E{ANTIONAREA SEMNALELOR ÎN  
DOMENIILE TIMP {I FRECVEN}| 

 
Cele mai multe semnale de interes practic sunt analogice. Pentru a 

le putea prelucra cu ajutorul procesoarelor numerice, acestea trebuie s\ fie 
transformate `n secven]e, motiv pentru care se impune discretizarea 
varia]iei lor `n timp, prin e[antionare. Nu numai semnalele analogice pot 
fi e[antionate, ci [i cele discrete. Procedeul de e[antionare a semnalelor 
discrete este urmat, de obicei, de opera]ia de "decimare", prin care unele 
valori ale semnalului discret sunt ignorate, rezultând astfel un semnal cu o 
derulare "mai rapid\" decât a semnalului discret e[antionat. 

O problem\ important\ care va fi avut\ `n vedere este 
reconstruc]ia semnalului din e[antioanele sale, reconstruc]ie posibil\, `n 
anumite condi]ii, printr-o opera]ie de filtrare. Stabilirea caracteristicilor 
filtrului de reconstruc]ie va face obiectul unui paragraf al acestui capitol. 

E[antionarea poate fi efectuat\ [i asupra spectrului unui semnal. 
De exemplu, un semnal aperiodic (analogic sau discret), de energie finit\, 
are spectrul continuu [i calcularea sa în practic\ este posibil\ numai într-
un set finit de frecven]e discrete. Datorit\ observ\rii spectrului la 
frecven]e discrete, evaluarea sa este cunoscut\ ca e[antionare `n domeniul 
frecven]\. Astfel de e[antion\ri `n domeniul frecven]\ apar `n analiza [i 
estimarea spectral\. Obiectul prezentului capitol const\ `n analizarea 
e[antion\rii periodice sau uniforme a semnalelor sau a spectrului lor [i 
reconstruc]ia semnalelor din e[antioanele lor cu ajutorul mijloacelor de 
analiz\ `n domeniul frecven]\ introduse `n capitolul 4. 
 

6.1. E[antionarea în domeniul timp [i refacerea 
semnalelor analogice 

   
 6.1.1. Spectrul semnalului e[antionat ideal 
 

A[a cum s-a precizat în capitolul 1, de obicei, se consider\ 
e[antionarea periodic\ a semnalului analogic xa(t) la fiecare T secunde, 
care conduce la secven]a de e[antioane 
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     (6.1) [ ] ZnnTxnx a ∈= ),(

Frecven]a de e[antionare 
T

FS
1

=  trebuie selectat\ adecvat pentru a nu 

rezulta eroare alias. ~n e[antionarea ideal\, modelul de extragere a unui 
e[antion din semnal const\ `n `nmul]irea semnalului cu un impuls Dirac, 
de arie unitar\. Dac\ se consider\ cazul e[antion\rii uniforme, cu pasul de 
e[antionare T=1/Fs, modelul e[antion\rii ideale se extinde la `nmultirea 

semnalului analogic cu semnalul periodic δ , care este 

distribu]ia Dirac periodic\ [13]. Modelul matematic al e[antion\rii 
uniforme este prezentat `n figura 6.1.   
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Figura 6.1 Modelul matematic al e[antion\rii uniforme a unui semnal analogic 

 
Conform modelului, semnalul e[antionat are expresia 
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 Fie xa(t) un semnal analogic aperiodic de energie finit\, al c\rui 
spectru este 
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Semnalul xa(t) poate fi ref\cut din spectrul s\u prin transformata Fourier 
invers\ 
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Se observ\ c\ pentru refacerea semnalului sunt necesare componentele de 
frecven]\  dintr-un domeniu infinit. 
 Spectrul semnalului e[antionat  se calculeaz\ cu rela]ia  [ ]nx
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 Semnalul x  poate fi ref\cut din spectrul X(ω) sau X(f) prin 
transformarea invers\ 
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 Pentru determinarea rela]iei dintre spectrul semnalului analogic [i 
al semnalului e[antionat, se folose[te rela]ia dintre variabilele 
independente t [i n ale semnalelor xa(t) [i , adic\ ][nx
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Înlocuind (6.6) în (6.3) se ob]ine 
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Din (6.7) [i (6.5) rezult\ 
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Se reaminte[te c\ e[antionarea periodic\ implic\ o rela]ie între 
frecven]ele F [i f, corespunz\toare semnalului analogic [i e[antionat, de 
forma 

 
SF
Ff =                (6.9) 

Cu (6.9) rela]ia (6.8) devine 
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Integrala din membrul al doilea al rela]iei (6.10) se poate exprima ca o 
sum\ infinit\ de integrale pe câte un domeniu egal cu FS. 
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Dac\ se noteaz\     F = F1 + kFS    (6.12) 
suma din membrul al doilea al rela]iei (6.11) devine 
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}inând cont de (6.13), rela]ia (6.11) devine 
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 Comparând (6.10) cu (6.14), rezult\ 
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 Rela]ia (6.15) reprezint\ leg\tura dintre spectrul X(f) al semnalului 
e[antionat [i spectrul Xa(F) al semnalului analogic. Spectrul semnalului 
e[antionat este suma repet\rilor periodice, cu perioada FS, a spectrului 
semnalului analogic scalat cu FS. 
 Spectrul semnalului e[antionat mai poate fi ob]inut prin aplicarea 
transformatei Fourier rela]iei (6.1'), ]inând cont de teorema convolu]iei 
spectrelor. 
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Spectrul distribu]iei Dirac periodice este [16] 
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care este tot o distribu]ie Dirac periodic\, cu perioada Fs, `n domeniul 
frecven]\ [i scalat\ cu 1/T. Cu (6.17), rela]ia (6.16) devine 
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~n figura 6.2a este prezentat spectrul Xa(F) al unui semnal de 
band\ nelimitat\, cu suportul extins pe toat\ axa real\; `n figura 6.2b este 
reprezentat\ distribu]ia Dirac periodic\ dat\ de rela]ia (6.17), iar `n figura 
6.2c este reprezentat cu linie `ntrerupt\ semnalul periodic 

 [i cu linie continu\ spectrul semnalului e[antionat. 

Dup\ cum se poate observa, oricât ar fi valoarea frecven]ei de 
e[antionare, implicit a perioadei de e[antionare T=1/F
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s a unui semnal de 
band\ nelimitat\, din spectrul X(F/Fs) al semnalului e[antionat nu mai 
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poate fi recuperat spectrul ini]ial Xa(F) din e[antioanele sale 
, n . )(][ nTxnx a= Z∈

B

 
Figura 6.2. Efectul e[antion\rii ideale a unui semnal xa(t), cu spectrul Xa(F) de band\ 

nelimitat\, asupra spectrului semnalului e[antionat 
 

6.1.2. Deducerea formulei ideale de interpolare pentru 
reconstruc]ia semnalelor analogice de band\ limitat\  

 
Fie xa(t) un semnal analogic de band\ limitat\, reprezentat `n 

figura 6.3a. Se observ\ c\ spectrul este zero pentru BF ≥ . Aceast\ 

limitare atrage dup\ sine faptul c\ xa(t) este un semnal cu suport 
nem\rginit `n timp. Expresia (6.15) a spectrului semnalului e[antionat 
r\mâne aceea[i. Pentru un ordin k lobii spectrali X(F-kFs) nu se suprapun 
dac\ este `ndeplinit\ condi]ia  

BFs −≤  sau                                      (6.19) sFB ≤2
Dac\ frecven]a de e[antionare FS este mai mare ca 2B, semnalul 

e[antionat [i spectrul s\u X(F/FS)=X(f) sunt reprezentate `n figura 6.3b. 
Lobii spectrali de diferite ordine nu se suprapun [i rela]ia dintre lobul 
central (k=0) din spectrul semnalului discret ob]inut dup\ e[antionare [i 
spectrul semnalului analogic este 
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Fig. 6.3. E[antionarea unui semnal analogic de band\ limitat\ [i eroarea alias a 

componentelor spectrale `n cazul sube[antion\rii 
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Transformata Fourier invers\ a lui Xa(F) este 
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~nlocuind (6.20), (6.4') [i (6.9) în (6.21), rezult\ 
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unde ; T=1/F)(][ nTxnx a= S – perioada de e[antionare. Rela]ia (6.22) este 
cunoscut\ sub denumirea de formula de reconstruc]ie care implic\ func]ia 
de interpolare 
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translat\ corespunz\tor cu nT, n=0, 1, 2… [i ponderat\ cu valoarea 
e[antionului x

± ±
a(nT). La t = kT, func]iile g(t - nT) sunt egale cu zero, cu 

excep]ia func]iei g(kT-kT) =g(0), care este egal\ cu unitatea. În 
consecin]\, xa(t) evaluat la t = kT este chiar e[antionul xa(kT). Rela]ia 
(6.22) se nume[te formul\ ideal\ de interpolare.  

Dac\, îns\, frecven]a de e[antionare FS1 este aleas\ astfel încât 
FS1<2B (sube[antionare), repetarea periodic\ a lui Xa(F) are ca rezultat 
suprapunerea lobilor spectrali de diferite ordine, ca în figura 6.3c. 
Contribu]ia suprapunerilor spectrale din figura 6.3c este reprezentat\ `n 
figura 6.3d. Aceasta `nseamn\ c\ spectrul X(F/FS) al semnalului discret 
con]ine aliasuri ale componentelor de frecven]\ ale spectrului semnalului 
analogic Xa(F). Suprapunerea spectrelor de la capetele domeniului 
fundamental de frecven]e [-FS/2;FS/2] este ilustrat\ în figura 6.3c [i d [i 
reluat\ `n figura 6.4, unde se observ\ p\trunderea unor “cozi” din 
spectrele adiacente domenilul fundamental (figurate `nnegrit `n figur\) `n 
domeniul fundamental de frecven]\, fapt ce determin\ eroarea alias.   

Spectrul semnalului discret se ob]ine prin reflectarea spectrului 

original care dep\[e[te intervalul 



−

2
;

2
SS FF

 în jurul acestor frecven]e, 
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motiv pentru care frecven]a FS/2 se nume[te frecven]\ de reflexie 
(folding). 

Prin limitarea spectrului semnalului e[antionat la intervalul 
fundamental  se ob]ine spectrul din figura 6.3e, care, 
datorit\ erorii alias, difer\ de cel al semnalului analogic `n domeniul 

 (figura 6.3a) [i, în consecin]\, fenomenul alias care apare 

împiedic\ refacerea semnalului original x

]2/,2/[ ss FF−

]2/,2/[ ss FF−

a(t) din e[antioanele sale. (t) 
este semnalul ref\cut. De[i semnalul e[antionat este de band\ limitat\, ca 
urmare a unei frecven]e de e[antionare prea reduse, nu se mai poate 
reconstrui semnalul ini]ial din e[antioanele sale { .  

ax̂

}),(][ ZnnTxnx a ∈=

 
Figura 6.4. Ilustrarea erorii alias `n jurul frecven]ei de reflexie 

 
Frecven]a de e[antionare minim\ care permite, `nc\, reconstruirea 

semnalului din e[antioanele sale, corespunde cazului `n care lobii spectrali 
se ating, f\r\, `ns\, a se suprapune, adic\ Fs=2B. Aceast\ frecven]\ 
minim\, egal\ cu dublul frecven]ei maxime din spectrul semnalului, B, se 
nume[te [i frecven]\ Nyquist. 

Rezultatele ob]inute pân\ `n acest punct pot fi sintetizate prin 
teorema e[antion\rii sau teorema WKS (Whittaker, Kotelnikov, 
Shannon). 

Teorema e[antion\rii 
Dac\ semnalul analogic xa(t) este de band\ limitat\, Xa(F)=0 

pentru , atunci xBF >|| a(t) este unic determinat de mul]imea 

e[antioanelor sale { , dac\ frecven]a de e[antionare 

. ~n ipotezele enun]ate, semnalul ini]ial poate fi reconstruit 
utilizând rela]ia de interpolare 

}),(][ ZnnTxnx a ∈=
BFs 2≥

 204



( ) ( )
( )

( )
∑
∞

−∞= −

−







=
n

aa

nTt
T

nTt
TnTxtx

π

πsin
                                         (6.24) 

Din rela]ia (6.24) se observ\ c\ `n punctele de e[antionare to]i 
termenii sumei sunt nuli, cu excep]ia unuia, a c\rui valoare este egal\ cu 
valoarea e[antionului. ~ntre dou\ puncte de e[antionare, semnalul se 
reconstruie[te prin contribu]ia tuturor termenilor sumei. 

   
6.1.3. Tehnici de reconstruc]ie a semnalului 
 

 ~n paragraful precedent s-a ar\tat c\ un semnal trece jos de band\ 
limitat\ poate fi reconstituit far\ distorsiuni din e[antioanele sale, dac\ 
frecven]a de e[antionare este cel pu]in egal\ cu frecven]a Nyquist. 
Reconstruc]ia semnalului xa(t) a fost prezentat\ ca o problem\ de 
interpolare, cu ajutorul func]iei de interpolare ideale g(t), dat\ de (6.23). 
Ca o alternativ\, reconstruc]ia semnalului analogic din e[antioanele sale 
poate fi vazut\ ca un proces de filtrare liniar\ `n care semnalul discret se 
aplic\ unui filtru analogic. 
Rela]ia dintre spectrul semnalului discret [i al celui analogic de band\ 
limitat\ este (figura 6.3) 
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 În acest caz nu exist\ eroare alias [i, deci, spectrul semnalului 
discret este identic (pân\ la un factor de scal\, FS) cu spectrul semnalului 

analogic în intervalul fundamental de frecven]e 
2
SFF ≤  sau 

2
1

≤f . 

Acesta poate fi extras prin filtrare trece jos ideal\.  
Dac\ filtrul de reconstruc]ie Hr(F) are r\spunsul `n frecven]\  
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[i, dac\ frecven]a de t\iere Fc a filtrului de reconstruc]ie satisface condi]ia 
BFFB sc −≤≤                                                   (6.27) 

atunci spectrul semnalului ref\cut  este )(ˆ FX a
)/()()(ˆ
sra FFXFHFX =                                          (6.28) 
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Dac\ se aplic\ semnalul e[antionat  la intrarea filtrului ce are 
r\spunsul `n frecven]\ dat de (6.26) [i care respect\ condi]ia (6.27), atunci 

la ie[irea sa se ob]ine semnalul  care are spectrul  egal cu 

spectrul semnalului , care a fost e[antionat. Egalitatea spectrelor 

atrage dup\ sine egalitatea aproape peste tot a semnalelor [NC] 

][nx

)(ˆ txa )(ˆ FX a
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...)()(ˆ tpatxtx aa =                                           (6.29) 
 Semnalul de la ie[irea filtrului de reconstruc]ie se ob]ine cu 
ajutorul opera]iei de convolu]ie `ntre semnalul e[antionat aplicat la 
intrarea filtrului [i func]ia pondere a filtrului de reconstruc]ie. Func]ia 
pondere a filtrului de reconstruc]ie este 
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Conform rela]iei (6.29), la ie[irea filtrului rezult\ semnalul analogic 
original 
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~nlocuind (6.30) `n (6.31), rezult\ 
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~n cazul Fs=2B, conform rela]iei (6.27), frecven]a de t\iere a filtrului de 
reconstruc]ie devine Fc=B=Fs/2=1/2T [i rela]ia de reconstruire (6.32) se 
particularizeaz\, devenind 
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Se observ\ c\ pentru frecven]a de t\iere Fc=Fs/2, care este frecven]a de 
t\iere maxim\ posibil\ a filtrului trece jos, func]ia pondere a filtrului de 
reconstruc]ie este egal\ cu func]ia de interpolare ideal\. Reconstruc]ia 
semnalului vazut\ ca un proces de filtrare este ilustrat\ `n figura 6.5. ~n 
figura 6.6. se prezint\ r\spunsul `n frecven]\ [i r\spunsul la impuls al 
filtrului trece jos ideal.  
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Figura 6.5. Reconstruc]ia semnalului ca un proces de filtrare 

 

 
Figura 6.6. R\spunsul `n frecven]\ (a) [i la impuls  (b) al FTJ 

 
~n figura 6.7 se prezint\ semnalul analogic reconstruit prin suma 

(6.33). Se observ\ c\ `n punctele de e[antionare to]i termenii sumei sunt 
nuli, cu excep]ia unuia, a c\rui valoare este egal\ cu valoarea 
e[antionului. ~ntre dou\ puncte de e[antionare, semnalul se reconstruie[te 
prin contribu]ia tuturor termenilor sumei.  

 

Figura 6.7. Semnalul xa(t) reconstruit prin suma (6.33) 
 

Filtrul trece jos ideal de reconstruc]ie este necauzal [i, deci, 
nerealizabil fizic. Reconstruc]ia ob]inut\ prin filtrare trece jos a 
semnalului e[antionat nu este singura posibil\. Exist\ [i alte metode de 
interpolare, dar ele sunt aproxim\ri, pe când rela]iile deduse pân\ acum 
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sunt egalit\]i. Semnalul reconstruit xr(t) nu va mai fi egal cu xa(t), ci se 
poate scrie doar c\ . )()( txtx ar ≈

~n continuare vor fi prezentate numai câteva tehnici practice 
simple, bazate pe interpolare constant\ [i liniar\, dar evident,  neideale, 
care vor fi tratate drept opera]ii de filtrare liniar\.  

 
 Interpolarea de ordinul zero 
 Un interpolator de ordinul zero aproximeaz\ semnalul analogic 
printr-o serie de impulsuri rectangulare a c\ror `n\l]ime este egal\ cu 
valoarea e[antionului de semnal. Figura 6.8a prezint\ aproximarea 
semnalului analogic xa(t) printr-o intrrpolare de ordinul zero. Dup\ cum 
se observ\,  este un semnal `n trepte de amplitudine egal\ cu 
valoarea e[antionului pe care o p\strez\ T secunde. La apari]ia 
urm\torului e[antion, semnalul sare la urm\toarea valoare pentru T 
secunde [. a. m. d. Dac\ aceast\ procedur\ este v\zut\ ca filtrare liniar\, 
situa]ie prezentat\ `n figura 6.8b, r\spunsul la impuls al interpolatorului 
de ordinul zero este 

)(ˆ txa



 ≤≤

=
restin
Tt

th
,0

0,1
)(                                           (6.34) 

Acesta este prezentat `n figura 6.8c. 
 

 
 

Figura 6.8. a) Aproximarea unui semnal analogic prin interpolare de ordinul zero, b) 
interpretarea nterpol\rii ca filtrare liniar\, c) r\spunsul al impuls al interpolatorului de 

ordin zero 
 R\spunsul corespunz\tor `n frecven]\ este  
 

FTjFtjFtj e
FT
FTTdtedtethFH πππ

π
π −∞

∞−

−∞

∞−

− ∫∫ 





===

sin)()( 22                  (6.35) 
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R\spunsurile de modul [i faz\ ale filtrului H(F) sunt date `n figura 6.9. 
Pentru compara]ie, r\spunsul `n frecven]\ al interpolatorului ideal este 
suprapus (reprezentat punctat) peste caracteristica de modul a 
interpolatorului de ordinul zero. 

 
Figura 6.9. a) Caracteristica de modul b) caracteristica de faz\ a interpolatorului de 

ordinul zero 
 
Se observ\ c\ interpolatorul de ordinul zero nu are o caracteristic\ cu 
panta de t\iere abrupt\, lucru care se datoreaz\ alurii abrupte a lui h(t). Ca 
urmare a acestui lucru, interpolatorul de ordinul zero permite trecerea 
frecven]elor alias nedorite (superioare lui Fs/2).  Pentru a remedia aceast\ 
problem\, se obi[nuie[te a se filtra trece jos semnalul , opera]ie prin 
care acesta devine mai neted. 

)(ˆ txa

 
 Interpolarea de ordinul `ntâi 
 ~nterpolarea de ordinul `ntâi aproximeaz\ semnalul xa(t) cu 
segmente de dreapt\, care au panta determinat\ de e[antionul curent 
xa(nT) [i cel precedent xa(nT-T). Ilustrarea acestei tehnici de reconstruc]ie 
este prezentat\ `n figura 6.10a. Rela]ia matematic\ `ntre e[antioanele de 
intrare [i semnalul de ie[ire este 

TntnTnTt
T

TnTxnTxnTxtx aa
aa )1(),()()()()(ˆ +<≤−

−−
+=    (6.36) 
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Figura 6.10. a) Aproximarea unui semnal analogic prin interpolare de ordinul `ntâi b) 

r\spunsul al impuls al interpolatorului de ordin `ntâi 
 

 Dac\ interpolarea de ordinul `ntâi este vazut\ ca o filtrare liniar\, 
r\spunsul la impuls al interpolatorului este 














≤≤−

≤≤+

=

restin

TtT
T
t

Tt
T
t

th

0

2,1

0,1

)(                                      (6.37) 

 
Figura 6.11. a) Caracteristica de modul b) caracteristica de faz\ a interpolatorului de 

ordinul `ntâi 
Acesta este reprezentat `n figura 6.10b. R\spunsul `n frecven]\ al 
interpolatorului de ordinul `ntâi este 
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)(2/122 sin)41()( Fje
FT
FTTFTFH θ

π
π

π 





+=                            (6.38) 

unde faza θ + . Caracteristicile de modul [i de 
faz\ sunt prezentate `n figura 6.11a [i b. 

)2()( FTarctgFTF ππ−=

 
 Deoarece, dup\ cum se observ\ din figura 6.11a, [i aceast\ tehnic\ 
de reconstruc]ie introduce distorsiuni datorit\ trecerii componentelor de 
frecven]\ mai mari decât Fs/2, interpolatorul de ordinul intâi este urmat de 
un FTJ care s\ atenueze frecven]ele superioare frecven]ei de folding. 
Vârfurile din H(F) din interiorul benzii |  pot fi nedorite `n 
multe aplica]ii, caz `n care este posibil\ modificarea r\spunsului la impuls 
prin reducerea pantei cu un factor , fapt ce are ca rezultat ob]inerea 
unui r\spuns la impuls h(t) reprezentat `n figura 6.12a. R\spunsul `n 
frecven]\ corespunz\tor este [PM] 

2/| sFF ≤

1<β

FT
FTe

FT
FTFTjTfH FTj

π
π

π
π

πββ π sinsin)21(1)( 



 ++−= −               (6.39) 

Acesta este reprezentat `n figura 6.12b pentru . Se 
observ\ reducerea vârfurilor pentru  [i dispari]ia lor pentru 

. 

1,0,3,0,5,0 === βββ
3,0=β

1,0=β

Figura 6.12. R\spunsul la impuls (a) [i caracteristica de modul (b) ale interpolatorului de 
ordinul `ntâi modificat 

 
 Interpolarea liniar\ cu `ntârziere 
 Prin modul de operare a interpolatorului de ordinul `ntâi se 
efectueaz\ o extrapolare liniar\ sau o predic]ie liniar\ a e[antionului 
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urm\tor al semnalului pe baza e[antionului xa(nT) [i xa(nT-T). Ca urmare, 
semnalul estimat  prezint\ salturi `n punctele de e[antionare. 
Acestea pot fi evitate prin introducerea unei `ntârzieri de un e[antion `n 
procesul de reconstruc]ie [i punctele de e[antionare succesive pot fi 
conectate prin linii drepte. Semnalul rezultat prin acest tip de interpolare 
este 

)(ˆ txa

TntnTnTt
T

TnTxnTxTnTxtx aa
aa )1(),()()()()(ˆ +<≤−

−−
+−=         

(6.40) 
Aceast\ tehnic\ de interpolare este prezentat\ `n figura 6.13. Se observ\ 
c\ la t=nT  [i la t=nT+T .  )()(ˆ TnTxnTx aa −= )()(ˆ nTxTnTx aa =+
 

 
Figura 6.13. a) Aproximarea unui semnal analogic prin interpolare de ordinul `ntâi cu 

`ntârziere   
 
Dac\ aceast\ tehnic\ este vazut\ ca o opera]ie de filtrare liniar\, 
interpolatorul liniar cu `ntârziere de T secunde are r\spunsul la impuls 
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R\spunsul `n frecven]\ corespunz\tor este 

FTjFtj e
FT
FTTdtethFH ππ

π
π −∞

∞−

− 





== ∫

2
2 sin)()(                  (6.42) 

R\spunsul la impuls, caracteristica de modul [i de faz\ ale 
interpolatorului liniar cu `ntârziere sunt prezentate `n figura 6. 14. Se 
observ\ caderea abrupt\ a caracteristicii de modul [i prezen]a unor lobi 
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mici pentru frecven]e mai mari decât Fs. ~n plus, datorit\ `ntârzierii, 
caracteristica de faz\ este liniar\. Prin folosirea unui FTJ cu t\iere abrupt\ 
`n jurul frecven]ei de Fs/2 dup\ acest interpolator, sunt reduse 
componentele de frecven]\ `nalt\ din semnalul . )(ˆ txa

Figura 6.14. R\spunsul la impuls (a) [i caracteristica de modul (b) ale interpolatorului de 
ordinul `ntâi cu `ntârziere 

 
Exemplul 6.1.  
S\ se determine spectrul semnalului analogic aperiodic 

0,)( >= − aetx ta
a [i spectrul semnalului discret ob]inut prin e[antionarea 

uniform\ a semnalului analogic. 
Solu]ie. 
Spectrul semnalului analogic este 
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(6.43) 
Presupunând semnalul analogic e[antionat cu frecven]a de 

e[antionare
T

Fs
1

= , se ob]ine semnalul discret  

naTnaT
a eenTxnx )()(][ −− ===                                (6.44) 

Spectrul semnalului discretizat prin e[antionare este 
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Acesta este periodic de perioad\ Fs, datorit\ termenului 
sF
F

π2cos . 

Spectrul fiind de band\ nelimitat\, eroarea alias nu mai poate fi 

evitat\. Conform rela]iei (6.18), spectrul semnalului reconstituit este 
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Comparând spectrul semnalului nee[antionat (rela]ia (6.43)) cu cel al 
semnalului e[antionat (rela]ia (6.46)), rezult\ c\ acestea pot s\ difere 
destul de mult, pentru o frecven]\ de e[antionare aleas\ neadecvat.  
~n figura 6.15a se prezint\ semnalul analogic original xa(t) [i spectrul s\u 
pentru a=1. Semnalul e[antionat  [i spectrul X(F/F][nx s), pentru Fs=1Hz 
sunt date `n figura 6.15b. Se observ\ distorsiunea de tip alias ce apare `n 
domeniul frecven]\ [i diferen]a dintre semnalul ref\cut , reprezentat 
`n figura 6.15c, pentru F

)(ˆ txa
s=1Hz [i semnalul original. Prin cre[terea 

frecven]ei de e[antionare, se pot reduce substan]ial distorsiunile alias, 
situa]ie reprezentat\ `n figura 6.15d, pentru  freven]a de e[antionare Fs=20 
Hz. 
~ntadev\r, dac\ `n rela]ia (6.46) T este considerat suficient de mic, astfel 
`ncât | , num\r\torul [i numitorul pot fi descompuse `n puteri ale 

lui T pân\ la ordinul doi, pentru 

1|2 <<aT

T
F

2
1

≤  ob]inându-se 
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unde, pentru 1<<ϕ , s-au folosit 

aproxima]iile: .
2
11cos;

2
11 22 ϕϕϕϕϕ −≈++≈e  

Neglijând termenii de ordin mai mare ca doi `n (6.47), se ob]ine 
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Pentru acest caz particular s-a ar\tat c\ spectrul semnalului reconstituit se 
apropie de spectrul semnalului analogic de band\ nelimitat\, dac\ 
frecven]a de e[antionare cre[te suficient de mult. 

 
Figura 6.15. (a) Semnalul analogic xa(t) [i spectrul s\u Xa(F) pentru a=1; (b) 

 [i spectrul s\u pentru a=1 [i F)(][ nTxnx a= s=1 Hz; (c) semnalul reconstruit  

pentru F

)(ˆ txa
s=1Hz; (d)  semnalul reconstruit  pentru F)(ˆ txa s=20Hz. 
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 6.1.4. Erori `n e[antionarea ideal\ a unui semnal analogic  
 
 ~n acest paragraf se vor considera numai erorile determinate de 
suprapunerea lobilor spectrali. ~n figura 6.16 este prezentat un semnal de 
band\ nelimitat\, e[antionat cu frecven]a Fs=1/T. Lobii spectrali se 
`ntrep\trund, astfel `ncât, filtrând cu un FTJ ideal cu frcven]a de t\iere 
Fc=Fs/2, `n banda filtrului nu intr\ numai o parte din lobul central, ci [i 
"cozi" spectrale ale lobilor vecini.  
 

 
Figura 6.16. Semnalul de band\ nelimitat\ are lobii `ntrep\trun[i. In intervalul de filtrare 

intr\ contribu]ia tuturor lobilor spectrali 
 
Din figura 6.3 se observ\ c\ [i `n cazul semnalelor de band\ limitat\ pot 
ap\rea asemenea efecte, prin care "cozi" spectrale ale lobilor vecini intr\ 
`n intervalul spectral de filtrare, determinând fenomenul de aliere sau 
eroare alias. Eroarea alias este definit\ cu rela]ia 

)()()()(ˆ)()( thnTxtxtxtxte raaaaa ∗−=−=                            (6.49) 
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Evaluarea acestei erori se efectueaz\ pentru semnalul , 
al c\rui spectru X

)()( FXtx aa →←

a(F) are suportul nem\rginit, utilizând rela]iile de 
refacere a semnalului. 
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Cu transformarea n  [i u  [i exprimarea primei integrale ca o 
sum\ de integrale, rela]ia (6.50) devine 
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(6.51) 
}inând seama de faptul c\  , modulul erorii poate fi 
majorat, ob]inându-se  
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Rela]ia (6.51) se poate exprima `n forme alternative care permit stabilirea 
unor margini superioare mai fine decât (6.52) pentru modulul erorii. 
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Efectuând `n prima sum\ schimbarea de indice n=-k, inversarea limitelor 
integralei [i revenind apoi la indicele n, se ob]ine 
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Efectuând `n a doua integral\ schimbarea de variabil\ F=-u [i revenind 
apoi la variabila F se ob]ine 
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(6.55) 
Exprimând transformata Fourier Xa(F) sub forma 

)(|)(|)( Fj
aa eFXFX θ=                                               (6.56) 

[i ]inând cont c\ |  este o func]ie par\, iar θ  impar\, rela]ia 
(6.55) devine 
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Prin major\ri succesive `n rela]ia (6.57) se poate ajunge la diferite 
expresii ale marginii superioare ale erorii alias. 
 
 6.1.5. E[antionarea ideal\  a semnalelor analogice periodice 
 
 Se consider\ un semnal periodic, de perioad\ Tp, al c\rui spectru 
se `ntinde pân\ la a N-a armonic\ (cea mai mare frecven]\ din spectrul 
semnalului periodic este NF0, unde F0=1/T este frecven]a fundamental\). 
Un astfel de spectru este prezentat `n figura 6.17a. Dac\ se e[antioneaz\ 
semnalul cu frecven]a Fs, aflat\ `n rela]ie armonic\ cu fundamentala, 
Fs=(M/K)F0, , semnalul e[antionat r\mâne periodic. Aceast\ 
e[antionare se nume[te de tip "corelat". 

NKM ∈,

 Dac\ xp(t)=xp(t+T), , k=-N,…,0,…N, atunci }{)( kp ctx ↔

∑
−=

−=
N

Nk
kp kFFcFX )(2)( 0δπ                                     (6.58) 

Dup\ e[antionarea corelat\ cu frecven]a Fs=1/T, se ob]ine semnalul 
discret 

)()(][ ttxnx Tpp δ=                                              (6.59) 

al c\rui spectru este 
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Din rela]ia (6.60) se constat\ c\ spectrul semnalului discret ob]inut prin 
e[antionarea semnalului periodic este o repetare periodic\, cu perioada 
(M/K)F0 a spectrului de linii {  al semnalului periodic, scalat 
corespunz\tor. ~n figura 6.17b este prezentat spectrul semnalului periodic 
e[antionat. 

}kc

 

 
Figura 6.17. Spectrul unui semnal periodic (a), spectrul semnalului peridic e[antionat 

corelat (b) 
 

Lobul spectral corespunz\tor lui n=0 se `ntinde pe semiaxa 
pozitiv\ a frecven]elor pân\ la NF0, c\reia `i corespunde termenul 

. Cea mai mic\ frecven]\ a unei componente spectrale 
din lobul corespunz\tor lui n=1 este (((M/K)-N)F

)(2 0NFFcN −δπ

2 c N− δπ
0, c\reia `i corespunde 

termenul . Lobii spectrali corespunz\tori 
lui n=0 [i n=1 nu se suprapun dac\ 
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Dac\ toate e[antioanele se prelucreaz\ `n aceea[i perioad\ a semnalului 
(K=1), condi]ia (6.61) devine M>2N, adic\ num\rul de e[antioane 
prelevate trebuie s\ fie un `ntreg mai mare decât 2N; . 12 +≥ NM
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Teorema e[antion\rii semnalelor periodice (1) 
Dac\ semnalul xp(t), periodic, de perioad\ Tp, F0=1/Tp, are spectrul limitat 
la a N-a armonic\, atunci semnalul poate fi unic determinat din 

e[antioanele sale }10)( −≤≤ MkkTx sp{ , prelevate `n decursul unei 

singure perioade Tp a fundamentalei, dac\ . La limit\, din 
fundamental\ se preleveaz\ trei e[antioane. Dac\ cea mai mare frecven]\ 
din spectrul semnalului este B=NF

12 +≥ NM

0, atunci condi]ia de e[antionare f\r\ 
erori devine 

000 )12(2 FNFBMFFs +=+≥=                                 (6.62) 
Se observ\ ca Fs este un multiplu `ntreg al lui F0. Diagrama spectral\ din 
figura 6.17 ilustreaz\ e[antionarea corelat\ (Fs=MF0) a unui semnal 
periodic cu spectrul limitat. Pentru ca grupurile spectrale ale coeficien]ilor 
s\ nu se suprapun\, este necesar ca Fs s\ fie la limit\ (2N+1)F0. ~n rest, 
frecven]a de e[antionare poate fi mai mare, dar, pentru p\strarea 
periodicit\]ii [i dup\ e[antionare, este necesar ca Fs s\ fie `n rela]ie 
armonic\ cu F0.  Dac\ Fs [i F0 sunt `n rela]ie armonic\, 

1,0 ≠= KF
K
MFs , teorema e[antion\rii poate fi reformulat\.  

Teorema e[antion\rii semnalelor periodice (2) 
 Dac\ semnalul xp(t), periodic, de perioad\ Tp, F0=1/Tp, are spectrul 
limitat la a N-a armonic\, atunci semnalul poate fi unic determinat din 

e[antioanele sale [ ] }1/0)( −≤≤ KMkkTx sp{ , prelevate `n decursul unei 

singure perioade Tp a fundamentalei, dac\ M>2KN. Din fundamental\ se 
preleveaz\ cel pu]in dou\ e[antioane distan]ate la mai pu]in de T/2, altfel 
ajungându-se la cazul e[antion\rii zerourilor fundamentalei.  
 E[antionarea semnalelor periodice de spectru limitat poate fi 
realizat\ [i `n urm\torul mod: `n loc de a se re]ine câte un e[antion la 
Tp/M secunde `ntr-o perioad\ fundamental\, se pot preleva e[antioane 
adiacente din perioade succesive, situa]ie ilustrat\ `n figura 6.18, unde 
incrementul pasului de e[antionare s-a considerat Tp/M. 

MTTT pp /+=                                                 (6.63) 

 

 
Figura 6.18. E[antionarea unui semnal periodic de perioad\ Tp cu pasul T , 

unde . 

tTp ∆+=

NMMTt p ∈=∆ ,/
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~n acest caz prelucrarea dureaz\ M perioade. Este posibil\ [i o e[antionare 
mai rar\, prin prelevarea e[antioanelor adiacente la un interval de K 
perioade Tp plus incrementul Tp/M, adic\ 

MTKTT pp /+=                                                 (6.64) 

~n acest caz prelevarea celor M e[antioane dureaz\ KMTp secunde, adic\ 
KM perioade. Semnalul rezultat prin e[antionare are componente 
spectrale foarte apropiate de zero, cu atât mai apropiate cu cât K este mai 
mare. Principiul de e[antionare prezentat este folosit `n osciloscoapele cu 
e[antionare, unde frecven]a semnalului este coborât\ prin e[antionare 
dup\ rela]ia (6.64) la valori la care se pot utiliza amplificatoare obi[nuite 
(cele de band\ foarte larg\ sunt mai dificil de construit).  

 
Figura 6.19. Spectrul unui semnal periodic (a), spectrul ob]inut prin e[antionarea unui 

semnal periodic cu respectarea teoremei e[antion\rii (b) [i (c) [i f\r\ respectarea 
teoremei e[antion\rii (d), (e), (f). 
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~n figura 6.19 sunt prezentate spectrele ob]inute prin e[antionarea 
unui cosinusoide de frecven]\ F0. S-a considerat numai cazul e[antion\rii 
corelate, cu Fs=(M/K)F0. ~n figura 6.19b [i c sunt date spectrele ob]inute 
pentru Fs=4F0>2F0 [i Fs=3F0>2F0. ~n banda de trecere a filtrului de 
reconstruc]ie, cu frecven]a de t\iere Fc,  intr\ numai o 
pereche de linii spectrale, astfel c\ semnalul ini]ial poate fi reconstruit din 
e[antioanele sale. Componenta din stânga s-a figurat cu linie `ntrerupt\. 
Dac\ se e[antioneaz\ cu F

2/0 sc FFF ≤≤

s=2F0, far\ a respecta teorema e[antion\rii 
semnalelor periodice, care cere strict inegalitatea Fs>2F0 ([i nu admite 
egalitatea ca `n cazul semnalelor aperiodice) apare fenomenul de 
suprapunere a lobilor spectrului, adic\ o linie din stânga este suprapus\ 
peste o linie din dreapta. Pentru frecven]e Fs<2F0, se prezint\ dou\ cazuri. 
Din figura 6.19e se observ\ c\ pentru Fs=(3/2)F0 lobii spectrali de diverse 
ordine se `ntrep\trund. Pentru Fs=F0 (figura 6.19f) se produce din nou 
supapunerea liniilor spectrale. ~n concluzie, refacerea semnalului periodic 
ini]ial din e[antioanele sale, folosind un FTJ ideal, se poate realiza numai 
dac\ Fs>2F0. 
 
 6.2. E[antionarea semnalelor discrete  
 
 6.2.1. Spectrul semnalului discret e[antionat 
  

 ~n prelucrarea numeric\ a semnalelor exist\ situa]ii `n care, pentru 
a cre[te viteza de lucru, se impune reducerea frecven]ei semnalelor. Acest 
lucru se realizeaz\ prin e[antionarea semnalelor discrete, care const\ `n 
re]inerea e[antioanelor acestuia la intervale care sunt un multiplu al unui 
`ntreg pozitiv M.  

Fie semnalul δ , care este un tren de impulsuri cu perioada M. ][nM

∑
∞

−∞=

−=
k

M kMnn ][][ δδ                                       (6.65) 

~n spa]iul semnalelor discrete acesta este echivalent distribu]iei Dirac 
periodice din spa]iul semnalelor analogice, dar, spre deosebire de aceasta, 
este o func]ie obi[nuit\. 
Dac\  este un semnal discret, atunci semnalul discret e[antionat 

 este 

][nx
][1 nx



 ±±=

=
restin

MMnnx
nx

0
...2;;0],[

][1                                  (6.66) 

Acesta se ob]ine prin produsul 
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Figura 6.20. Semnalul discret  (a), semnalul δ  (b), semnalul discret 
e[antionat (c) [i semnalul discret e[antionat [i decimat (d) 

][nx ][nM

 

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

−=−==
kk

M kMnkMxkMnnxnnxnx ][][][][][][][1 δδδ           (6.67) 

~n figura 6.20a este prezentat semnalul discret , `n figura 20b - 

semnalul periodic δ , iar `n figura 6.20c - semnalul discret  
e[antionat cu pasul M=3. Acesta con]ine câte dou\ valori nule (`n general 
M-1) `ntre dou\ valori prelevate din . Se presupune c\ restric]ia la 

perioada principal\ a spectrului X(ω) are suportul [ , cu 

. Spectrul semnalului δ  este 

][nx
][nM ][1 nx

]
][nx

, MM ωω−
πω <M ][nM

M
nF s

k
ssM

π
ωωωδωδ

2,)(]}[{ =−= ∑
∞

−∞=

                        (6.68) 

Aplicând teorema produsului semnalelor (teorema convolu]iei circulare `n 
domeniul spectrului) rezult\ spectrul semnalului e[antionat, . )(1 ωX

∑
∞

−∞=

=−⊗==
k

ssM M
k

M
XnnxFX π

ωωωδ
π

ω
π

δω
2);(2)(

2
1]}[][{)(1  (6.69) 

Convolu]ia circular\ se efectueaz\ pe o perioad\ de lungime . 
Suportul distribu]iei Dirac δ −  din acest interval se reduce la un 

π2
)( skωω
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punct , `n condi]ia  sau skωω = πω 20 <≤ sk π
π 220 <≤
M
k

)(1 ωX

, adic\ 

. Drept urmare, indicele k din (6.69) se limiteaz\ la 
 [i spectrul semnalului discret e[antionat  reprezint\ 

prelungirea prin periodicitate a restric]iei la perioada principal\  

M
1−M

k <≤0
0 ≤≤ k

∑ ∑
−

=

=
1

0

1)
M

k
s X

M
ω

π2

)() 1 ωω Xs =+

M/2π
M

Ms /2π

=;) sω

(ωrX

= (1) rXM
)(ωrX

)(ωX

M

1 (rX ω

)(ωX

−

=

−−∗
1

0

2(()
M

k
sr M

kk π
ωωωδω  (6.70) 

unde  reprezint\ restric]ia la aceea[i perioad\ principal\ a lui 
. 

Deoarece  este periodic de perioad\ , din (6.70) se observ\ c\ 

prelungirea prin periodicitate cu perioada  a lui  este [i 

periodic\ de perioad\ ω , .  

π2 )

s (1 ωX
~n figura 6.21a s-a reprezentat spectrul semnalului discret , 

periodic de perioad\ , iar `n figura 6.21b, spectrul semnalului 
e[antionat, periodic de perioad\ , pentru M=3. Lobul spectral k=0 
se `ntinde pe semiaxa ω  pân\ la ω . Primul lob vecin axat pe ω are 

frecven]a minim\ ω − . Condi]ia de evitare a suprapunerii lobilor 

spectrali este ω  adic\  

)(ωX

s

π2

0>

Mω

Mω−
s

sω≤

Ms ωω 2≥ , ω =                                      (6.71) 
Rela]ia (6.71) este asem\n\toare cu (6.19) stabilit\ pentru semnale 
analogice. 
 

 
 

Figura 6.21. Spectrul unui semnal discret (a) [i spectrul semnalului discret e[antionat 
pentru M=3 (b) cu respectarea rela]iei (6.71) 
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 Cum , unde  este pulsa]ia maxim\ a semnalului 
analogic din care provine , iar T – pasul de e[antionare a semnalului 
analogic, rezult\ 

MM TΩ=ω BM π2=Ω
][nx

MTTTMT
MM

=
Ω

≤
Ω

≤ ';'; ππ
                               (6.72) 

Aceasta `nseamn\ c\ semnalul discret  poate fi e[antionat cu pasul M 
f\r\ s\ apar\ suprapunerea lobilor spectrali dac\ semnalul analogic ar fi 
putut s\ fie e[antionat cu perioada T'=MT, respectându-se teorema WKS. 
~n aceste condi]ii, semnalul analogic a fost, ini]ial, suprae[antionat. Dac\ 
(6.71) nu este satisf\cut\, apare suprapunerea lobilor spectrali vecini, 
situa]ie prezentat\ `n figura 6.22. Erorile care apar sunt de tip alias [i 
semnalul discret ini]ial nu mai poate fi recuperat din spectrul semnalului 
discret e[antionat. 

][nx

 
Figura 6.22. Spectrul unui semnal discret (a) [i spectrul semnalului discret e[antionat 

f\r\ respectarea rela]iei (6.71), adic\ ω  (b) MMs ωω <−
 
 

6.2.2. Reconstruirea semnalului discret din e[antioanele 
sale 

 
 Dac\, dup\ e[antionare, lobii spectrali ai semnalului e[antionat nu 
se suprapun, este posibil\ reconstruirea semnalului ini]ial din e[antioanele 
sale  prin filtrare trece jos ideal\, efectuat\ cu un filtru de 

reconstruc]ie , dup\ cum rezult\ din figura 6.23. 

][1 nx
)(ωrH
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Figura 6.23. Reconstruirea semnalului discret din semnalul discret e[antionat prin filtrare 

trece jos ideal\ cu ω =  2/sc ω
 
R\spunsul `n frecven]\ al filtrului este periodic de perioad\  [i are 
expresia 

π2





−≤≤
≤−

= MscM
c

r

kN
H ωωωω

ωπω
ω ;

restin,0
|2|,

)(                   (6.73) 

R\spunsul la impuls al filtrului de reconstruc]ie este 

Mn
nnh s

c
c

c
r

πω
ω

ω
ω

===
2

;sin][                             (6.74) 

 Semnalul filtrat  este )(ωrX
)()()( 1 ωωω XHX rr =                                              (6.75) 

Semnalul ref\cut este 

∑∑
∞

−∞=

∞

−∞= −
−

=−=∗=
kk

rrr knM
knMkMxknhkxnxnhnx
ππ
ππ

)/(
])/sin[(][][][][][][ 11        

(6.76) 
deoarece  pentru  [i . 0][1 =kx Mnk ≠ ][][1 kMxkMx =

 226



 
 6.2.3. Decimarea unui semnal discret 
 

Dup\ e[antionarea unui semnal discret rezult\ un semnal `n care, 
`ntre dou\ valori re]inute, sunt intercalate M-1 zerouri care nu aduc nici o 
informa]ie despre semnalul  care a fost e[antionat. Acestea pot fi 
omise, rezultând un nou semnal, denumit "decimatul" semnalului 
e[antionat, notat . Din semnalul decimat se poate reconstrui 
semnalul nedecimat prin inserarea a M-1 zerouri `ntre dou\ valori 
consecutive.  ~n figura 6.20d este reprezentat semnalul  rezultat prin 

decimarea semnalului discret e[antionat . ~ntre semnalul discret 
decimat [i cel e[antionat exist\ rela]ia 

][nx

][nxD

][nxD
][1 nx

                                                 (6.77) ][][ 1 nMxnxD =
unde M este factorul de decimare, num\r natural. Factorul de decimare 
poate fi [i ra]ional pozitiv, dar acest lucru nu face obiectul paragrafului de 
fa]\, ci al domeniului referitor la prelucrarea multirate a semnalelor. 
Spectrul semnalului decimat se determin\ aplicând transformata Fourier 
`n timp discret 







===

===

∑∑

∑
∞

−∞=

−
∞

−∞=

−

∞

−∞=

−

M
XenxenMx

enxnxFX

n

Mnj

n

nj

n

nj
DDD

ω

ω

ωω

ω

1
/

11 ][][

][]}[{)(
                  (6.78) 

}inând seama de (6.70), rela]ia (6.78) conduce la restric]ia lui  la 
perioada principal\ 

)(ωDX
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
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



 −

=
1

0

21)(
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k
rDr M

kX
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X πω
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Se observ\ periodicitatea de perioad\ 2  a spectrului semnalului 

e[antionat [i decimat. Pentru k=0, lobul central 

π








M

X
M

ω1
 se anuleaz\ la 

argumentul MM
ω

ω
= , deci ω = . Prin urmare, lobii spectrali ai lui 

 au `ntinderea de M ori mai mare decât a lobilor semnalului ini]ial. 
~n figura 6.24 sunt ilustrate spectrul semnalului ini]ial , spectrul 

semnalului e[antionat cu M=2, , [i spectrul semnalului ob]inut 

dup\ decimarea semnalului e[antionat . 

MMω

(1 ωX

)(ωDX
)(ωX

)
X )ω(D
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Figura 6.24. Spectrul semnalului discret (a), spectrul semnalului discret e[antionat (b) [i 

spectrul semnalului decimat (c). 
 
 

6.3. E[antionarea spectrului unui semnal analogic 
aperiodic de durat\ finit\  

 
 A[a cum s-a specificat `n paragraful 4.1.2, semnalele analogice 
aperiodice, de energie finit\ au spectrul continuu. ~n cele ce urmeaz\, se 
consider\ e[antionarea periodic\ a spectrului unui astfel de semnal, 
urm\rindu-se apoi refacerea semnalului din e[antioanele prelevate 
echidistant din spectrul s\u. 
 Fie xa(t) semnalul analogic aperiodic al c\rui spectru continuu este 
Xa(F). Se presupune c\ se preleveaz\ e[antioane din Xa(F) distan]ate la δF 
Hertzi, ca în figura 6.25. Se pune apoi problema refacerii lui Xa(F) sau, 
echivalent, xa(t) din e[antioanele Xa(kδF); . Zk∈
 Din punct de vedere matematic, aceast\ problem\ este dual\ 
e[antion\rii unui semnal continuu în domeniul timp. ~n urma e[antion\rii 
spectrului continuu 

( )∫
∞

∞−

−= dtetxFX Ftj
aa

π2)(     (6.80) 

se ob]ine 

     (6.81) ( ) ( )∫
∞

∞−

−= dtetxFkX Ftkj
aa

δπδ 2
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Se define[te perioada de e[antionare 

  
FS δ
1

=T                (6.82) 

Cu (6.82), rela]ia (6.81) devine 

 ( ) ( )∫
∞

∞−

−

= dtetxFkX ST
tkj

aa

π

δ
2

                    (6.83) 

care este analog\ rela]iei (6.7) pentru e[antionarea în domeniul timp. Ca [i 
în cazul men]ionat, domeniul de integrare se împarte într-o sum\ infinit\ 
de domenii de integrare, de l\]ime TS, [i se efectueaz\ schimbarea de 
variabil\, astfel încât fiecare interval s\ fie translat în domeniul 

fundamental 
22
SS TtT

≤≤− . Aceasta conduce la 

 ( ) ( ) dtenTtxFkX S
S

S

T
tkjT

T n
Saa

π

δ
22/

2/

−

−

∞

−∞=
∫ ∑ 








−=    (6.84) 

care este dual\ rela]iei (6.14). 

F kδF 0 

Xa(kδF) 

Xa(F) 

δF 

 
Fig 6.25. E[antionarea uniform\ a spectrului unui semnal analogic aperiodic  

 
Semnalul   

      (6.85) ( ) ( )∑
∞

−∞=

−=
n

Sap nTtxtx

este periodic, de perioad\ 
FS δ
1

=T  [i, deci, poate fi descompus în serie 

Fourier 

     (6.86) ( ) ∑
∞

−∞=

=
k

Ftkj
kp ectx δπ2
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unde   ( )∫
−

−=
2/

2/

21 S

S

T

T

Ftkj
p

S
k etx
T

c δπ     (6.87) 

Comparând (6.87) cu (6.84), rezult\ 

( ) ( FkFXFkX
T

c aa
S

k δδδ ==
1 )     (6.88) Zk∈

 Din (6.88) se observ\ c\ e[antioanele spectrului Xa(F) corespund 
(pân\ la un factor de scal\, δF) coeficien]ilor Fourier ai semnalului 

periodic xp(t), de perioad\ 
FS δ
1

=T , dat de (6.85) [i reprezentat în figura 

6.26. 
 

(a) 

0 

Ts<2τ 

Ts -Ts -τ τ t 

xp(t) 

Ts>2τ 

Ts -Ts 

(b) 

-τ τ t 

xp(t) 

-τ τ t 

xa(t) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig 6.26. (a) Semnal aperiodic de durat\ finit\, (b) semnalul periodic rezultat din 
e[antionarea spectrului unui semnal de energie finit\ limitat `n timp; (c) ilustrarea 

aliasingului `n domeniul timp 

(c) 

 
 Din figur\ se observ\ c\ refacerea semnalului xa(t) din xp(t) este 
posibil\ dac\ xa(t) este limitat în timp la τ≤t (adic\ xa(t) = 0 pentru 

τ>t , unde 
2
ST<τ ). Dac\ 

2
ST>τ , nu este posibil\ refacerea exact\ a lui 

xa(t), datorit\ suprapunerilor semnalului în domeniul timp. 
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 Dac\ semnalul analogic xa(t) este limitat în timp la τ  [i 

e[antionarea spectrului se realizeaz\ cu o perioad\ T , nu exist\ 
eroare alias, iar spectrul semnalului poate fi ref\cut f\r\ pierderi din 
e[antioanele X

2/sT≤
τ2>S

a(kδF), utilizând formula de interpolare 
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   (6.89) 

care este dual\ rela]iei (6.22). 
 Cele prezentate în acest paragraf au în primul rând importan]\ 
teoretic\, deoarece în cazurile practice, semnalul analogic este 
transformat în semnal discret, iar e[antionarea în domeniul frecven]\ se 
efectueaz\ asupra spectrului semnalului discretizat. Acest lucru face 
obiectul paragrafului urm\tor. 
 

6.4. E[antionarea spectrului unui semnal discret de 
durat\ finit\  
 

 Semnalele discrete aperiodice, de energie finit\ au spectrul 
continuu [i periodic. Fie un astfel de semnal  cu transformata 
Fourier: 

][nx

                            (6.37) ( ) [ ]∑
∞

−∞=

−=
n

njenxX ωω

 

ω 2π 

X(kδω) 

0 

X(ω) 

δω 

 
Fig. 6.27. E[antionarea spectrului unui semnal discret aperiodic 

 
Se e[antioneaz\ X(ω) la intervale echidistante, egale cu δω radiani între 
dou\ e[antioane succesive. Deoarece X(ω) este periodic de perioad\ 2π, 
sunt necesare numai e[antioanele din intervalul fundamental de frecven]\. 
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Se consider\ N e[antioane echidistante în intervalul fundamental 

 spa]iate la πω 20 <≤
N
π2

=δω , ca în figura 6.27. 

 Se evalueaz\ (6.90) la 
N
k

π2=ω , ob]inându-se 
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Suma din (6.91) se împarte într-un num\r infinit de sume, fiecare 
con]inând N termeni 
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Efectuând schimbarea de variabil\ n=p+mN, schimbând ordinea de 
sumare [i apoi revenind la indicele k, rezult\ 
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Semnalul         (6.94) [ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
m

p mNnxnx

ob]inut prin repetarea lui  la fiecare N e[antioane este, evident, 
periodic, de perioad\ N [i poate fi dezvoltat în serie Fourier 
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cu coeficien]ii 
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Comparând (6.96) cu (6.93), rezult\ 
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Rela]ia (6.98) permite ob]inerea semnalului periodic  din 

e[antioanele spectrului X(ω), dar nu implic\ refacerea lui X(ω) sau  
din e[antioanele spectrului. Pentru a ar\ta aceasta, trebuie considerat\ 
rela]ia între  [i . Dac\  este repetarea periodic\ a lui  

ca în rela]ia (6.94), atunci  se poate reface din   dac\ nu exist\ 

suprapunere (eroare alias) în domeniul timp, adic\ dac\  este limitat 

în timp la mai pu]in de perioada N a lui .  

][nxp
][nx

][nx][nx ][nxp ][nxp
][nx ][nxp

[x ]n
][nxp

Acest lucru este ilustrat în figura 6.28, unde s-a considerat 
secven]a de durat\ finit\ , diferit\ de zero în intervalul . 
Se observ\ c\, dac\ N L , 

][nx 10 −≤≤ Ln
≥

  = xx    (6.99) 10],[][ −≤≤ Nnnn p

astfel încât  se poate reface din  f\r\ eroare. ][nx ][nxp
 

Fig. 6.28.a) Secven]\ aperiodic\ de lungime L, b) repetarea sa periodic\ pentru N≥L 
(f\r\ eroare alias, c) cazul N<L (eroare alias) 
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• 
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• • 

 
 Dac\ îns\, N<L, nu este posibil\ refacerea lui  din  

datorit\ erorii alias în domeniul timp. 

][nx ][nxp
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 În concluzie, spectrul unui semnal discret aperiodic de durat\ L 
poate fi exact ref\cut din e[antioanele sale prelevate la frecven]ele 

N
k

k
π

ω
2

=

][nxp

, dac\ . Procedeul este urm\torul: întâi se calculeaz\ 

, n=0,1,…N-1 din (6.98), apoi se define[te func]ia 
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[i, în final, se calculeaz\ X(ω) cu (6.90). 
 Ca [i în cazul semnalelor analogice, este posibil a se exprima 

spectrul X(ω) direct în func]ie de e[antioanele sale 

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
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, k = 

0,1,…N. 
 Se presupune LN ≥  [i  
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Suma din interior reprezint\ func]ia de interpolare de baz\, deplasat\ cu 
2πk/N în frecven]\. Dac\ se define[te 
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rela]ia (6.102) se scrie 

 





 −






= ∑

−

=

k
N

Pk
N

XX
N

k

π
ω

π
ω

22)(
1

0
   (6.104) 

Func]ia P(ω) are proprietatea c\ 
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Rela]ia (6.104) va da exact valorile e[antioanelor 





 k
N

X π2
 pentru 

N
kπ

ω
2

= , iar la toate celelalte frecven]e va produce o combina]ie 

ponderat\ a e[antioanelor spectrului original. 
 

6.5. E[antionarea semnalelor trece band\ 
 

Spectrul semnalelor considerate pân\ acum era concentrat `n benzi 
de frecven]\ care includeau [i frecven]a nul\. Aceste semnale sunt de tip 
"trece jos". O alt\ categorie de semnale utilizate `n practic\ este cea a 
semnalelor "trece band\", ale c\ror componente de frecven]\ sunt 
cuprinse `ntr-un interval . Un semnal analogic  cu 
con]inutul spectral concentrat `ntr-o band\ `ngust\ din jurul anumitei 
frecven]e  poate fi reprezentat `n general sub forma 

21 BFB ≤≤ )(txa

cF
                 ,                                         (6.106) )](2cos[)()( ttFtAtx ca ϕπ +=
unde A(t) este amplitudinea sau anvelopa semnalului [i ϕ(t) este faza 
semnalului. 
Frecven]a  poate fi una dintre frecven]ele din banda ocupat\ de 
semnal. ~n general se prefer\ frecven]a din centrul benzii semnalului [i `n 
modula]ia de amplitudine aceasta se nume[te frecven]\ purt\toare. Din 
rela]ia (6.106) rezult\ 
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unde, prin defini]ie 

)(sin)()(
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ttAtu

s

c

ϕ
ϕ

=
=

    

sunt componentele `n cuadratur\ ale semnalului . Se introduce 

anvelopa complex\ u(t) a semnalului analogic trece-band\ , ca fiind 

)(txa
)(txa

)()()( tjututu sc +=                                       (6.108) 
Rezult\ astfel   

{ }tFj
a

cetutx π2)(Re)( =                                      (6.109) 
~n continuare se va stabili leg\tura dintre spectrele semnalului trece band\ 
[i a anvelopei sale complexe. Transformata Fourier a semnalului analogic 
este  

 235



dtetxFX Ftj
aa ∫

∞

∞−

−= π2)()(                                     (6.110) 
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Dac\ se noteaz\ cu U(F) transformata Fourier a anvelopei complexe, din 
(6.111) se ob]ine 

)]()([
2
1)( cc FFUFFUFX −−+−= ∗    (6.112) 

Se poate ar\ta [PM] c\ dac\ semnalul  este un semnal trece band\ [i 

dac\ este ales corespunz\tor, atunci semnalul anvelop\ complex\ are 
spectrul `n jurul frecven]ei zero, motiv pentru care u(t) se mai nume[te 
semnalul echivalent de joas\ frecven]\ asociat semnalului trece band\ 
x

)(txa

)

cF

a(t). ~n general semnalul echivalent de joas\ frecven]\ u(t) este complex, 
`n timp ce semnalul trece band\ este real. Ultimul se poate ob]ine 
din primul `n domeniul timp cu rela]ia (6.110) sau `n domeniul frecven]\ 
cu rela]ia (6.112). 

(txa

 

 
Figura 6.29. Spectrele semnalului analogic trece band\ [i al semnalului de joas\ 

frecven]\ corespunz\tor 
 
S-a ar\tat c\ un semnal analogic cu frecven]a maxim\ B poate fi 
reconstituit din e[antioanele sale dac\ frecven]a de e[antionare este mai 
mare decât frecven]a Nyquist (dublul frecven]ei maxime din 
spectru) . Totu[i, dac\ semnalul este unul trece band\ având 

componentele de frecven]\ `ntre [i , aplicarea direct\ a teoremei 

e[antion\rii impune o frecven]\ de e[antionare de cel pu]in . Dac\ 

BFN 2=

1B 2B

22B

 236



semnalul este de band\ `ngust\, adic\ , atunci este 
avantajos s\ se transleze spectrul semnalului cu frecven]a 

 [i apoi s\ se e[antioneze semnalul echivalent de joas\ 
frecven]\. Aceasta se poate face multiplicând semnalul trece band\ cu 
purt\toarele `n cuadratur\ [i filtrând semnalele rezultate cu filtre trece-jos 
având banda de trecere la 2 , situa]ie prezentat\ `n figura 6.30. 
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2
1

2 FBFB cc +=
−

=                                     (6.113) 

este un multiplu al benzii semnalului B, adic\ 

kBF = ,                                                (6.114) 

unde . Acest lucru este `ntotdeauna posibil, eventual prin l\rgirea 
benzii semnalului de analizat. E[antionând semnalul trece band\  cu 

viteza de e[antionare 

)(txa

B2 , rezult\ 

sin)(
2

)12(
)(2cos)

−
−

−

nTukn
nTunTFnT

s

sc

ππ
π

                   (6.115) 

deoarece 
B2
1

=T . 

 
 

 Figura 6.30. E[antionarea unui semnal analogic trece band\, prin transformarea lui `ntr-
un semnal de joas\ frecven]\ echivalent  
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Fie 
B

T 121 ==T . Se disting dou\ cazuri 

a)  n par, adic\ n=2m, m∈Ζ; 
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b) n impar, adic\ n=2m-1, m∈Ζ 
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Prin urmare, e[antioanele pare ale lui , prelevate cu frecven]a de B 

e[antioane pe secund\, vor produce e[antioanele componentei u  din 
semnalul echivalent de joas\ frecven]\ u(t), `n timp ce e[antioanele 
impare ale lui , prelevate tot cu frecven]a de  B e[antioane pe 

secund\, vor produce e[antioanele componentei u  din semnalul 
echivalent de joas\ frecven]\ u(t). Aceste e[antioane pot fi utilizate la 
reconstituirea semnalului echivalent de joas\ frecven]\. Pentru aceasta se 
aplic\ teorema e[antion\rii p\r]ilor componente ale semnalului echivalent 
de joas\ frecven]\ 
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~nlocuind  (6.118) [i (6.119) `n (6.107), se ob]ine 
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Regrupând termenii din membrul drept, rezult\ 
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