CAPITOLUL 3

TRANSFORMATA Z SI APLICATIILE EI LA
ANALIZA SISTEMELOR DISCRETE, LINIARE,
INVARIANTE IN TIMP

3.1. Transformata Z

In analiza semnalelor si a sistemelor discrete, liniare, invariante in
timp, transformata Z joaca acelasi rol ca transformata Laplace in analiza
semnalelor si a sistemelor analogice, liniare, invariante in timp.

3.1.1. Transformata Z directa

Transformata Z a unui semnal discret x[n] este definita ca o serie
de puteri

X(z)= i:x[n]zﬂ1 (3.1

n=—owo
unde z este o variabila complexa. In planul complex z, in abscisa se trece
partea reala a variabilei complexe z, iar in ordonata, partea sa imaginara.
Relatia (3.1) se numeste transformata Z directa, pentru ca transforma
semnalul definit in domeniul timp 1n reprezentarea sa in planul complex,
X(2).
Transformata Z a unui semnal x[#z] va fi notata cu

X(2)=Z{x[n]}, (3.2)
in timp ce relatia dintre x[n]si X (z) va fi indicata de reprezentarea
x[n]«Z— X (z) (3.3)

Deoarece transformata Z este o serie infinita de puteri, ea exista numai
pentru acele valori ale lui z pentru care seria converge. Regiunea de
convergenta (RC) a transformatei X(z) este data de multimea valorilor lui
z pentru care X(z) are valori finite. Ori de cate ori este data o transformata
Z, trebuie precizata si RC corespunzatoare.
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Exemplul 3.1.

Sa se determine transformata Z pentru urmatoarele semnale de
durata finita:

a) x[n]=1{1,2,5,7,0,1}

b) xz [n] = {17295979091}

c) x3[n]=1{0,0,1,2,5,7,0,1}

d) x,[n]=39[n]

e) xs[n]=98[n—k], k>0

f) x5[n]=98[n+k], k>0
Solutie. Din definitia (3.1) se obtine:
a) X,(z) = 14+2z'+52°+7z°+z>, RC: planul z— {z = 0}.
b) Xa(z) = 2°+2z+5+7z'+2, RC: planul z — {z=0; z = o0}.
¢) X3(z) = z7+22°+52*+72°+z”7, RC: planul z— {z=0}.
d) X4(z) =1, RC: planul z.
e) Xs(z) =z*, RC: planul z— {z=0}.
f) X¢(z) = z°, RC: planul z — { z = oo}.
Din exemplul precedent se observa ca RC a semnalelor de durata finita
este intreg planul z, exceptdnd eventual punctele z = 0 si/sau z = oo, unde
unii termeni ai seriei devin nemarginiti. Din definitia transformatei Z, se
observa ca transformata Z a partii cauzale a unei secvente contine numai
puteri negative ale variabilei z, iar partea pur necauzald, numai puteri
pozitive. Pentru secvente de duratd finita x[n] = {xy ,xy ... Xy, }, cu Ny,

N, numere intregi, se considerd ca x[n]=0, pentru x ¢[N,,N,].
In unele cazuri, sumele finite sau infinite ale unei serii de puteri
pot fi exprimate mai compact, daca seria converge intr-o regiune.

Exemplul 3.2.

Transformata Z a semnalului x[n] = (éj u[n] este

1 1Y 1Y = (1Y =01 )
X@)=l+=z"+|=| 27244 = | z"+.. == | z"=>| =z
@=teg+{5) (3] 7 ) 55

. DL o < I .
care este o serie geometrica infinita, convergenta pentru EZ <1, si,
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: 1 1 ) 1

deci, X(z) =———— pentru |z| >—, adica RC: |z| >—.
1 | 2 2
-z
2

Daca in relatia (3.1) variabila complexa se exprimd sub forma polara
z=re’ under=|z| si = £z, atunci X(z) poate fi scris sub forma
> x[nlr e " (3.4)

n=—w

In regiunea de convergenti a lui X(z), | X(z) | <.

0 Y
Zx[n]r_”e_-’en

n=-—oo

X(2)]

z=re/®

< i ‘x[n]r_"e_je” = i ‘x[n]r_" (3.5)

n=—0 n=-—o

X

Prin urmare, |X(z)| este finit dacd x[n]r™" este absolut sumabil. Problema
gasirii RC pentru X(z) este echivalentd cu determinarea domeniului de
valori pentru r, pentru care x[n]r™" este absolut sumabil. Pentru aceasta,
se exprima (3.5) sub forma

-1
|X(z)| <> ‘x[n]r_"

n=—0

+ i Mnl i‘x[ nlr"|+ i
n=0 r" n=l1 n=0

Daca |X(z)| converge intr-o regiune a planului complex, ambele sume din

(3.6) trebuie sa fie finite in acea regiune. Dacd prima suma, care

corespunde partii necauzale a lui x[n], converge, trebuie sa existe valori

x[n]

r

(3.6)

suficient de mici pentru r, astfel incat produsele x[—n]r" si fie absolut
sumabile pentru n>1. Asadar, pentru prima suma, RC este formata din

punctele dintr-un cerc de razad r; <oo ca in figura 3.1a. Daca a doua suma,
care corespunde partii cauzale a lui x[n], converge, trebuie sa existe

x[n]

valori pentru r suficient de mari, astfel incat —, 0<n<owo, sa fie
r

absolut sumabil. Regiunea de convergenta pentru a doua suma consta din
punctele din afara unui cerc de raza r > r, ca in figura 3.1b. Deoarece
convergenta lui X(z) implicd ambele sume din (3.6) finite, RC pentru
X(z) este regiunea inclusa din planul z, r,<r<r, figurata in figura lc.
Daca r>r;, nu existad regiune de convergentd comund pentru cele doua
sume si, deci, X(z) nu exista.

Conceptul de regiune de convergentd in legatura cu transformata Z
este ilustrat pe urmatoarele doua exemple.
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o ) ol anul
/ ///%4/-, vlanul z : / prant 2

Ee(z)

Fegiunea de ) Fegiunea de
convergentd pentr 7 convergen[i,:é]pentru e .
- o convergenta pentru
1tk x|n 1(e)
@ > fel=nl e © 2 X |
=1 L
Beren

Figura 3.1. Regiunea de convergenta pentru a) partea pur necauzala a lui X(z), b) partea
cauzala a lui X(z) si ¢) X(z)

Exemplul 3.3.
Sa se determine transformata Z a semnalului
n >
] = oufn] =1 ¢ =0 (3.7)
0 n<0

Solutie. Aplicand definitia (3.1), se obtine

0 n

X(z)= ioc”z‘” = Z(ocz_l)
n=0

n=0

Daca |ocz_1| < 1sau, echivalent,

z|> o

, seria X(z) converge la g
—oz

x[n] = o "u[n]«~2> X (z) = 1 RC  |2>|o (3.8)

-1
— 0z

Daca 1n (3.8) se impune o = 1, se obtine transformata Z a treptei unitate
1

x[n]=u[n]«~> X(z) = — RC: [2>[y (3.9)
Exemplul 3.4.
Sa se determine transformata Z a semnalului
0 n=0
x[n]=-a"u[-n—1]= (3.10)
—a" n<-1

Solutie. Aplicand definitia (3.1), se obtine
-1 o0 -
X(z)= ) -a"z"= —Z(a_l -z) , unde m = —n.
n=—00 m=1

-1
<o, X(z)=—————= !
I—o~

Daca |0L_IZ| <1, sau, echivalent,
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1

x[n] = —o"u[-u—1]«2— X(z) = 1 RC:lz|<|o|  (3.11)

-1
z
Semnal de duratd finitd Eegiunea de convergentd (RC)
cauzal
7
lanul z-{z=0
! v (z=0)
n
necanzal
1] %
planul z-{z = oo}
.
n
bilatera
7
T T planul z-{z =03 z=102}
> 7
cemnale de duratd infinitd Eegiunea de convergentd (EC)
cauzal %

| =7

1

il

|z|=11

11
r2<|e[<r)
L N ]

kit

Figura 3.2. Regiuni de convergenta pentru diverse tipuri de semnale

= 3
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Din comparatia exemplelor 3 si 4 se desprind urmatoarele observatii:

1. Doud semnale diferite, unul cauzal, dat de (3.7), si celdlalt necauzal, dat

de (3.10), au aceeasi transformata Z, adica
Z{a”u[n]}: Z{— o"u[—n— l]}: ;_1

I-az

si, prin urmare, cunoasterea transformatei Z a unui semnal fara precizarea

RC nu determind in mod unic semnalul respectiv. Aceastd ambiguitate se

elimina prin specificarea regiunii de convergenta. In continuare, termenul

de transformata Z va fi folosit pentru a face referire atat la expresia

analitica a transformatei Z cat si la regiunea ei de convergenta;

2. Exemplul 3 ilustreaza faptul ca RC a unui semnal cauzal este exteriorul

unui cerc de razd r;=a, iar exemplul 4 ilustreazd ca RC a unui semnal

necauzal este interiorul unui cerc de raza r;=a. Pentru un semnal bilateral

(care are o parte cauzald si una pur necauzald) RC, daca exista, va fi un

inel circular, ca n fig.1c.

Din cele prezentate pand acum s-a observat cd RC a unui semnal
depinde atat de durata sa (finita sau infinitd) cat si de faptul daca este sau
nu cauzal, dependenta aratata in figura 3.2.

Transformata Z datd de relatia (3.1) mai este cunoscutd ca
transformata Z bilaterala, pentru a o deosebi de transformata Z unilaterala
definita de relatia

X"(Z)= )Y x[n)z™" (3.12)
n=0
In continuare se va folosi expresia de transformatd Z in desemnarea

transformatei bilaterale date de (3.1). Evident, daca semnalul x[n] este
cauzal, transformata Z bilaterala si cea unilaterala sunt identice.

3.1.2. Transformata Z inversa

In multe cazuri se dispune de transformata Z a unui semnal si
trebuie determinat semnalul x[n], lucru care se realizeaza cu ajutorul
transformatei Z inverse. O formuld de obtinere a lui x{n] din X(z) se

bazeaza pe teorema integrala a lui Cauchy [23].
Se presupune transformata Z de forma

X(2)= ix[k]z-" (3.13)
k=—o0
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Multiplicand ambii membri ai relatiei (3.13) cu z"' si apoi integrand pe
un contur inchis din RC a lui X(z) care contine originea, se obtine

§CX(z)z"—1dz = §c ix[k]z”_l_kdz (3.14)
k=—o0

unde ¢ — reprezintd un contur inchis din RC ce contine originea, parcurs
in sens antiorar. Deoarece seria converge pe acest contur, se poate
schimba ordinea integrarii si sumarii din membrul drept al relatiei (3.14),
obtinandu-se

§ X(2)z"dz = Y «k]f 2" dz (3.15)
Conform teoremei integrale a lui Cauchy, se poate scrie
l, k=
1 § 2"z = " (3.16)
2my 0, k#n

Aplicand (3.16) in (3.15), membrul drept se reduce la 2mjx[n] si formula
de inversiune este

x[n]= %chi)((z)z”_ldz (3.17)

Desi relatia de inversiune (3.17) permite obtinerea originalului din
transformata Z, ea nu se foloseste direct in evaluarea transformatei Z
inverse atunci cand se opereazd cu semnale care au transformate Z
rationale (raport de polinoame), deoarece pentru acestea s-au dezvoltat
metode mai simple de inversiune.

Transformata Z inversi a lui X(z) se noteazi cu Z', adica

xn]=Z"{X(2)}.

3.2. Proprietatile transformatei Z

Transformata Z reprezintd un instrument foarte puternic in studiul
semnalelor si sistemelor discrete, insusire ce este o consecintd a
proprietatilor pe care le posedd. Cand intr-o expresie intervin mai multe
transformate Z, va rezulta o transformatd a carei regiune de convergenta
este cel putin intersectia regiunilor de convergentd a transformatelor
individuale.

1. Liniaritatea

x,[n]«Z—>X,(z) zeRCl

x,[n]«Z>X,(z) zeRC2
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atunci

xnl=ax[n]+ayx,[n)«Z2—>X(2)=a X, (2) +a, X,(z)  (3.18)
cu RC - cel putin intersectia dintre RC1 si RC2.
Aceasta proprietate se demonstreazd simplu, aplicand definitia (3.1)

2. Translatia sau deplasarea in timp
Daca x[n]<L>X(z)
atunci
x[n—kl«Z>z"X(2) (3.19)
Demonstratia rezultd imediat din aplicarea definitiei (3.1).

[>e}

Z{x[n—k]}: ix[n—k]z_” = > xmlz™" z =z X(2),

unde m=n-k. RC pentru z* - X(z) este aceeasi cu RC pentru X(z),
exceptand z=0 pentru k>0 si z=oo pentru k<O0.

3. Modularea in timp
Dacd x{n]«Z—>X(z), RC:1n <|7<r,
atunci
e/ xneZ X[ . z) RC:n <|d|<r (3.20)

Demonstratie

-n

Z{e-’mo" -x[n]}: ie-’mon x[n]z™" = ix[n](e_j‘”o -z) = X(e_j"JO -z),

RC :n <|z|<r2
Regiunea de convergenta a transformatei semnalului modulat este aceeasi

cu a semnalului initial, deoarece multiplicarea cu e /® a variabilei z nu
modificd modulul variabilei complexe, ci numai unghiul sau.

Se poate stabili o relatie mai generald, moduland cu z;, Zo| #1.

Z{zgx[n]}= izgx[n]z_” - i x[n][ZiJ :X[zi} RC:r <
n=—o0 0 0

n=—00

z
—<I”2
2y

Daca z este real, adicad zp=a, se obtine scalarea in domeniul z, adica

{a x[n]} Za x[n]z™" ix[n](a_lz)_n :X(a_lz)

n=—000 n=—0
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Deoarece RC pentru X(z) este 7 < |z| <r,, RC pentru X(a'z) este
n < ‘a‘lz‘ <r, sau |a|r1 < |Z| <|a|r2.
4. Reflectarea semnalului
Dacd x{n]«Z—>X(z) RC: n<l|z<r
atunci
_ 1 1
A-n]«Z>X(z") RC: —<|z<— (3.21)
r 4|
Demonstratie

Z{x[—n]}: ix[—n]zfn = ix[m](zf1 )_m =Xz
unde m = -n.

- - . 1 1
RC a lui X(z") este 7, < ‘z 1‘ <r, sau, echivalent, — < |z| <—
p) h
Se observa ca dacd zp apartine RC a lui x[n], 1/z¢ apartine RC pentru
x[-n].

5. Derivarea transformatei Z

Daca x[n]<«2— X(z) zeRC
atunci
nx[n]<L>—zm eRC (3.22)
z
Demonstratie
Prin derivarea ambilor membri ai relatiei (3.1) rezulta
—d)fi(z) = Zx[n][—n]z_”_1 =z Z[n x[n]]z_” = —z_lZ{n x[n]}.
z n=—oo n=—w

Ambele transformate au aceeasi regiune de convergenta.

6. Transformarea diferentei
Daca x[n]<«2— X(z) zeRC
atunci
x[n]-x[n—1]«Z>1-z")X(z), zeRC—{z=0} (3.23)
Demonstratia se obtine aplicand proprietatea 2 de translare 1n timp.
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7. Insumarea in timp

Daca x[n]<«2— X(z) zeRC
atunci
y[n] = zx[k] X (Z) , zeRC—{z=1) (2.24)
-z
Demonstratie

Semnalul suma y[n]= Zx[k] satisface relatia x[n]= y[n]—-y[n—-1], a

k=—o0

cirei tranformati Z este X(z)=Y(z)-z 'Y(z). In consecinta,

M= Zx[k] X (Z)

8. Transformarea semnalului complex conjugat

Daca x[n](L)X (2) z€ RC unde x[n] este o secventa complexa,
atunci

x [n]«Z> X" (z")

Demonstratie

Z{x"[n]} = ix*[n]z_” :( ix[n](z*)_nJ =X"(z"), zeRC

9. Teorema convolutiei
Dacd x,[n]<«Z%—>X,(2) RC,
x,[n]«Z> X, (2) RC,
atunci
x[n]=x[n] #xy[n]¢"—> X (2) = X (2) X, (2) (3.25)
cu RC intersectia RC; cu RC,.

Demonstratie

x[n] = le [k]x,[n—k]

X(z)= Zx[n]-z_" = Z { le[k]xz[n—k]]z_”

n=—on n=—ow| k=—
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= Sl Snln-k " = Skl Sk =
k=—0 m=—o0

k=—w n=—00

— X, () Skl = X, () X, (2)
k=—o0

Convolutia este una dintre cele mai importante proprietati ale
transformatei Z deoarece transforma convolutia a doud semnale din
domeniul timp intr-o multiplicare a transformatelor Z.

Uneori, pentru calculul convolutiei a doua semnale se recurge la
folosirea transformatei Z, dupa cum urmeaza:
1 - se calculeaza transformatele Z ale semnalelor implicate in convolutie

X,(2) = Z{x,[n]}

X,(z)= Z{xz[n]}
2 - se multiplica cele doud transformate

X(z)=X,(2)-X,(2) in domeniul z.
3 - se efectueaza transformarea inversa

domeniul timp — domeniul z.

x[n]=2" {X (z)} domeniul z — domeniul timp.
In multe cazuri aceasti procedurd implici un efort de calcul mai
mic decat calculul direct al sumei de convolutie.

10. Teorema corelatiei
Daca x,[n]«Z2—>X,(z) , zeRCl x,[n]«Z—>X,(z), zeRC2

atunci r [[]= Y x[nlx,[n—11«Z>R, ()= X,(2)- X,(z™) (3.26)
RC: intersectia RC pentru X(z) cu RC pentru X»(z ™)
Demonstratie
Se reaminteste ca r, , [[]=x;[[]* x,[]

Folosind proprietatile de convolutie si de reflectare in timp, se
obtine
Ry, (2) = Z{n [} Z{o, [} = X, (2)- X, (7).

Ca si in cazul convolutiei, corelatia a doud semnale poate fi calculatd mai
usor cu relatia (3.26), urmata de transformarea inversa a rezultatului.

11. Teorema produsului semnalelor in domeniul timp
Daca xl[n]@Xl(z) , Ny <|Z|<l’1u
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. 7z
si X[« X,(2), 1y <l|z<ny,

atunci
xy[n] = x,[n]- x,[n]«2— X, (z) = %§ X,(V)X, [%jv_ldv (3.27)

unde c este un contur inchis care include originea plasat in regiunea
comuna de convergenta a lui X;(v) si Xa(1/v).
Demonstratie

Xy(2)= Sxlnlz" = 3 [n]-xy[n)="

n=-o n=
Se inlocuieste x;[n] cu transformata inversa a lui X,(z), conform relatiei
(3.17)

1 i
=—¢ X, (V" dv,
x,[n] 2nj§c Ly

apoi se schimba ordinea sumei cu integrala

X;(2) = Li; X,(v) sz[n](E] vidv = L§ X, (nX, [Ejvldv
2mj ¢ oo v 2mj *¢ \
Pentru a gasi RC pentru X3(z), se observa ca daca X;(v) converge pentru
ry < |v| <n, $1Xa(z) pentru r,; < |z| <r,,,atunci RC pentru X, [ij este
v

z

1y <|= <1, . RC pentru X3(z) este cel putin

STy, <|Z|<”1u”2u

Dacé x,[n] = x,[n], se obtine

S =5 X@X*(z—*]ﬂ

2y ¢ v ) v
Pentru z=1, rezulta expresia teoremei lui Parseval in domeniul z.
Z|x[n]|2 = Liﬁ X(v)X*(Ljﬂ, unde ¢ este un contur in RC.
_— 2mj ¢ v

*
n=

12. Teorema valorii initiale
Daca x[n] este un semnal discret cauzal (x[n]=0 pentru n<0), atunci
x[0] = lim X(z) (3.28)
Z—®0
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Demonstratie

X(z)= ix[n]zfn =x[0]+ X[z +x[2]z % +...
n=0

Evident, pentru z—oo, z"—0, pentru n>1, si (3.28) rezulta imediat.

In Tabelul 3.1 sunt date cateva perechi semnal — transformati Z,

uzuale, frecvent utilizate In practica.

Tabel 3.1
Semnal Transformata Z RC
x[n] X(2)
1. d[n] 1 intreg planul z
1
2. u[n] - |2[>1
Z—l
3. n-u[n] = |2[>1
1
4. a"u[n] —— 2| > |d
., az™
5. n-a"u[n] —(1 ) |z| > |a|
1
6. -a"u[-n-1] - 2| <|a|
. az™'
7. -na u[-n-1] m |Z| < |a|
(n+k_1)!a”u[n] 1
8. nl(k—1) (1—azfl)k ‘Z‘ >‘a‘
1-z"cosm,
. (cosmon)uln] 1-2z"cosm, +z° |Z| >
0
‘ z'sinw,
10. (sinogn)u[n] 122 cos. 122 |Z| >1
0
1—az"' cosw,
11. | (a"cosmon)u[n] | 1-2q4z" cosm, + a’z? |Z| > |a|
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az”'sino,

12. | (a"sinmon)u[n] | 1-2az"' cos®, +a’z"> 2| > |d

Exemplul 3.5.
Sa se determine transformata Z a semnalelor

a) xl[n]:na

b) x,[n]=n’,

C) x3[n]= n.

Solutie

a) Fie x[n]=u[n]. X(2)= Z

z—1
Conform relatiei (3.22),
z dX(z) d( z j z z™!
n<———z =—z— = = .
dz dz\z-1) (z-1)* (1-z7")?

b) Conform punctului a), Z{n} = ;2 . Aplicand (3.22) acestei relatii,

(z-1)

-1 -1
Z{nz}z—zi z : =Z(Z+13)=Z (1+1Z3)
dz\(z-1y ) (z-1° (1-z7")
c) Aplicand (3.22) relatiei precedente, se obtine
d|z(z+1) | _ 2(z* +4z+1) B ' 1+4z72 427

3 _—
A= (z-1) (z-1* (1-z7H?*

rezulta

3. 3. Transformate Z exprimate prin functii rationale

3.3.1. Poli si zerouri

O familie importantd de transformate Z este aceea pentru care
X(z) este o functie rationald, adica un raport de doud polinoame in z! sau
z.
Zerourile unei transformate Z, X(z), sunt valorile lui z pentru care
X(z)=0. Polii transformatei Z sunt valorile lui z pentru care X(z)=co.
Daca X(z) este o functie rationala, atunci
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M
b -k
NG _bythz +by 2 kZ(l) K

X(z)= — — = (3.29)
D(z) ay+ayz' +..ayz" iakz_k
k=0
Daca ap #0 si by #0, (3.29) se mai poate scrie
N(z) byz™ 2z +(b /b)) +...+(b,, /b,)
X(2)= = N N N-1 =
D(z) a,z" z +(al /ao)z +...+(aN /ao)
M
(-z)  (330)
_by v (Z ) )"'(Z_ZM) _ N-M lk_:Il: ‘
_ao (Z_pl)---(z_pN)_G.Z 7
H (Z — P )
k=1
unde G = b—o
@y
Transformata X(z) are M zerouri finite la z=z;, z, ... zy, (rddacinile

polinomului de la numarator), N poli finiti la z=p;, p2 ... pn (radécinile
numitorului) si |N -M | zerouri (dacd N>M) sau poli (daca N<M) in

origine. Poli si zerouri pot aparea si la infinit. Un zerou este la infinit,
daca X()=0 si un pol este la infinit, dacd X(co)=cc. Numarul de poli si
zerouri de la zero si infinit este acelasi, deoarece un pol in zero
echivaleaza cu un zerou la infinit si un zerou in zero echivaleaza cu un pol
la infinit. Polii si zerourile de la 0 si/sau oo se numesc banali sau triviali.
Zerourile si polii finiti determinati de coeficientii by si ax se mai numesc
nebanali sau netriviali.

Se face conventia ca in planul complex un pol sa fie reprezentat prin "x"
iar un zero prin "0". Ordinul de multiplicitate al polilor sau zerourilor se
indica printr-un numar plasat in apropierea semnului "x" sau "o". Evident,
RC a unei transformate Z nu poate contine poli. Dacd pentru o
transformatd Z se cunosc polii §i zerourile, atunci, conform (3.30), se
poate determina transformata Z pand la un factor de castig G si apoi,
eventual, semnalul original.

3.3.2. Descompunerea transformatelor Z rationale

In continuare se vor aborda cateva aspecte referitoare la
descompunerea 1n fractii simple a transformatelor Z rationale, care se vor
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dovedi foarte utile in implementarea sistemelor discrete de ordin superior.

Fie o transformata Z, exprimata sub forma data de relatia (3.29). O
functie rationala de forma (3.29) se numeste proprie, daca ax#0 si M<N.
Conform relatiei (3.30), aceasta inseamnd cd numadrul zerourilor finite
este mai mic decat al polilor finiti. In caz contrar functia se numeste
improprie.

O functie rationala improprie (M>N) poate fi intotdeauna scrisa ca
suma dintre o functie polinomiala si una rationala proprie, adica

N _ wrny N
X(z)= Dg; =y ez Hotey gz MY +£ (3.31)

sau, altfel scris

M-N
X(@)= Yz +X,,(2) (3.31")
k=0
Daca polii lui X,,(z) sunt distincti, atunci
A
X, (2)= 4 —+ 4) et N (3.32)
1-pz 1-p,z I-pyz

In cazul 1n care coeficientii ax si by sunt reali, polii complecsi apar
in perechi conjugate si se grupeazd dupa cum urmeaza:

4 A A—Ap'z '+ A" - A pz b, +b,z"
+ = =
1-pz" 1-pz"' 1=-pz'=pz'+pp"z? l+a,z"'+a,z”
(3.33)
unde
beo = 2Re(4) a1 =~2Re(p)
. 5 (3.34)
bcl =-2 Re(Ap ) Ay = |p|
Combinand (3.31), (3.32) si (3.33), X(z) devine
M-N k ky -1
X(z)= chz_k +Z b - +Z Deo :bc”‘Z - (3.35)
k=0 k=11+arkz k=11+aclkz +a.,,.2

unde k;+2k,=N, indicele "c" face referire la poli complecsi, iar "r" la poli
reali.

Evident, pentru M=N, primul termen este o constantd, iar pentru
M<N, acesta dispare.

O formad alternativa pentru exprimarea lui X(z) se obtine plecand
de la expresia (3.30) care, pentru ap=1 poate fi scrisd echivalent
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ﬁ[(l Z,Z )
H(I_sz_l)

Daca ap#1, se poate obtine (3.36) din (3.30) prin impdrtirea numaratorului
si numitorului la ao. In aceasti expresie polii complex conjugati si
zerourile complex conjugate se combind pentru a forma expresii cu
coeficientii reali, de forma

—zz Nl-zpz” _I+byz +bogz
1=z = i-zz) 1bz bz

X(z)= (3.36)

. = (3.37)
(l—pkz_1 XI—pkz_l) lJraclkz_l Jraczkz_2
unde
by =—2Re(z;) a.x =—2Re(py)
5 ) (3.38)
b :|Zk| Y :|Pk|
Presupunand M=N, se obtine
hl4b,z' fel4b, 27" b, 27
X(2)= bOH 1k 2 (3.39)

Slva,z! hlta,z vay,z
unde N=k;+2k,

3.3.3. Localizarea polilor si comportarea in domeniul
timp a semnalelor cauzale

In continuare se va considera relatia dintre pozitia polilor si forma
semnalului corespunzator din domeniul timp pe baza perechilor semnal —
transformatd Z din tabelul 3.1. Se va opera cu semnale reale, cauzale ale
caror caracteristici depind de pozitionarea polilor transformatei Z in

regiunea |z| <1 sau |z| >1. Deoarece cercul |z| =1 are raza egala cu 1, el

se numeste cercul unitate.
Daca un semnal real are o transformata Z cu un pol, acesta trebuie
sa fie real. Singurul semnal de acest fel este semnalul real exponential.

RC |z|>|a]  (3.40)

x[n] = a"u[n]«~— X (z) = 5
l-az

care are un zero la z;=0 si un pol la p;=a pe axa reala.

In figura 3.3 este prezentati comportarea semnalului in functie de
pozitia polului fatd de cercul unitate. Semnalul este exponential
descrescator daca polul este in interiorul cercului unitate; constant, daca
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polul este pe cercul unitate si exponential crescator cind acesta este in
afara cercului unitate. In plus, un pol negativ are ca rezultat un semnal cu
semnul alternant.

Im z 1#%(n] Alm z 14 =[]
A planul 2 planul =
> TTTN_. > T | Sialriy
\1/1}{32 n 0 lRez l ¢ ¢

=z[n]
Alm z planul 1*

1Ekez n 1Eez i i n

Im 2 plannlz #ln] AT 2 sl z x[n]
@ﬁ_ S S =

RJ.'E ¥4 i Q/l R‘.’E 4 L l Il’

Figura 3.3. Comportarea in domeniul timp a unui semnal cauzal a carui transformata Z
are un singur pol real

Un semnal real a cédrui transformatd Z are un pol real dublu este de

forma
x[n]=na"uln] (3.41)
si comportarea sa este ilustrata in figura 3.4.

Se observa ca un pol dublu pe cercul unitate are ca rezultat un
semnal nelimitat.

In figura 3.5 este prezentat cazul unui semnal cauzal a cirui
transformatd Z are o pereche de poli complex conjugati (p si p .
Ip=lp’|=r). Conform tabelului 3.1, acestia au ca rezultat un semnal
sinusoidal cu o infasuratoare exponentiala.

Distanta r de la pol la origine determind anvelopa sinusoidei, iar
unghiul pe care il face polul cu axa reala determina frecventa sinusoidei.
Se observa ca amplitudinea semnalului este descrescatoare pentru r <1,
constanta pentru » =1 si crescatoare pentru » > 1.
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Figura 3.4. Comportarea in domeniul timp a unui semnal real cauzal a carui transformata
Z are un pol real dublu

x[1]
Almz planul = o fr“
/m—m . 1= oo
iR TR T

L'

L T = planul =

/ﬁ planul =
\—I>Z1Re E

Figura 3.5. Comportarea oscilatorie in domeniul timp a unui semnal real cauzal a carui
transformatd Z are o pereche de poli complex conjugati
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Spre deosebire de cazul polului real dublu plasat pe cercul unitate, o
pereche de poli complex conjugati plasati pe cercul unitate au ca rezultat
un semnal real limitat. In figura 3.6 se prezinta alura unui semnal cauzal
real a carui transformatd Z are o pereche de poli complex conjugati cu
ordin de multiplicitate m=2 pe cercul unitate.

4[n] -

Figura 3.6. Semnal real cauzal a carui transformata Z are o pereche dubla de poli
complex conjugati pe cercul unitate.

In concluzie, semnalele reale cauzale ale ciror transformate Z au
poli reali simpli sau perechi simple de poli complex conjugati in interiorul
sau pe cercul unitate sunt Intotdeauna marginite in amplitudine. Mai mult,
semnalul cu un pol (sau o pereche de poli complex conjugati) plasati in
apropierea originii descreste mult mai rapid decat cel pentru care acestia
sunt plasati in apropierea cercului unitate (dar, evident, in interiorul lui).

3.3.4. Functia de transfer (sau de sistem) a unui sistem
discret, liniar invariant in timp

In capitolul precedent s-a aritat ci raspunsul unui sistem discret,
liniar, invariant in timp la un semnal de intrare x[n] se poate obtine
efectuand convolutia dintre semnalul de intrare si raspunsul la impuls al
sistemului. Transformata Z a produsului de convolutie, prezentata in
paragraful 3.2, permite scrierea

Y(z2)=H(z)- X(2) (3.42)
unde Y(z) este transformata Z a secventei de iesire,

X(z) este transformata Z a secventei de intrare,

H(z) este transformata Z a raspunsului la impuls h[n].

Din (3.42) rezulta
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Y(z)
X(z)
Marimea H(z), care este transformata Z a raspunsului la impuls,
caracterizeaza sistemul in domeniul z si se numeste functie de transfer
sau functie (de) sistem.
Relatia (3.43) este utild pentru aflarea functiei de transfer pentru sisteme
descrise de o ecuatie cu diferente, de forma (2.114). Aplicand
transformata Z acestei relatii se obtine

H(z)= (3.43)

N M
Y(2)=-> a,Y(2)z7* +> b, X(2)z7* (3.44)
k=1 k=0
N M
Y(z)(l + Zakzkj =X(2)Y bz " (3.44")
k=1 k=0
% k
b,z
Y(Z) k=0 k "
= (3.44")
X(z) u k
1+> a,z
k=1
sau, echivalent
M
> bzt
H(z)=—"=%— (3.45)
1+>a szk
k=1

Prin urmare, un SDLIT descris de o ecuatie cu diferente are o functie de
transfer rationala. Relatia (3.45) este forma generald a functiei de transfer
pentru un SDLIT, din care deriva doua forme particulare.

Daca ay=0 pentru 1<k <N, (3.45) devine

M 1 M
H(z)=Y bz =——Y b "™ (3.46)
k=0 Z k=0

In acest caz H(z) contine M zerouri ale caror valori sunt determinate de
coeficientii sistemului {bx} si un pol banal de ordin de multiplicitate M in
origine. Deoarece sistemul contine numai poli banali (in z=0) si M zerouri
nebanale, el se numeste numai cu zerouri (all-zero system). Un astfel de
sistem este cu raspuns finit la impuls (FIR).

Pe de alta parte, daca by=0 pentru 1< k <M, (3.45) devine
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N
b, _ byz
N N ’

1+ Zakz_k ZakzN_k
k=1 k=0

In acest caz H(z) are N poli a caror valoare este determinatd de
coeficientii {ax} si un zerou banal de ordin de multiplicitate N in origine.

In general, nu se face referire la zerourile banale si, in consecinta,
sistemul contine numai poli nebanali, acesta numindu-se sistem numai cu
poli (all-pole system).

Forma generala (3.45) a functiei de transfer a unui SDLIT contine
atat zerouri, cat si poli, si sistemul se numeste sistem poli-zerouri, cu N
poli si M zerouri. Polii si/sau zerourile de la z=0 si z=co sunt impliciti si
nu se considera.

H(z)=

a, =1 (3.47)

3.4. Transformata Z inversa pentru functii sistem
rationale

In (3.1.2) s-a stabilit relatia de inversiune a transformatei Z ca
fiind

x[n]= % iX(z)z”_ldz (3.48)

unde integrala se evalueazd pe un contur inchis c, care cuprinde originea
si se gaseste in regiunea de convergenta a lui X(z).

In practica, evaluarea transformatei Z inverse se realizeazi prin
urmatoarele trei metode:
1. Evaluarea directa a relatiei (3.48) folosind teorema reziduurilor;
2. Dezvoltarea in serie de puteri de variabild z sau z™';
3. Descompunerea in fractii simple si folosirea tabelelor.

3.4.1. Evaluarea directi

Evaluarea directd a integralei pe contur (3.48) se poate efectua cu
ajutorul teoremei reziduurilor a lui Cauchy care afirmd ca daca f(z) este o
functie de variabila complexd, ¢ un contur inchis in domeniul z si f(z) nu
are poli In z=z,, atunci

1 £ f( z) { f(zy) daca z, este in interiorul conturului c (3.49)

z—2z, 0 dacd z, estein afara conturuluic
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Mai general, daca in interiorul conturului c existd poli multipli ai
integrandului si f(z) nu are poli in z=z,, atunci

1 dk‘lf(z)| dacd z, este in

ii; f(2) 4 (k-1 dz*! ‘ interiorul conturului ¢
7 = Z=29

(3.50)

(z- Zo) 0 dacd z, este in afara

conturului ¢

Valoarea membrului drept din relatiile (3.49) si (3.50) se numeste
reziduul polului la z=z,.
Daca se presupune ca integrandul relatiei (3.48) este de forma

e EAC (3.51)

g(z)
unde f(z) nu are poli in interiorul conturului ¢ in punctele z,, z,, ..., z, si
g(z) este un polinom cu radacini distincte simple z;, 7y, ..., z, in interiorul

conturului ¢, atunci

L f@, ] 4;(2) n 4;(2)
R P E 2W§(Z } "D o A
(3.52)
unde
Al.(zl.)z(z—zl.)- . :(Z—zi)% (3.53)
Valorile Aj(z;) sunt reziduurile polilor corespunzaitori la z = z;, 1 = 1,2,.

Cu alte cuvinte, valoarea integralei pe contur este egald cu suma
reziduurilor tuturor polilor din interiorul conturului c.

Relatia (3.52) s-a obtinut prin descompunerea in fractii simple a
integrandului si aplicarea relatiei (3.49). Daca g(z) are radacini multiple in
interiorul conturului ¢, se foloseste relatia (3.50) pentru evaluarea
reziduurilor.

Cu ajutorul teoremei reziduurilor, x[n] din (3.48) se calculeaza ca
fiind

1 _ _
xn]=— j;c X(2)z"'dz = > reziduurile lui X (z)z" :
27[] toti polii din ¢

o (3.54)
=2 (z-2) X(2) 2"
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pentru cazul in care {z;} sunt poli simpli sau cu relatia

x[n] = L ﬁX(z)z"_ldz = Y reziduurile lui X(2)z"" (3.54)
27[] ¢ toti polii din ¢

in cazul 1n care exista si poli multipli.

Daci X(z) z"' nu are poli in interiorul conturului ¢ pentru una sau mai

multe valori ale lui n, atunci x[n]=0 pentru aceste valori.

Exemplul 3.5.
Sd se determine originalul lui X(z)= —. |z >]a|, prin
—az
evaluarea integralei pe contur.
Solutie
1 z"! 1 z" .

x[n]=—o j§ -dz = § dz , unde c este un cerc de raza mai

21 ¢ 1—az” 2nj ¢ z—a

mare decat |a|.

Integrandul este de forma (3.51), cu f(z) = z" si g(z) = z — a. Exista doud

cazuri:

a) n >0, cand f(z) are numai zerouri in origine si, conform (3.49), rezulta
=a".

b) n<0, f(z) = z" are un pol de ordinul n in z = 0.

x[n]=2z"

Pentru n = -1, rezulta x[-1]= ! § 1 dz = 1 | +—
21 °¢ z(z —a) z—a|z=0 z

Pentru n = -2, rezulta

ﬂakzy§2 ! ﬁ:i(l j +%
2nj ¢ z7(z—a) dz\z—a z

In general,
n—1
on] = y§ Lo 1 d1 1)
2nj ¢ z"(z—a) (n-D!dz""\z—-a
(=D 1| L
(n-D!'(z-a)"
In concluzie, x[n] = a"u[n].

Relatia (3.48) este valabila pentru toti n, dar, pentru n negativ,
aplicarea ei poate deveni greoaie, datoritd polului multiplu care apare in

~(-)

z=0
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7z=0. Acest lucru poate fi evitat prin efectuarea schimbarii de variabila
z=p, astfel incat (3.48) devine [17]

1 -
n]=——§ XU/ p)p™*'p~dp (3.55)
2y

Conturul de integrare c' din (3.55) este parcurs in sens orar. Multiplicand
cu -1 pentru a inversa sensul de parcurgere a conturului, schimbarea de
variabild anterioara conduce la expresia

x[n]= L § X1/ p)p™dp=" Y Reziduurile lui X(1/p)p™"" (3.56)
27'[] ¢ toti polii din c'

Daca conturul ¢ din (3.48) este un cerc de raza r in planul z, conturul c'

din (3.56) este un cerc de raza 1/r in planul p. Polii lui X(z) care erau in

afara conturului c¢ corespund acum polilor lui X(1/p) care sunt in

interiorul conturului c¢', si invers. Pentru exemplul 3.5, x[n] poate fi

exprimat sub forma

-n-1
x[n]:L ,p—dp (3.57)
217 ““1—ap

Conturul de integrare ¢' este acum un cerc de razd mai micad decat 1/a.
Pentru n <0 nu exista singularitati in interiorul conturului, astfel incat
x[n]=0.

3.4.2. Transformata Z inversi obtinutd prin descompunere
in serie de puteri

Fiind datd o transformata Z, X(z), cu RC precizata, aceasta se poate
descompune intr-o serie de puteri de forma

X()= D,z (3.58)

care este convergenta in RC.

Exemplul 3.6.
Sa se determine transformata Z inversa pentru

1
X(2)=
) 1-1,5z7" 40,5272

daca
a) RC:|z]>1
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b) RC: |2/<0,5

Solutie
a) Conform paragrafului 3.1.1, deoarece RC este exteriorul unui cerc,
este de asteptat ca x[n] sa fie cauzal si se va cauta o descompunere intr-o
serie de puteri negative ale lui z.
Prin impartirea numardtorului la numitor, se obtine

X(z)= : :1+iz_l+Zz_2+1—52_3+£z_4+...
1-=z'4 -z 2 4 8 16
2 2

Comparand aceasta relatie cu (3.1), rezulta

b) In acest caz RC este interiorul unui cerc si, in consecintd, semnalul x[n]
este pur necauzal. Descompunerea se va face in puteri pozitive ale lui z,
prin efectuarea impartirii
1 1 3
) —zr-Zz'41
—14+3z-22 2

J 37272 | 227 +62° +14z% +302° +622° + ...

—3z+9z%2 -62°

/ 1z%-6z2°
722 +212° —14z*
/ 15z° —14z*

—152° +45z% -302°

/ 3124 -30z2°

In acest caz x[n]=0 pentru n>0. Comparand rezultatul cu (3.1), se obtine
x[n] = i..62,30,14,6,2,0,(T)}

3.43. Transformata Z inversa obtinuta prin
descompunerea in fractii simple si folosirea tabelelor

In metoda folosirii tabelelor se urmareste exprimarea functiei X(z)
ca o combinatie liniara
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X(2)=o0,X | (2)+0,X,(2)+...0, X, (2) (3.59)
unde X,(z), X2(z) ... Xi(z) sunt expresii ale caror transformate inverse
xi[n], xa[n] ... xx[n] se gasesc in tabelul 3.1 al perechilor semnal -
transformata Z. Daca este posibila o astfel de descompunere, atunci x[n],
transformata inversa a lui X(z), se obtine folosind proprietatea de
liniaritate a transformatei Z, rezultand

x[n]=o x| [n]+o,x,[n]+...0x;,[1] (3.60)
Descompunerea (3.59) este utilda in special dacd X(z) este o functie
rationald, ca in (3.29). Fara a pierde din generalitate, presupunem ap=1,
astfel Incat (3.29) poate fi scrisa sub forma

X(2)= N(z) _by+bz" +...+bM_zNM

= (3.61)
D(z) l+az" +...ayz
In cazul in care M>N, X(z) poate fi intotdeauna scrisi ca suma dintre o
functie polinomiala si una rationala proprie, adica
N(z _ (M= N,(z
X(Z):L:CO-FCIZ ey gz ™M N)+L) (3.62)
D(z) D(z)
Transformata Z inversa a functiei polinomiale se poate determina simplu
din definitia transformatei Z, de aceea se va considera numai cazul
transformarii unei functii rationale proprii. Pentru a determina
transformata Z inversd a unei functii rationale proprii, intdi se va
descompune aceasta in fractii simple, apoi se va inversa fiecare termen.
Fie X(z) o functie rationald proprie, adica
N(z) by+bz" +.. +byz ™"

X(z)= y

(3.63)
D(z) l+az'+..ayz
unde an#0 s1 M<N.

Pentru simplificarea calculelor ulterioare se elimind puterile
negative ale lui z prin multiplicarea numaratorului si numitorului
expresiei (3.63) cu z°, rezultind

boz" +b 2" 4. 4 by 2V

X(z)= (3.64)
zV -i-alz]\F1 +...ay
Deoarece N>M, functia
X boz" ' 45N 4 4 by 2N
(Z) — 0Z — 12 — Mz (365)
z zU +az7 +...ay

este, de asemenea, proprie.
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Pentru a descompune in fractii simple (3.63) sau (3.65), intdi trebuie
factorizat numitorul, in factori care contin polii pi, p2, ... pn ai lui X(z).
Se disting doua cazuri:
a) Poli distincti
Se presupune ca polii pi, p2, ... px sunt distincti si (3.65) se descompune
dupa cum urmeaza:
X(z) _ 4, n 4, Ay

+...+ (3.66)
z =P 27D Z=Pn
Coeficientii 4,, kK =1,N se determina din relatia
-pu)X
4, = EmPIXE) (3.67)
z
Z=Px

Relatiile (3.66) si (3.67) sunt adevarate atat pentru poli reali cat si
complecsi, cu conditia sd fie distincti. Daca coeficientii a,, k=1, N,
sunt reali, In cazul in care numitorul are radacini complexe, acestea apar
in perechi complex conjugate.

b) Poli multipli
Daca X(z) are un pol de multiplicitate m, atunci numitorul contine
factorul (z-px)" si descompunerea in fractii simple va contine termenii

A A A
g2 mk (3.68)

z=py (z-p) (E-p)"

unde

Ay ,i=Lm  (3.69)

- (m—i)dz"" z

1 dm {(z—pk)’” -X(z)}
=Pk

Dupa descompunerea in fractii simple, se inverseaza fiecare termen.
In cazul polilor distincti, relatia (3.66) se scrie
1 1 1
X(z)=4, -+ 4, Tttt Ay ————
l=pz- 1=p,yz-
Transformata Z invers, x[n] = Z'{X(z)} se obtine prin inversarea
fiecarui termen din (3.70) si considerarea combinatiei liniare

corespunzatoare. Din tabelul 3.1 rezulta
Zl{ 1 }{(pk ) uln] daca RC:|z| >|pk
1

]
—PiZz

N — (3.70)
l-pyz

, semnal cauzal

— pru[-n—1] dacd RC:|z|<|p,

, semnal necauzal
(3.71)
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Dacd  x[n] este  cauzal, RC este |z| > Pmax»  unde

Pmax :maxﬂpl s|P2lse - |pN|}'
In acest caz toti termenii din (3.59) au ca rezultat componente de semnal
cauzal si semnalul x[n] este
s[n]= Ayl + Ay pl +... Ay ply Juln] (3.72)
Daca toti polii sunt distincti, dar unii sunt complecsi, acestia din
urma vor avea ca rezultat exponentiale complexe. Daca polinoamele ce
reprezinta numaratorul, respectiv numitorul lui X(z) au coeficienti reali si

dacd py este un pol complex atunci si conjugatul sdu, p,, este un pol.

Coeficientii corespunzatori din dezvoltarea in fractii simple sunt, de
asemenea, complex conjugati, iar contributia acestei perechi de poli
complex conjugati este

5[l =14,(p, ) + 4 (p} ) Tutn). (3.73)
Marimile A si px pot fi exprimate Tn forma polara
A =|4; "™ (3.74)
i =|pile’™ (3.75)
unde |Ak| si |px| reprezintd modulele iar oy si Bk fazele componentelor Ay
$1 Pk-
Inlocuind (3.74) si (3.75) in (3.73), se obtine
x [n] = |y | p| (i) 4 e T Bursan) ) ) (3.76)
sau, echivalent
x[n]=2|4 | pe|" cos(Bin+au Juln] (3.77)

In concluzie,

z—l( 4 —+ A’; _IJ:2|Ak||pk|n cos(B,n+a, )uln]  (3.78)
1-p,z 1=pz

daca RC: |z|>|pk|. Fiecare pereche de poli complex conjugati va

determina o componentd reald, armonica, cauzald, cu o anvelopa
exponentiala (crescatoare pentru | p k| >1, descrescatoare pentru | pk| <1 si

constanta pentru | p k| =1). Unghiul dintre raza ce uneste originea cu polul

si axa reala pozitiva va determina frecventa semnalului sinusoidal.
Zerourile sau, echivalent, numaratorul lui X(z) influenteaza indirect
amplitudinea si faza lui x¢[n] prin coeficientii Ay.
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In cazul prezentei unui pol dublu, transformata este dati in tabelul 3.1.

-1

-1 pz _ n .

Z7 5 (=np"uln], RC:|z[>|p| (3.79)
(- p=")

In cazul polilor multipli, reali sau complecsi, este necesard

inversarea termenilor de forma .
Z= Pk )m
Pentru gasirea originalului in cazul polilor al caror ordin de
multiplicitate este mai mare decat 2  se folosesc proprietatile
transformatei Z.

Exemplul 3.7.
Sa se determine semnalul cauzal x[n] care are transformata Z
1
X(z2)= 1 my (3.80)
(1 +z Xl -z )
Solutie
Se descompune X(z) in fractii simple.
2
A
O B S (3.81)
z z+D)(z-1)" z+1 z-1 (z-1)
A = (z+)X(2) = 1 (3.82)
z .., 4
N2
4, =V X@ 1 (3.83)
z - 2
N2
4, = E X 3 (3.84)
dz z - 4

-1
X(2)=1. 11+3- 11+1-Z— (3.85)
4 1+4z7 4 1-z7 2 (1_2,1)2

Se inverseaza fiecare termen al descompunerii, obtinandu-se

x[n] = B(—l)” +%+ﬂu[n] (3.86)
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Exemplul 3.8.
Sa se determine transformata Z inversa a expresiei

1
X(z)= 3.87
1-1,5z7" 40,5272 (3.87)
daca
a) RC: |Z| >1
b) RC: |2/<0,5
¢) RC: 0,5<|z|<1
1 2 1
Solutie X(z)= = - 3.88
’ (@) 1-15z7" 40,522 1-z' 1-0,5z" (3.88)
pi=1
p2=0,5.
a) In acest caz, daca |z| >1 semnalul x[n] este cauzal
x[n]=2(1)" uln]-(0,5)"uln] = (2-0.5" J[n] (3.89)
b) pentru |z| < 0,5, semnalul x[n] este pur necauzal
sl =|-2+(0,5)" ju[-n—1] (3.90)

c) pentru 0,5<|z|<1, RC este un inel circular, ceea ce implicd un

semnal bilateral, in care un termen corespunde unui semnal cauzal si
celdlalt unui semnal necauzal. RC data este suprapunerea regiunilor
|z| >0,5 si |z| <1 si, deci, p»=0,5 produce partea cauzala si p;=1 partea
necauzald a semnalului.

x[n]=-2(1)"u[-n—-1]—(0,5)"u[n] (3.91)

3.5. Transformata Z unilaterala

In transformata Z bilaterald, semnalul era definit pentru intregul
domeniu -co<n<wo, ceea ce nu facea posibild evaluarea iesirii sistemelor
nerelaxate. Se reaminteste cd acestea erau descrise de ecuatii cu diferente
cu conditii initiale nenule. Pentru evaluarea rdspunsului sistemelor

dupa cum se va vedea in paragraful 3.6.2.
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3.5.1. Definitie si proprietati

Transformata Z unilaterala a unui semnal x[n] este definitd de
relatia

X' (2)= ix[n]z_" (3.92)
n=0

Se foloseste, de asemenea, notatia Z* {x[n]} si

A[nleE—s X*(2)

Transformata Z unilaterald diferd de cea bilaterala in limita
inferioara a sumei, care este intotdeauna zero, indiferent daca semnalul
este sau nu, cauzal. Datorita acestei proprietati, transformata Z unilaterala
are urmatoarele caracteristici:

1. Nu contine informatii despre semnalul x[n] pentru valori negative ale
variabilei independente.

2. Este unicd numai pentru semnale cauzale, deoarece numai acestea
sunt zero pentru n<0.

3. Transformata Z unilateraldi X'(z) a lui x[n] este identicd cu cea
bilaterala a semnalului x[n] u[n]. Deoarece x[n] u[n] este cauzal, RC
a transformatei sale Z si, deci, RC a lui X'(z) este intotdeauna
exteriorul unui cerc. In concluzie, cand se foloseste transformata Z
unilaterald, nu mai este necesar a se specifica RC.

Exemplul 3.9.
Sa se determine transformata Z wunilaterald a urmatoarelor
semnale:

x[n]= {132,537,0,1}<L>X1+ (2)=142z" 45224722 +27°

xln]= (125 7.0 F X () =5+72" 427

— zZ + .2 -3 4 -5 7
x[n]={0,0,1.2,5, 7,0}« = X3 () =z~ +22+ 527 4727 + 2
x,[n] = 8[n] L X (2) =1
xs[”]zs[n—k]<L>X5+(z):z_k,k>()

xs[n]=8[n+kl«Z—X;(2)=0, k>0
Principala aplicatie a transformatei Z unilaterale vizeazd analiza
sistemelor discrete descrise de ecuatii liniare cu diferente cu coeficienti
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constanti cu conditii initiale nenule. In general, astfel de sisteme au
implementare recursiva si se presupun cauzale. In aceste conditii iesirea
se calculeazi pentru n >0, in conditiile initiale prescrise. In aplicarea
transformatei Z unilaterale la probleme de acest tip, proprietatile de
liniaritate si deplasare in timp sunt de importantd deosebitd. Proprietatea
de liniaritate pentru transformata Z unilaterald este identica cu
proprietatea de liniaritate pentru transformata Z bilaterala, in schimb, cea
de deplasare in timp este diferita.

Proprietatea de deplasare in timp

Caz I - intarziere
Daci x[n]<«2—> X" (z)
atunci

x[n—k]<2—+>zk{X*(z)Jrix[—n]z”} k>0, (3.93)

n=l1

si, dacd x[n] este cauzal, atunci
n—kl«Z—z*X"(z) (3.94)

Demonstratie
Aplicand definitia (3.92), se obtine

Z+{x[n—k]}: ix[n—k]z‘" = ix[m]z—(mﬂc) _

n=0 m=—k

= z_k|: ix[m]z_m + ix[m]z_m} = Z_k{ _Zk:x[m]z_m + X+(Z)} (3.95)
m=—k m=0 m=-1

unde m=n—-k
Daca in (3.95) se inlocuieste m cu -n, rezulta (3.93).

Caz II - anticipare

Daci x[n]«2— X" (z)

. k=1
atunci x[n+ k]<Z—>z’{X+(z) - zx[n]z‘"} k>0 (3.96)
n=0
Demonstratie
Z" {x[n+k]} = Zx[n+k]z_" = Zx[m]z_(m_k) =
n=0 m=k
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=z [;x[nﬂz_m — ’;x[m]z"”} =z [X*(z) - ’;}x[m]z_’” } (3.97)

unde m=n+k
Daca in (3.97) se inlocuieste m cu -n, rezulta (3.96).

Aplicatii ale proprietitii de deplasare in timp
Transformarea diferentelor
Diferenta de ordinul intai pentru o secventa se defineste prin relatia
Ax[n] = x[n+1]—x[n] (3.98)
Similar cu diferenta de ordinul inti, se defineste diferenta de ordinul al
doilea, prin relatia
A’ x[n] = Ax[n +1]— Ax[n] (3.98")
In general,
A xn] = A7 x[n+1]- A x[n] (3.98")
Daci X*(z)=Z"{x[n]}existd, atunci existi si Z*{A*x[n]} si aceasta
este
k-1 o
ZHN AN = - X (2)-zD (=) A X[0] (3.99)
i=0
unde A'x[0] este diferenta de ordinul "i" pentru n=0 si A’x[0] = x[0].
Aplicand transformata Z unilaterala relatiei (3.98), se obtine
Z M nly = Z" {x[n+ 11} = Z" {x[n]} =

= Z<X+ (z)— x[O])— X' (2)=(z-DX"(2)-zx[0]
Relatia (3.99) se obtine prin aplicarea transformatei Z unilaterale relatiei
(3.98"), exprimata in functie de diferentele de ordin inferior. Relatia
(3.99) poate fi folositd pentru obtinerea transformatei Z a secventelor

(3.100)

pentru care A*x[n]=0 pentru un anumit & >1. Din (3.99), X(z) se poate
scrie sub forma

. k=1 A'X[0] 1
X*(z)=—2 .
(2) 21 ,-%(z—l)' + (z—1)F

7 (AN xX[n]} (3.101)

Exemplul 3.10.
Sa se determine transformata Z pentru semnalele

a) x[n]=C,
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b) x,[n]=C;

Solutie

a) x[n]= C,lZ = n . Pentru aceasta secventd, Ax[n]|=n+1-n=1,
A*x[n]=Ax{n+1]-Ax[n] = 0. Toate diferentele de ordin mai mare decat

1 sunt, de asemenea, zero. Prin inlocuirea acestor valori in (3.101), se
obtine
z

Z{n} = 1)

(3.102)

b) x,[n]= Cj = Q , pentru care

_ (n+Dn  n(n-1)

Ax,[n]=C2,, —C? =n, A’x,[n]=1. Diferentele de

2 2
ordin superior lui 2 sunt egale cu zero. Aplicand (3.101), se obtine
P4l m—— (3.103)
(z=1)
Similar, se poate verifica relatia generala Z {C,:” }: # .
Z —

Transformarea sumelor partiale

n-1
Fie suma partiala > x[k], generatdi de semnalul x[n]. Daca
k=0

Z " {x[n]} = X(z) exista pentru ‘Z‘ > r, atunci transformata sumei partiale

de asemenea exista si, pentru |z| >max{r,l}, aceasta este

. {”z_lx[k]} _X(
k=0

(3.104)

z—1

Demonstratie

n—1 n n
> x[k]=> x[k]-x[n]. Dacd se noteazd » x[k]=y[n], rezultd
k=0 k=0 =0

y[n]—y[n—1]=x[n]. Aplicand transforma Z " ultimei relatii si tinand

cont ca si y[n] este cauzal, se obtine Y(z):LlX(z). Dar
Z_
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Y(z)= Z{ix[k]} {Zx[k +x[n] } {Zx[k]} + X(z). Inlocuind pe
k=0

k=0
Y(z) in ultima relatie, rezulta (3.104).

Exemplul 3.11.
n—1

Si se determine transformata Z* a secventei AZx[k]
k=0

n—1

n—1 n
Solufie. AY x[k]=)_x[k]- D x[k]=x[n]. AplicAnd transformata Z

n—l1
acestei expresii, rezultd Z~* {AZx[k]} =X(2).
k=0

Exemplul 3.12.
n-1

Sé se determine transformata Z a sumei Y k. Din relatia (3.102)
k=0

z > - Aplicarea directa a relatiei (3.104) conduce la

se stie ca Z{n} =

rezultatul doritZ " {Zk} . Se constatd cd s-a obtinut acelasi

(-1
rezultat ca in (3.103), ceea ce, datoritd unicitatii transformatei Z

unilaterale pentru semnale cauzale, conduce la concluzia ca si originalele
n—l1
. n(n—1
sunt egale, adicd Y k = nn=1)
k=0

=C f , relatie, evident, adevarata.

Teorema valorii finale
Daci x[n]«2— X" (z)
atunci
lim x[n] = hm(z DX (2) (3.105)

n—»o0
Aceastd teorema este utlla in stabilirea alurii asimptotice a semnalului
x[n] cand se cunoaste numai transformata sa X (z), iar inversarea acesteia
este complicata.
Transformata diferentei x[n+1]-x[n] a unui semnal cauzal este
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i(x[n +1]—x[n] ) Zx[n +1)z7" ix[n]z‘” _ x x[m]z_(m—l) _

n=0 n=0 m=l1
-X"(2)= Z( Zx[m]z_m - x[O]j - X" (2)=(z-1DX"(2) - zx[0]
m=0
Trecand la limita pentru z—1 se obtine

1in} S (dn+1]-x[n] ™" = 1inll(z ~1)X"(2)-[0]  (3.106)
e z—>
Dupa trecerea la limita, membrul stdng al egalitatii devine

lim i(x[n +1]-xn]k ™" = i (x{n+1]-x[n]) =

T n=0 (3.107)
lim > (x[n+1]-x[n])= lim (x[k +1] = x[0]) = x[o0] — x[0]

—>00 n=0 —>0

Comparand (3.106) cu (3.107), rezulta
x[oo] = lim x[k] = lim(z —=1)X * (2)
k—o0 z—l1

numita si teorema valorii finale a unui semnal cauzal. Daca semnalul este
cauzal, regiunea de convergentd este exteriorul unui cerc. Dacd cercul

unitate este in domeniul de convergenta, X +(z)|‘ | are valoare finita si,
z|=1

deci, x[o]=0.

3.6. Analiza SDLIT in domeniul z

In paragraful 3.3.3. s-a definit functia de transfer sau de sistem a unui
SDLIT si s-a stabilit relatia sa cu raspunsul la impuls si ecuatia cu
diferente care descrie sistemul, folosindu-se transformata Z bilaterala, caz
in care indicarea regiunii de convergenta este obligatorie. Daca sistemul si
semnalul de intrare sunt cauzale, relatia (3.42) se scrie corespunzator
pentru transformate Z unilaterale. In continuare se va prezenta folosirea
functiei de sistem in determinarea raspunsului sistemului la o excitatie
arbitrard. Analiza va avea drept obiect sisteme poli-zerouri reprezentate
de ecuatii cu diferente cu coeficienti constanti cu conditii initiale
arbitrare.
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3.6.1. Raspunsul sistemelor discrete descrise de functii de
transfer rationale in conditii initiale nule

Fie un sistem poli-zerouri descris de ecuatia cu diferente (2.114) si
functia de transfer corespunzétoare data de (3.45). Functia de sistem H(z)
este raportul a doud polinoame B(z)/A(z). Mai mult, se presupune ca si
semnalul de intrare are o transformatd Z exprimatd printr-o functie
rationald, de forma
N(z)

0(z)
Aceastd presupunere nu este foarte restrictiva, deoarece cele mai multe
semnale de interes practic au transformata Z de aceasta forma.
Daca sistemul este relaxat, conditiile initiale ale sistemului sunt
nule, adicad y[-1]= y[-2]=...= y[-N]=0 si transformata Z a iesirii este

X(2)= (3.108)

Y2 = H(X ()= D NE) (3.109)
A(2)-Q(2)
Se presupune ca sistemul contine polii simpli p; p2 ... pn Si

transformata Z a semnalului de intrare are, de asemenea, polii simpli q; q2
... qu unde px#qm pentru toti k=1,2,... N si m=1,2,... L. Daca zerourile
polinoamelor de la numarator B(z) si N(z) nu coincid cu polii {px} si
{qx}, astfel incat nu existd anulare poli zerouri, atunci, dezvoltarea in
fractii simple a lui Y(z) este de forma

S L O
Y(z)=) - +> - (3.110)
tl=ppz al-gq,z
Transformarea Z inversa conduce la semnalul cauzal de iesire

N L
nl =2 A (p)" uln]+ D04 (q,) " uln] (3.111)
k=1 k=1

Se observa ca iesirea y[n] este compusa din doud parti. Prima parte este
functie de polii {px} ai sistemului si se numeste raspuns natural ,y, [n],

al sistemului.

N
Yurlnl=2 4, (p)"uln] (3.112)

k=1
Partea a doua a raspunsului y[n] este functie de polii {qx} ai semnalului
de intrare §i se numeste raspuns fortat, y;[n], al sistemului.
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L
ypln] =2 0k (q,) " uln] (3.113)
k=1

Coeficientii Ag §i Qk sunt functii de ambele seturi de poli {px} si {qx}.
Conditiile initiale fiind nule, relatia (3.111) reprezintd raspunsul de stare
zero al sistemului.

Daca X(z) si H(z) au unul sau mai multi poli in comun sau daca X(z)
si/sau H(z) contin poli multipli, atunci Y(z) va avea poli multipli si, in
consecinta, dezvoltarea in fractii simple a lui Y(z) va contine termeni de
forma 1/(1-piz'1)k, k=1,2,...m, unde m este ordinul polului p;. Inversarea

acestor factori va conduce la termeni de forma n*™ p; in iesirea y[n]
[23].

3.6.2. Raspunsul sistemelor discrete descrise de functii de
transfer rationale in conditii initiale nenule

In acest caz se presupune ci semnalul de intrare x[n] se aplica
sistemului poli-zerouri la n=0, adicd semnalul de intrare s-a presupus
cauzal. Se presupun, de asemenea, conditiile initiale y[-1], y[-2] ... y[-N]
nenule pentru sistem.

Deoarece intrarea este un semnal cauzal si deoarece se doreste
determinarea iesirii y[n] pentru n>(0, se va folosi transformata Z
unilaterald, care permite utilizarea conditiilor initiale.

Conform relatiei (3.93), transformata Z unilaterala a relatiei
(2.114) este

Y (2)= —i a,z™* {Y*(z) + i y[-n]z" } + fbkz*"x*(z) (3.114)
k=1 n=1

k=0
Deoarece x[n] este cauzal, se poate inlocui X '(z) = X(z) si (3.114) devine
M N k
Zbkz_k Zakz_ka[—n]z”
ooy k=0 k=1 n=1 _
Y (o)=—F(—X(2)- ~ =
1+ a,z7* 1+ a,z7* (3.115)
k=1 k=1
:H(z)-X(Z)+NO—(Z)
A(z)

unde
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N k
No(z)==> a,z7*> y[-n]z" (3.116)
k=1

n=l

Din (3.115) se observa ca transformata Z a iesirii sistemului cu conditii
initiale nenule poate fi impartitd in doud parti. Prima parte este
transformata Z a raspunsului de stare zero al sistemului

Y. (2)=H(z)-X(z) (3.117)
iar a doua componentd este rezultatul conditiilor initiale nenule si
reprezinta transformata Z a raspunsului cand intrarea este nula.
Ny(2)
A(2)
Transformata Z a raspunsului total este suma acestor doud componente.
Raspunsul sistemului in domeniul timp se obtine prin determinarea

Yi(z)= (3.118)

transformatelor Z inverse pentru Y,(z) si Y (z)si adunarea rezultatelor,
adica

yin] =y [n]+yln] (3.119)
(z) este A(z), polii sdi sunt p; p2 ... pn §i

Deoarece numitorul lui Y

Y (z) se poate descompune in fractii simple, sub forma

. .Y b
Vi(2)=)—"— (3.120)
=1l=p,z

unde Dy sunt coeficientii descompunerii in fractii simple.
In consecinta, raspunsul de intrare zero este

N
y.ilnl=2 Dy (p;)"uln] (3.121)
k=1

Acesta poate fi adaugat la (3.111) pentru a forma raspunsul total al
sistemului si se obtine

N L
yin]= ZAk(Pk)nu[n]+ZQk(Qk)nu[”] (3.122)
k=1 k=1

unde

A, = A, +D, (3.123)
Cele prezentate anterior aratad clar ca efectul conditiilor initiale este de
modificare a raspunsului natural al sistemului prin modificarea
coeficientilor {Ax}. Acestea nu introduc noi poli si nu influenteaza
raspunsul fortat al sistemului. Analiza efectuatd a luat in consideratie
numai cazul polilor simpli, indiferent dacd acestia sunt reali si/sau
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complex conjugati. Aceleasi concluzii rezulta si in cazul polilor multipli,
reali si/sau complex conjugati.

Exemplul 3.13.
Sa se determine raspunsul la semnalul de intrare x[n]=2"u[n] al

sistemului descris de ecuatia cu diferente

yin]=(5/6)y[n—-1]-(1/6)y[n—-2]+x[n]
a) y[-1]=y[-2]=0
b) y[-1]=1; y[-2]=2
Solutie. Functia de transfer a sistemului este

HE)- —

1-(5/6)z" +(1/6)z"
Sistemul are doi poli p1=1/2 si p=1/3.
Transformata Z a intrarii este

X(z)=

1
1-2z7"
1
Yz5(2) = H(2)X(2) = =
(1 —/2)z7} 11 —(1/3)z7] 11 - 22‘1)
-1 2/5 8/5
= -t =t —
1-(1/2)z 1-(1/3)z 1-2z
si v [n]=[-(1/2)" +(2/5)(1/3)" +(8/5)2" Ju[n]
a) deoarece conditiile initiale sunt nule, in acest caz y[n] = y,[n].
b) pentru conditiile initiale y[-1] =1 si y[-2] = 2, 1n transformata Z apare
componenta suplimentara
_ -1
Y..(2) = Ny(2) _ (1/2)—-(1/6)z 3 1/2 0

A2 1-(5/6)z7 +(1/6)1z2 1-(1/2)z" 1z (1/3)z
In consecinta, raspunsul de intrare zero este
y[n]=(@1/2)1/2)"u[n]
iar raspunsul total are transformata Z

V(2) =Y, ()4 V()= — Dy 215 85
‘ 1—(1/2)z" 1-(1/3)z" 1-2z"

Aplicand transformata Z inversa, rezulta
Ynl=[(=1/2)1/2)" +(2/5)(1/3)" +(8/5)2" Ju[n].
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3.6.3. Raspunsul tranzitoriu si permanent al SDLIT

Dupa cum s-a aratat in paragraful (3.6.1), raspunsul unui sistem la
un semnal de intrare dat poate fi separat In doud componente: raspunsul
natural si raspunsul fortat.

Raéspunsul natural al unui sistem cauzal este dat de (3.112). Daca

| pk| <1 pentru toti k, atunci yn[n] descreste la zero pentru n—co. In acest

caz raspunsul natural este un rdaspuns tranzitoriu. Viteza cu care semnalul
descreste la zero depinde de pozitia polilor. Cu cat un pol este mai
apropiat de origine, acesta determind o descrestere mai rapida, iar daca
polul este plasat in apropierea cercului unitate (dar, evident, in interior),
descresterea este mai lenta si raspunsul tranzitoriu va persista mai mult
timp.

Raspunsul fortat este dat de (3.113). Daca toti polii semnalului de
intrare sunt in interiorul cercului unitate, y,[n] va descreste la zero

pentru n — o, ca in cazul raspunsului natural. Daca, in schimb, semnalul
de intrare este o sinusoida cu polii pe cercul unitate, raspunsul fortat este,
de asemenea, o sinusoida care persista pentru n > 0, caz in care raspunsul
fortat se numeste raspuns permanent al sistemului. Asadar, pentru ca
sistemul sa prezinte un raspuns permanent pentru »n > 0, intrarea trebuie
sa persiste pentru toti n>0.

3.6.4. Cauzalitatea si stabilitatea SDLIT exprimate in
functie de functia de sistem

Un sistem discret, liniar, invariant n timp, cauzal este cel al carui
raspuns la impuls A[n] satisface conditia
hn]=0, n<0
(3.124)
De asemenea, s-a aratat ca RC pentru transformata Z a unui semnal
cauzal este exteriorul unui cerc. In consecintd, un SDLIT este cauzal,
daca si numai daca RC a functiei sale de transfer este exteriorul unui cerc
de raza r < oo, incluzdnd punctul z =o0.

Stabilitatea unui SDLIT poate fi exprimata in functie de
caracteristicile functiei de transfer. Se reaminteste (paragraful 2.4.7) ca o
conditie necesara si suficienta pentru ca un SDLIT sa fie stabil in sens
MIME este
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> |i[n] <o (3.125)
Aceasta conditie implica faptul ca cercul unitate sa fie continut in RC a
lui H(z). Intr-adevar, deoarece

H(z)= 3 h[n]z™ (3.126)
rezulta o
H(z)f< iln)|= §|h(n)\z‘" (3.127)
Prin evaluarea pe cercul unifate (jzr:_of) se obtine
|H(z) < f]h[n] (3.128)

n=—0n

In concluzie, daca un sistem este stabil in sens MIME, cercul unitate
este inclus in RC a lui H(z). Se poate demonstra ca reciproca este de
asemenea adevarata si, prin urmare, un SDLIT este stabil MIME daca si
numai daca RC a functiei de transfer include cercul unitate.

Conditiile pentru cauzalitate si stabilitate sunt diferite si unele nu le
implica pe celelalte. De exemplu, un sistem cauzal poate fi stabil sau nu,
asa cum si un sistem necauzal poate fi stabil sau nu. Similar, atat
sistemele stabile cat si cele instabile pot fi cauzale sau nu.

Pentru un sistem cauzal se pot stabili conditii de stabilitate avand in
vedere ca RC a functiei de transfer este exteriorul unui cerc de raza r.
Pentru un sistem stabil, RC trebuie sa contina cercul unitate. In
consecinta, un sistem stabil si cauzal trebuie sa aiba o functie de sistem

care converge pentru |z| >r<I1. Deoarece RC nu poate contine nici un pol

al lui H (Z ), rezulta ca un SDLIT cauzal este stabil in sens MIME, daca si

numai daca toti polii lui H (Z) sunt in interiorul cercului unitate.

Exemplul 3.14.
Un SDLIT este caracterizat de functia de transfer
-1
H(Z) 3-4z _ 1 n 2

C1-3527 41527 L o 1-327

Sa se specifice RC a lui H(z) si sa se determine A[n] in urmatoarele
conditii:
a) sistemul este stabil;
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b) sistemul este cauzal,
c) sistemul este pur necauzal.

Solutie. Sistemul are poliila z=— si z=3.

1
2
a) Deoarece sistemul este stabil, RC trebuie sa includa cercul unitate

) 1 N ) .
si, deci, 5 < |z| <3 . In consecinta, h[n] este necauzal si

h[n]:(%)nu[n]—2(3)”u[—n—l].

b) Deoarece sistemul este cauzal,

z| >3, caz in care

h[n]z[%jnu[n]+2(3)"u[n].

Acest sistem este instabil (contine pe (3)"u[n]).

c) daca sistemul este pur necauzal, RC este |z| <0,5, sideci

)= (lj +206) julen—1].

2

Acest sistem este instabil( contine pe (1/2)" u[-n—1]).

3.6.5. Anulari poli zerouri

Daca o transformata Z contine un pol 1n acelasi loc pe care este
plasat un zerou, polul este anulat de zero si, in consecinta, termenul care
contine polul respectiv dispare din transformata Z. Anulari poli-zerouri
pot aparea fie in functia de transfer a sistemului, fie in produsul dintre
aceasta si transformata Z a semnalului de intrare. In al doilea caz se spune
ca un pol al sistemului este anulat de un zero al semnalului de intrare sau
invers. Aceasta inseamna ca, printr-o alegere potrivita a zerourilor
semnalului de intrare, se pot anula unul sau mai multi poli ai raspunsului
sistemului, ceea ce ar putea fi folosit in practica pentru stabilizarea unui
sistem.

Daca zeroul este plasat foarte aproape de pol, dar nu exact in pozitia
polului, acesta va avea o contributic in raspuns. In practica anulari
neexacte poli-zerouri apar ca rezultat al preciziei numerice finite folosite
in reprezentarea coeficientilor sistemului. in consecinta, daca numarul de
biti folositi in reprezentarea marimilor nu este suficient, nu se va Incerca
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stabilizarea unui sistem instabil prin plasarea unui zerou in semnalul de
intrare pe acea pozitie.

3.6.6. Poli multipli si stabilitate

Din cele prezentate anterior, s-a observat ca o conditie necesara si
suficienta pentru ca un SDLIT cauzal sa fie stabil in sens MIME este ca
toti polii sai sa fie continuti in interiorul cercului unitate.

In continuare se va analiza stabilitatea sistemelor in functie de
pozitia polilor sistemului si ai semnalului de intrare. Se disting
urmatoarele cazuri:

1. Atét polii sistemului p, ct si cei ai semnalului de intrare q; sunt

continuti in interiorul cercului unitate, adica | pk| <1, k=1...N,
lg,|<1.5=1..L.

Daca toti polii p, si ¢; sunt distincti si  p, #¢,, atunci atat

raspunsul natural, cat si cel fortat sunt limitate si sistemul este stabil.

Daca polii sistemului si ai semnalului nu sunt neaparat simpli sau

semnalul de intrare contine unul sau mai multi poli care coincid cu ai
sistemului, atunci iesirea sistemului va contine poli multipli, care vor avea

ca rezultat secvente de iesire care contin termeni de forma Aknb pruln]
unde 0<bH<m—1 si m este ordinul de multiplicitate a polului p,. Daca
|pk|<1, acesti termeni descresc spre 0 pentru n—> o, deoarece p;
domina pe n”. In consecinta, nici un semnal de intrare limitat nu va

produce o iesire nelimitata, daca polii sistemului sunt in interiorul
cercului unitate.

2. Polii sistemului sunt strict in interiorul cercului unitate,

p k| <1,
iar semnalul de intrare are poli atat in interiorul cecului unitate,

qj| <1.

Daca semnalul contine un pol real simplu (z=1 sau z=-1) sau doi poli
reali distincti (z=1 si z=-1) sau o pereche de poli complex conjugati pe
cercul unitate, restul fiind continuti in interiorul acestuia, atat raspunsul
natural, cat si cel fortat sunt limitate, cei doi poli complecsi combinandu-
se Intr-o componenta sinusoidala de semnal in raspunsul fortat al
sistemului. Evident, daca semnalul are pe cercul unitate cel putin un pol
real dublu sau o pereche dubla de poli complex conjugati, raspunsul
devine nelimitat si sistemul este instabil.

cat si pe cercul unitate,
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3. Polii semnalului de intrare sunt strict in interiorul cercului
unitate |q j| <1, iar sistemul are poli atat in interiorul cecului

unitate, cat si pe cercul unitate | pk| <1.

Daca pe cercul unitate exista un singur pol real (z=1 sau z=-1) sau doi
poli reali distincti (z=1 si z=-1) sau o pereche de poli complex conjugati
ai sistemului, raspunsul natural este limitat si sistemul este stabil. Daca
sistemul are pe cercul unitate poli reali sau complex conjugati multipli,
raspunsul sau devine nelimitat si sistemul instabil.

4. Atat polii sistemului cat si ai semnalului de intrare se gasesc fie

in interiorul cercului unitate, fie pe cercul unitate, adica | P k| <1
ilg.|<
st |q ]| <I.
Daca polii sistemului si ai semnalului de intrare de pe cercul unitate sunt
simpli si nu coincid, raspunsul sistemului este limitat si sistemul stabil.

Daca, insa, un pol al sistemului coincide cu un pol al semnalului de pe
cercul unitate, in raspunsul sistemului va aparea o componenta de forma

A,np/u[n], care este nelimitata. Cu atdit mai mult, daca polii sunt
multipli, raspunsul va fi nelimitat, contindnd termeni de forma
Aknb pru[n] unde 0<h<m-—1 si m este ordinul de multiplicitate a

polului p, de pe cercul unitate.

Singurele sisteme de interes care au poli pe cercul unitate sunt
oscilatoarele, despre care se spune ca sunt marginal stabile.

Urmatorul exemplu ilustreaza situtia din cazul 4.

Exemplul 3.15.

Sa se determine raspunsul sistemului cauzal, descris de ecuatia cu
diferente

y[n] = y[n - 1]+ x[n] , la treapta unitate.

Solutie. Functia de sistem a sistemului este  H(z)= care contine

1

polul z=1 pe cercul unitate. Transformata Z a semnalului de intrare

xn]=uln] este X (z)=1 ! — care, de asemenea, contine un pol la
z

z=1.
Transformata Z a semnalului de iesire este
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Y(z)=H(z)- X(2)= , care contine un pol dublula z=1.

Transformata Z inversa a lui Y(z) este

_ 1 Gl1=zt e
vn]=2 1{m}zz 1{#}:

1-z" z™

-1

=7 -+ ) :u[n]+nu[n]=(n+1)u[n]
-z 1-z7)

care, evident, este o secventa nelimitata si, in consecinta, sistemul este

instabil. Acest exemplu ilustreaza faptul ca stabilitatea MIME impune ca

polii sistemului sa se gaseasca strict 1n interiorul cercului unitate.

3.6.7. Stabilitatea sistemelor de ordinul 11

Ecuatiile liniare cu diferente sau functiile de sistem corespunzatoare
ale sistemelor discrete au de obicei coeficienti reali, ceea ce determina ca
polii sistemului sa fie reali si/sau complex conjugati. Pentru a evita lucrul
cu valori complexe, contributia polilor complex conjugati se combina in
expresii de ordinul al doilea cu coeficienti reali, motiv pentru care
sistemele de ordinul doi formeaza blocurile constructive de baza folosite
in realizarea sistemelor de ordin superior si vor fi analizate in detaliu.

Fie un sistem cauzal cu doi poli, descris de ecuatia cu diferente de
ordinul doi

y[n]=—-a;y[n=1]-a,y[n—2]+byx{n] (3.129)
Functia de transfer este
2
H(z)= M) _ &l __ e (3.130)

X(z) l+az" +a,z% z*+az+a,

si sistemul are doud zerouri in origine z, =z, =0 si doi poli

2
P L M (3.131)
S

Sistemul este stabil in sens MIME, daca polii sunt in interiorul
cercului unitate, adica daca | p2| <1 si | pl| <1. Aceste conditii impun

anumite relatii Intre coeficientii a, si a,, care vor fi determinate atat
pentru cazul in care polii sunt complex conjugati, cat si reali.
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Daca a12 <4a,, polii sunt complex conjugati pl’zzpe/e, si

conditia de modul subunitar pentru acestia conduce la

\/a12+4a2—a12 5
o= 5 =Ja, <l;a} <4a, (3.132)

ceea ce este echivalent cu relatia

2
la, <1, a, >“T1 (3.133)

Inlocuind (3.131) in conditia | p1,2|<1, in cazul polilor reali, se

2
—1<—%i,/%<1 (3.134)

conditie ce echivaleaza cu patru inegalitati ce trebuie indeplinite simultan.
Prin rezolvarea acestora rezulta a,>-a,-1 si a,> a,-1, relatii ce pot fi reunite
in

obtine

|a1|<1+a2 (3.135)
Cu alte cuvinte, un sistem cu doi poli este stabil, daca si numai daca
coeficientii a, si a, satisfac conditiile (3.133) si (3.135). Aceste conditii
definesc o regiune in planul coeficientilor (a,,a,) in forma de triunghi,
dupa cum este aratat in figura 3.7.
A
triurzhil poli

stabilitati cotnplex conjugati

poli realt 5
egali

‘t ag= —al—]

poli reali §
distincti -

Figura 3.7. Regiunea de stabilitate n planul coeficientilor (a,, a,) pentru un sistem de
ordinul 1T
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Sistemul este stabil daca si numai daca punctul de coordonate
(a,,a,) este in interiorul triunghiului, numit triunghiul stabilitatii.
Caracteristicile unui sistem cu doi poli depind de localizarea acestora sau
de pozitia punctului (a,,a,) in triunghiul stabilitatii. Polii sistemului pot

. . ~ . . 2
fi reali sau complecsi, dupa valoarea discriminantului A=a,” —4a,.

2

a . . J e A - . .
Parabola a, :# imparte triunghiul stabilitatii in doua regiuni.

Regiunea de sub parabola corespunde polilor distincti reali. Punctele de
pe parabola corespund polilor reali dubli si regiunea de deasupra
parabolei corespunde polilor complex conjugati.

a) poli reali si distincti (a12 >4a,)
Deoarece p, # p, sireali, functia de transfer a sistemului poate fi scrisa

sub forma
A A
H(z)=—1—+—2— (3.136)
l-pz= 1-p,z
P 2]
unde
b
4 =200 Azz—ﬂ, (3.137)
p—D, Pr= P>
raspunsul la impuls fiind
Hln]=—2—(p"' = piuln] (3.138)
b1~ P,
adica diferenta a doua exponentiale descrescatoare.
b) poli reali si egali (4} = 4a,)
In acest caz =P, =— % si functia de transfer este
bo
H(z)= (3.139)

(-p=7)
careia i1 corespunde raspunsul la impuls
h(n)= pol[n+1] p"uln] (3.140)

adica produsul dintre un semnal rampa si o exponentiala descrescatoare,
care va avea o alura descrescatoare pentru un n suficient de mare.

¢) poli complex conjugati (a? <4 a,)
Deoarece polii sunt complex conjugati, functia de transfer este
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* *

4 A 4 A

H\z)= + = ‘ + : 3.141
) 1-pz' 1-p'z7" 1—re/™z7 1—pe /™ ( )
unde p=re/® cul< <.
Jy . * —Jjoo
A= Dbl boe g BoP o bC 54
p—p Jj-2sinm, p—p Jj-2sino,
Raspunsul la impuls al sistemului cu poli complex conjugati este
H[n]= 27" sin(n + oguln] (3.143)
sin,

Acesta are o comportare oscilatorie cu o anvelopa exponentiala
descrescatoare pentru r <1. Unghiul ®, determina frecventa de oscilatie

iar distanta fata de origine a polului determina viteza de descrestere a
exponentialei. Evident, cu cat » este mai aproape de cercul unitate,
descresterea este mai lenta, si cu cat r este mai apropiat de origine,
descresterea este mai rapida.

3.7. Probleme propuse
3.1. Sa se determine transformata Z a urmatoarelor semnale si sa se
indice regiunea de convergenta.

a) x,[n]=[3,0,0,0,0,6,1,-4] ;
b) f

1 n
o) xyn]= (5) =

d) xc[n]:(n+1)u[n];
e) (a +a ) aeR;

f) (na smmon) [1];

2) xf[n]z(na coso)on)u[n];

W 5 bl- L +n1;jn_lu[n_1];
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1 n
. —| =2", >0
1) xi[”]: (3j " >
0

k) X; [n]: X, [n+4];

D x[n]=x,[-n].

3.2. Sa se determine transformata Z a semnalelor:
a) x[n]=a", lof <15

b) x[n]:l, —0<n<w;

3.3. Folosind metoda descompunerii in serii de puteri, sa se determine
transformata Z inversa pentru semnalul
-1
X(z)= —122
1-2z" +z
daca
a) x[n]este cauzal,;

b) x[n] este necauzal.

3.4. Sa se determine semnalul cauzal x[n] a carui transformata Z

este  x(z)= 1

(-2 i-2f '

3.5. Fie x[n] un semnal care admite transformata Z. Sa se
determine, in functie de X(z), transformata Z a urmatoarelor semnale:

n
x| — |, pentru n par
a) xl[”]z [2} P P
0,in rest
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b) x,[n]=x{2n].

3.6. Sa se determine semnalul cauzal x[n], daca transformata sa Z

este:
14327
X(z)=—""T"——
Y X(z) 143z 42272
-6, _-7
b) X@):%
1-z
1+2z72
X(z)=
2 (Z) 1+z72
-1 -2
d) X(Z):l 1+6z +z

4 (1-2z"+222)1-0.527)
e) X(z) este specificata de diagrama poli-zerouri

Im(z)| =11\
platul =
744
12 144 12 Re@
*
Figura p3.6

3.7. Sa se determine toate semnalele posibile x[n] care pot avea
transformata Z

527
X6)- (1-2:"J3-2 ")

3.8. Sa se determine convolutia urmatoarelor perechi de semnale cu
ajutorul transformatei Z:

a) x,[n]= [%) uln—1]; x,[n] = (1 + (%) ]u[n]
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b) x[n] = uln]: xz[n]:a[n]{%] un]
c) x,[n]=nuln]; xy[n]=2"u[n-1]

3.9. Folosind proprietatile transformatei Z sa se determine
originalul pentru urmatoarele transformate:

a) X(z) = log(1-2z) |z| < =
b) X(z)=log(l—%zlj |z|>%

3.10. Sa se determine semnalul x[#]a carui transformata Z este
1

X(z):ez+e; |z|¢0

3.11. Sa se determine semnalul x[#] cu transformata

X (z) T 3 = daca X(z) converge pe cercul unitate.

1——z'4z
3

3.12. Sa se calculeze convolutia urmatoarelor perechi de semnale
in domeniul timp si cu ajutorul transformatei Z unilaterale:
a) X [n] = {151515151} X5 [I’l] = {1,151}

T
b) x,[n]= @ uln]  xyln)= @ uln)

¢) x,[n]={LLLLL} X, [n]={LLL

T

S—au obtinut aceleasi rezultate prin ambele metode? Explicati.
3.13. Sa se determine raspunsul y[r], n>0 al sistemelor

descrise de urmatoarele ecuatii cu diferente, cu ajutorul transformatei Z
unilaterale:
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a) y[n]%y[n—l]—%y[n—z] =0; y[-1]=){-2]=1.
b) y[n]-15y[n—11+0,5)[n—2]=0; »[~1]=»[-2]=0.

) ] yn =11+ 0]
x[n]{%] ulnl; M-1]=1;

d) y[n]= %y[n 2]+ afn]
sl =uln; y[-1]=0,[-2]=1.

3.14. Sa se calculeze raspunsul de stare zero al urmatoarelor
sisteme:

a)lqn]z(%jnupq; xh]z(%}n[cosgjubﬂ
b)MMz(%YuML xh}{%y+(%IZ¢m—u
¢) y[n]=—0.1y[n—1]+0,2y[n—2]+ x[n]+ x[n —1]; ﬂﬂ:(%YuM]
d) y[n]=—y[n—2]+10x[n]; xM]zH{amgn}dﬂ
e)ﬂﬂ:[éyuwk An]=(-1" —oo<n<oo

3.15. Se considera sistemul
1-2z7" 42272 -273
H (Z ) = = = Y
(-2 J1-052" Ji-0.227)
a) Sa se reprezinte diagrama poli-zerouri a sistemului. Este acesta stabil?
b) Sa se determine raspunsul la impuls.

RC: 0.5<|z|<1

3.16. Sa se determine raspunsul sistemului
V[n]=0.7y[n—-1]-0.12y[n = 2]+ x[n — 1]+ x[n — 2]
la intrarea x[n] = nu[n]. Este sistemul stabil?
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3.17. Sa se determine raspunsul la impuls, %[r], al sistemului din
figura.

)= @ uln]; hyln] = @ uln]; hyln]= @ uln]

Figura p3.17

3.18. Se considera interconectarea sistemului din figura, unde
h[n]=a"u[n], —-1<a<l.

h J

-1
=[n] hin] oo 1l y[n]

b J

& [n-2] h[n]

Figura p3.18

a) Sa se determine raspunsul la impuls al sistemului si sa se stabileasca
daca este cauzal si stabil.

b) Sa se implementeze sistemul cu un numar minim de sumatoare,
multiplicatoare si elemente de intarziere.

3.19. Se considera sistemul H(z)=

1- 3 z 2 772
5 25

Sa se determine:

a) raspunsul la impuls;

b) raspunsul de stare zero la intrarea x[n]=u[n];

c) raspunsul total la intrarea x[n]: u[n] daca y[-1]=1; y[-2]=2.
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3.20. Fie sistemul cauzal descris de ecuatia cu diferente
y[n]=—a,y[n—1]+byx[n]+ b,x[n 1]
Sa se determine:
a) raspunsul la impuls;
b) raspunsul de stare zero la treapta unitate;
c) raspunsul la treapta unitate daca y[-1]=4#0;

d) raspunsul la intrarea x[n]=coswyn, 0<n<w,

3.21. Sa se determine raspunsul de stare zero al sistemului
1
y[n]= Ey[n —1]+4x[n]+3x[n—-1]
la intrarea x[n]=e’®"u[n].
Care este raspunsul de regim permanent al sistemului?
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