CAPITOLUL 3

PROIECTAREA FILTRELOR DIGITALE
CU RASPUNS INFINIT LA IMPULS

Filtrele digitale cu raspuns infinit la impuls (RII), ce vor fi denumite
in continuare filtre IIR (Infinite Impulse Response), constituie blocuri
importante Tn multe sisteme de prelucrare numericd a semnalelor. Ele sunt
recomandate in situatiile In care trebuie realizate benzi de tranzitie foarte
inguste, precum si atunci cand sunt necesare atenudri foarte mari in banda
de oprire. Deoarece prezinta reactie, filtrele [IR necesitd mai putine celule
de intarziere, pretul platit fiind neliniaritatea fazei si eventuale probleme
de stabilitate.

3.1. Introducere

Un filtru IIR poate fi caracterizat in domeniul timp prin ecuatia cu
diferente

N M
y[n]z—Zaky[n—k]+2bkx[n—k] 3.1
k=1 k=0
Aplicand transformata Z ecuatiei (3.1), rezulta
N M
Y(z) ==Y a,z"Y(2)+ D bz X(2) (3.2)
k=1 k=0

Functia de transfer a filtrului este

M

Z bz B

H(z)=—2 _ A(Z)

1+ Z a,z™* )
k=1

Impunand in relatia (3.1) intrarea x{n]= o[n], se obtine raspunsul
la impuls al filtrului IIR cauzal

(3.3)
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N

b, =Y a.hln—k], ne[0,M]
k=1
N
hn]= —Zakh[n—k], n>M 3.4
k=1
0, n<0

In continuare filtrele vor fi considerate stabile, adica raspunsul lor
la impus este absolut sumabil [63]

i|h[n]| <o (3.5)

n=0

conditie care, in planul Z conduce la necesitatea ca cercul unitate sa fie
inclus in domeniul de convergentd. Dacd se impune si conditia de
cauzalitate pentru filtru, care, iIn domeniul Z conduce la necesitatea ca
regiunea de convergenta sd fie exteriorul unui cerc, rezultd ca toti polii
filtrului cauzal si stabil se situeaza in interiorul cercului unitate.

Raspunsul la impuls al filtrului poate fi calculat si ca transformata Z
inversa a functiei de sistem [63]

Wnl=Z"{H(z)} = i §H(z)z""dz (3.6)

unde C este un contur inchis 1n planul complex, parcurs in sens orar, care
contine originea.
Prin evaluarea functiei de transfer H(z) pe cercul unitate, se obtine

raspunsul in frecventa al filtrului

Z be ™
H(w)=——— =|H(w)’"" (3.7
1+ z a,e’
k=
Réspunsul de modul al filtrului este

|B(@)
|H(a))| =—0:, a,=1 (3.8)
|A(e)
Asa cum a fost prezentat in Capitolul 1, polii functiei de transfer vor
determina maxime ale raspunsului in frecventa, cu atit mai pronuntate, cu
cat se afld mai aproape de cercul unitate, iar zerourile vor determina
minime, eventual anuldri ale raspunsului in frecventa, dacd se afla pe
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cercul unitate. Ca urmare, filtrele IIR permit realizarea unor maxime
ascutite, benzi de trecere foarte inguste si, la fel, benzi de tranzitie foarte
inguste. Asemenea performante s-ar putea realiza si cu filtre FIR, dar cu
pretul unor lungimi foarte mari.

Un dezavantaj al filtrelor IIR il constituie faptul ca aceste filtre nu
pot avea faza perfect liniard. Caracteristica de fazd a filtrului poate fi
scrisa ca

(@) =0y ()~ 0,(0) (3.9)

unde 6, (w) si O,(w) reprezinta argumentele functiilor 4(w) si B(w).
In capitolul precedent s-a aritat ca functia de sistem a unui filtru
de faza liniara prezinta o forma de simetrie a zerourilor sale, in sensul ca
aceasta are zerourile in perechi reciproce, z, si z;'. Dacd zerourile

numaratorului functiei de transfer prezinta o astfel de simetrie, faza
acestuia este perfect liniara. Pentru ca filtrul sa aiba faza liniara, ar trebui
ca si faza numitotului si fie liniard, dar acest lucru nu este posibil,
deoarece prezenta radacinilor reciproce la numitor nu mai asigurad
stabilitatea filtrului cauzal.

Metodele de proiectare ale filtrelor IIR sunt de doua feluri:

- Metode indirecte, in care un filtru analogic prototip este
transformat 1n echivalentul lui numeric;

- Metode directe, n care coeficientii filtrului se determina pe baza
minimizarii unui criteriu de eroare.

In Capitolul 1 s-a ardtat necesitatea indeplinirii conditiei M<N,
unde M este gradul numaratorului, iar V, gradul numitorului. Daca M>N,
filtrul poate fi considerat ca fiind format prin conectarea in cascada a unui
filtru IIR de ordin N cu un filtru FIR de ordin M — N. Toate tehnicile de
proiectare a filtrelor IIR pornesc de la premiza M<N, ordinul filtrului
fiind, deci, egal cu numarul de poli ai functiei de sistem H(z).

3.2. Proiectarea indirecta a filtrelor I1IR

3.2.1. Specificarea performantelor

Procedura cel mai frecvent utilizatd pentru proiectarea unui filtru
digital IIR consta 1n transformarea unui filtru analogic intr-unul digital, cu
performante echivalente. Aceastd abordare prezintd avantajul utilizarii
cunostintelor si metodelor folosite in proiectarea filtrelor analogice.
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Metoda indirectd se bazeaza pe existenta unor transformari care
conserva proprietdtile selective ale modelului analogic, transformand un
filtru optimal analogic 1Intr-altul optimal digital. Pornind de Ia
specificatiile referitoare la performantele filtrului digital, proiectarea
acestuia necesitd parcurgerea urmatoarelor etape:

1. Transformarea specificatiilor dorite a fi realizate de catre filtrul
digital in specificatiile impuse filtrului analogic prototip;

2. Obtinerea functiei de transfer a filtrului analogic prototip astfel
incat sa fie satisfacute specificatiile impuse filtrului digital;

3. Transformarea functiei de transfer a filtrului analogic in functia
de transfer echivalenta a filtrului digital.

La proiectarea filtrelor digitale de tip FIR sau IIR specificarea
performantelor se referd la abaterile maxime ale caracteristicii de modul
in benzile de trecere (B.T.) si oprire (B.O.), precum si frecventele limita
ale acestor benzi. La proiectarea clasica a filtrelor analogice, unii dintre
acesti parametri de performanta sunt definiti putin diferit. Astfel, Tn mod
uzual, la filtrele analogice, prin conventie, se considerd cd in zona de
trecere efectiva caracteristica de modul variaza intre valoarea maxima 1 si
valoarea minimd 1 — A, in timp ce in zona de oprire, variaza intre 0 si A,

ca in figura 3.1a.
Halg2l [H e

e L L L A

1-fp
1442

Ly

]

Figura 3.1. Specificarea performantelor pe caracteristica de modul a functiei de transfer a
filtrului trece jos (a) analogic si (b) digital

Pentru filtrele digitale FIR sau IIR se noteaza cu d,, respectiv 0
abaterile caracteristicii de modul a functiei de transfer de la valorile sale
nominale (1 in B.T., 0 in B.O.) astfel ca acest raspuns in frecventd
oscileaza intre 1+6, si 1-9,, in B.T. respectiv intre 0 si d; in B.O., ca in
figura 3.1b.

Frecventele mentionate in figura 3.1a au urmatoarele semnificatii: Q,,
Qq, Q. reprezintd, in ordine, frecventa de trecere efectiva, frecventa de
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oprire efectiva si frecventa de tdiere pentru filtrul analogic, exprimate 1n
radiani/s. Frecventele unghiulare ®,, o, o. din figura 3.1.b au aceleasi
semnificatii pentru filtrul digital (doar cd@ sunt normate in raport cu
frecventa de esantionare F,). Relatia intre frecvente din domeniul
analogic si digital este data de [63]

F
o =QT; =—; T=
/ F

s

1
— 3.10
F (3.10)

ceea ce implica
F F
Fe[_?,?}@fe[—0,5;0,5]<:>a)e[—7r,7r] (3.11)

Parametrii din figura 3.1a pot fi exprimati in functie de cei din
figura 3.1b, si invers. Relatia dintre frecventele analogice, Q, si discrete,
®, depinde de corespondenta dintre planele s §i Z, pe cand convertirea
valorilor de pe ordonata presupune normarea celor din fig.3.1b cu 1+6,, si
apoi identificarea cu cele din figura 3.1a (sau multiplicarea cu 1+3,, a
celor din figura 3.1a). Rezulta astfel

20
b= L A, = 9, (3.12)
1+0, 1+0,
respectiv
A 2A
6, =—>— 6 . (3.13)

PT2-A 24,
De obicei, aceste performante sunt date in dB, sub forma variatiei

maxime a atenuarii In banda de trecere efectiva si a atenudrii minime in
banda de oprire efectiva,

1+6,
A, =201g— = 201g(1-A,)
’ » (3.14)
A, =-201g8, =-20lg "=~ = -201gA,

P
Prezentarea pe scurt a filtrelor trece jos analogice de tip
Butterworth, Bessel, Cebisev si eliptice este datd in Anexa 3a.
Functia de transfer de ordinul N a unui filtru analogic este [12]

131



H,(s)=—%=""" N>M (3.15)

in care «;, B, sunt coeficientii functiei de transfer. Aceasta este legata de
raspunsul la impuls prin transformata Laplace

H,(s)= Th(t)e“"dt (3.16)

Filtrul analogic poate fi descris si de ecuatia diferentiala cu
coeficienti constanti

u dky(t) R a’kx(t)
Za —i —;ﬂ,— i (3.17)

Raéspunsul in frecventd, H,(jQ2), se obtine prin evaluarea functiei de
transfer pe axa imaginara a planului s.

Proiectarea unui filtru analogic constd in determinarea
coeficientilor «;, B, care conduc la minimizarea unui criteriu de eroare

dintre functia doritd si cea realizatd sau, altfel spus, intre functia de
aproximat $i functia dorita. De obicei, se lucreaza cu |H . ( jQ)2 (sinu cu
|H . ( jQ]) pentru ca prima are coeficienti reali.
B(s) B(— 5) Y2 -
H (s)H (=s)=2222"2 g (iQ = 3.18
u(s) u( S) A(S)A(—S) | a(] l Q2 =—S2 G—S2 ( )

Din (3.18) se observa ca singularitatile lui A, (s)H ,(—s) in planul

s sunt simetrice fata de axa jQ.

Functia de transfer a filtrului analogic, Ha(s), se determina astfel:

-polii lui Hy(s) sunt zerourile lui G(-s®), localizate in semiplanul
stang, restrictie impusa de stabilitatea filtrului;

-zerourile lui Hy(s) se obtin din zerourile lui E(-s”) prin distribuirea
acestora din urma in mod egal intre B(s) si B(-s), fara a separa perechile
de zerouri complex conjugate, pentru a obtine H,(s) cu coeficienti reali.
Determinarea lui B(s) nu este unicd. Dacad pentru zerourile Iui B(s) se
aplicd aceeasi reguld de alocare ca si in cazul polilor, functia de transfer
obtinutd este de faza minima. Spre deosebire de poli, zerourile pot fi
localizate si pe axa jQ.

132



Fiecare din aceste trei caracterizdri echivalente ale unui filtru
analogic conduce la metode diferite de conversie a filtrului analogic in
unul digital. Pentru ca tehnicile de conversie sa fie eficiente, acestea
trebuie sd Indeplineasca urmatoarele cerinte:

1. Axa jQ a planului s sa fie transformatd in conturul cercului
unitate in planul Z, ceea ce va determina o relatie directd intre
frecventele variabile in cele doud domenii.

2. Semiplanul stang al planului s sa fie transformat in interiorul
cercului unitate al planul Z, astfel incat filtrelor analogice stabile
sa le corespunda filtre digitale stabile.

3.2.2. Metoda transformarii ecuatiei diferentiale

Una din cele mai simple céi de transformare a unui filtru analogic
in unul digital constd in inlocuirea diferentialelor din expresia (3.17) prin
diferente finite [28], obtinand astfel ecuatia cu diferente finite care
aproximeaza ecuatia diferentiald data.

EDIWXCHOIES W XSO HECRD

unde x[n] si y[n] reprezinta secventele de intrare si iesire ale filtrului
digital, iar A" {x[n]}, AP {y[n]} reprezinta diferentele de ordinul k [63]
ale acestora, obtinute prin substitutiile urmatoare:

d“y, ()
t < y[n],——4 <= A yln 3.20
y,@)|_ . < ynl e P ]} (3.20)
unde y,(t) este raspunsul filtrului analogic, 7 este perioada de

dy,(t)
dt*
filtrului analogic 1n raport cu timpul.
Diferentele napoi de ordinul 1, respectiv &, sunt date de relatiile:
I

80l = a0 o )= S0l oy

Aplicand transformata Z relatiilor (3.21), se poate scrie

esantionare, iar este derivata de ordinul (k) a raspunsului

(3.21)
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(3.22)

k
-2
2 bl = 5 2 bl | v
Aplicand transformata Z ambilor membri ai ecuatiei cu diferente

(3.19) si utilizand transformatele Z ale diferentelor date de (3.22), se
obtine functia de transfer a filtrului digital de forma

u -z
i
e-E T
1+Zal_[1_TZ J

Expresia (3.23) arati ca obtinerea lui H(z) din H(s) se face prin

(3.23)

substitutia

1-z"

T

S =

(3.24)

are functia de transfer

Hnl=yin -1
T

Diferentiatorul analogic cu iesirea

dy, (1)
dt

H(s)=1s, in timp ce sistemul digital care produce iesirea

. . -z . .
are functia de sistem H (z):T. Corespondenta dintre cele doud

domenii, s si Z, este datd de relatia (3.24).

Diferentele A®{y[n]} evaluate cu relatiile (3.21) poartd
denumirea de diferente inapoi. Daci, in schimb, diferentele A" {y[n]} se
evalueaza cu relatiile [ ] [ ]

A _Jn +1|—yln
i} = D

si A® {y[n] } — A {y[l’l + 1];_ A {y[l’l] } , pentru k= 2,_N , (3.25)

acestea poartd denumirea de diferente inainte.
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Repetand procedura de trecere de la ecuatiile cu diferente finite la
functia H (z) utilizand diferentele Tnainte, rezultd ca aceasta se obtine din

Ha

~—

s) prin substitutia

(3.26)

S =
T

Pentru a examina modul in care se transforma planul Z in planul s,
si invers, prin transformarile (3.24) si (3.26) si daca sunt satisfacute
cerintele 1 si 2, se inlocuieste 1n prima relatie s = o + jQ. Pentru 0 =0

se obtine transformarea axei { jQ}
1 1 1 v Qr
1-sT|oc=0 1-,;QT 1+Q°T? ]1+QZT2

z

=Re(z) + jIm(z)

(3.27)
Eliminand Q7 din Re(z) si Im(z) se obtine relatia
Re? (z)—Re(2)+ Im? (z2)=0< (Re(z) - %)2 +Im? (2)= (%)2 (3.28)
sau, echivalent

1
== 3.29
=573 (3.29)

Astfel, axa {jQ} a planului s se transforma in cercul cu centrul in
C(1/2,0), de raza 1/2, descris de (3.29) si reprezentat in figura 3.2.

V;—\F\ Imiz) planul //-

planul planul z @
@
/ Re(z)
L

b

1

Figura 3.2. Transformarea planului s (a) in planul Z prin utilizarea diferentei inapoi (b),
respectiv diferentei inainte (c) in aproximarea ecuatiei diferentiale

Pentru a stabili corespondenta dintre planul s si planul Z, se
inlocuieste s = o+ jQ in ecuatia cercului (3.29), rezultand
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1+sT
1-sT

1 1
Z——|=—
2

2| 2

1 \/(1+O'T)2 +(Qr)

(3.30)

Dacio<0=|z——

1

< J—
2
Relatiile (3.30) evidentiaza faptul ca semiplanul stang al planului s
trece in interiorul cercului de raza 1/2 iar semiplanul drept in exteriorul
acestui cerc. Cum acest cerc este localizat in interiorul cercului unitate,
rezultd ca transformarea (3.24) conserva conditia de stabilitate a filtrului
analogic. Transformarea prezentatd nu asigurd Indeplinirea cerintei de
transformare a axei imaginare a planului s in conturul cercului unitate,
insd pentru valori foarte mici ale lui 7, o zona a axei { jQ} (pentru care

|QT | este foarte mic) va fi transformata in arcul de cerc situat in jurul lui

z=1, care corespunde, in domeniul frecventelor discrete, lui @ =Q7 =0.
Astfel, raspunsul in frecventa al filtrului analogic se conserva la frecvente
joase, pe o zond de frecventd cu atdt mai intinsd cu cat perioada de
esantionare este mai mica. Ca atare, transformarea da rezultate relativ
bune la discretizarea unui filtru analogic trece jos si nesatisfacatoare
pentru alte tipuri de filtre.

Pentru transformarea (3.26) se poate scrie

z=1+sT; Re(z) =1+ 0T; Im(z) = QT ;|2|" = (1+oT) +(QT), (3.31)

Aceste relatii evidentiaza faptul cd axa { Jj } se transforma in

dreapta Re(z) =1 ce separda semiplanele Re(z)<1 si Re(z)>1 care

reprezintd imaginile semiplanelor stang (0 < 0), respectiv drept (0 > 0)

ale planului s, ca in figura 3.2¢. Din (3.31) se observa ca este posibil ca

filtre analogice stabile, cu polii s, =0, +jQ, cu o, <0, sd nu se
transforme 1n filtre digitale stabile, daca

(1+0,T) +(Q,T) >1 (3.32)

Prin urmare, transformarea (3.26) nu satisface cerintele 1 si 2,

nefiind o metoda generald buna pentru convertirea unui filtru analogic in
unul digital. Ca si In cazul transformarii (3.24), caracteristicile de

selectivitate sunt conservate doar la|QT | foarte mic (portiunea din dreapta

Re(z) =1 din vecindtatea punctului de tangenta cu cercul unitate).
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3.2.3. Metoda invariantei raspunsului la impuls

In aceasti metoda se urmareste a se proiecta un filtru digital IIR al
carui raspuns la impuls h[n], este versiunea esantionatd, cu perioada 7, a

raspunsului la impuls al filtrului analogic, /(%) .
h[n)=h, (nT) (3.33)
Se reaminteste [63] cd daca un semnal continuu x,(¢) cu spectrul
X,(F)este esantionat periodic cu frecventa F, =1/T esantioane pe

secunda, spectrul semnalului esantionat este repetarea periodicd a
spectrului scalat X (F') cu perioada F, adica

X(H=F X -R)F) (334

unde f =F/F, este frecventa normalizatd. Eroarea alias apare daca
frecventa de esantionare F, este mai micd decat dublul celei mai mari
frecvente, F,, din spectrul X (F).

A AhinT)

Ay

| i

Timp t (continuu) O 2T 4767 EE; o Timp nT (discret)

(a)
Figura 3.3 Comparatie intre raspunsul la impuls al a) filtrul analogic si b) filtrul digital
echivalent

Particularizand (3.34) pentru esantionarea raspunsului la impuls al
filtrului analogic cu raspunsul in frecventa H, (F ), filtrul digital care

indeplineste relatia (3.33) are raspunsul in frecventa
H(f)=F, 2 H|(/-k)F,] (3.35)
k=—0

sau, echivalent
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H(0)=F, Y H,[(0-27k)F] (3.36)

cu w=Q7T, sau
1 & 27k 2
H(QT)=— H || Q——— cu Q=— 3.37
ar) Tk;n K Tﬂ : T 337

In figura 3.4 se aratia schematic raspunsul in frecventd al unui
filtru analogic trece jos si raspunsul filtrului digital corespunzitor. Se
observa ca raspunsul filtrului digital se apropie de cel al filtrului analogic,
dacd perioada de esantionare 7 este suficient de micd pentru a evita sau
minimiza eroarea alias. Se observd, de asemenea, cd metoda invariantei
raspunsului la impus nu este potrivitd pentru proiectarea de filtre trece
sus, din cauza erorii alias ce apare 1n spectru in urma esantionarii.

H ()

Pl Fl
f 1 I !
: | ! |

. E QT

Figura 3.4 Raspunsul in frecventd H, (Q) al filtrului analogic si cel al filtrului digital
corespunzdtor cu eroare alias

Observatie. Daci H,(Q) este de banda limitata si satisface conditia
H,(Q)=0 pentru [Q>Q, (3.38)
atunci, prin alegerea unei frecvente de esantionare F, >2F,, in relatia

(3.37) nu exista suprapuneri ale repetarilor adiacente si, ca atare, se poate
scrie

TH(a))zHa[j%j pentru |a)|S7z, (3.39)
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adicd, nesuprapunerea repetarilor periodice (garantatd de conditia (3.38))
asigura cd filtrul digital obtinut prin metoda invariatiei raspunsului la
impuls va avea exact acelasi rdspuns in frecventa ca si filtrul analogic
prototip. In realitate functiile de transfer ale filtrelor analogice nu satisfac
decét cu aproximatie conditia (3.38), replici ale spectrului din domeniul
fundamental existand pe toatd axa frecventelor, ceea ce conduce la
fenomenul alias, astfel ca relatia (3.39) va fi adevaratd cu o anumita
aproximatie.

Unul din dezavantajele majore ale acestei metode de discretizare a
raspunsului la impuls al filtrului analogic prototip consta in faptul ca ea se
aplica numai pentru filtrele al caror raspuns la impuls satisface (chiar cu o
anumitd aproximatie) conditia de semnal de banda limitata (3.38), putand
fi aplicata la proiectarea filtrelor trece jos si trece bandd, nu si la
proiectarea celor trece sus, opreste banda si trece tot.

In proiectarea filtrelor digitale prin metoda invariantei raspunsului
la impuls cerintele filtrului discret sunt transformate in specificatii ale
filtrului analogic din relatia (3.39), in ipoteza unei erori alias neglijabile,
prin aplicarea relatiei

Q=w/T (3.40)

Dupa obtinerea unui filtru analogic potrivit specificatiilor, acesta
este transformat in unul digital cu functia de sistem H(z), dupda o
procedura care necesitd parcurgerea urmatoarelor etape:

1. Se descompune H, (s) in fractii simple

HH(S)=ZN: S (3.41)

k=15~ Dy

2. Se determind /,(¢) ca transformata Laplace inversd a lui H(s)

hu(t)zzN:ckLl{ ! }:ﬁ:ckewo—(z) (3.42)

§S— Py

o(t) fiind semnalul treaptd unitate.
3. Se determina functia pondere a filtrului digital prin esantionarea
periodica a lui 4, (¢)

h[n]=h,(nT)= icke”’f”ru[n] cu uln]=o(nT)  (3.43)

4. Se calculeaza functia de transfer H(z) ca transformata Z a
secventei h[n].
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HG) = Sl - z[z j _

n=0 \ k=1

N 0 N
_ ol 1Y _ Ck
= C e z = —_— .
k piT -1
=1 1—-e™ z

=0 k=1

(3.44)

Efectuand calculele, se obtin coeficientii {a, }, {b,} ai filtrului
digital. Comparand (3.41) cu (3.44) se poate spune ca H (z) se obtine din
H, (s) exprimatd ca suma de fractii elementare prin substitutia

C Ck

- 3.45
s—p, 1-e? 27! (3.49)

Pentru H (s) cu coeficienti reali, polii complecsi apar in perechi
conjugate: s, =—a, = jQ,. Comoditatea lucrului cu valori reale

implicd descompunerea in fractii elementare de ordinul 2 (prin
combinarea fractiilor de ordinul 1 care contin poli conjugati) si apoi
substituirea acestora in H(z).

Intre transformata Z a secventei A[n] si transformata Laplace a
semnalului esantionat exista relatia

H(z)= Y bk =3 b, (T )|
n=—w n=-w e =z e’ =z

= L{n, (nT ))‘ . (4

Prin urmare, corespondenta intre planele s si Z in cazul metodei
invariantei rdspunsului la impuls este realizata de transformarea

z=¢" =e” e/ (3.47)

-7

Figura 3.5. Transformarea planului s in planul Z prin metoda invariatiei raspunsului la
impuls.
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Particularitatile acestei transformari, evidentiate in figura 3.5, sunt
urmatoarele:
1. Unui punct z, =7e’” din planul Z ii corespunde in planul s o

infinitate de puncte s, = %ln r+ ](% + %T”}k € Z , situate pe paralela

la ordonatd & = (I/T)Inr, . Aceasta inseamni ci fiecare fasie a planului s,

de latime 27 /T , acopera in intregime planul Z.

2. Partea din semiplanul stang a fiecarei fasii se transforma in
interiorul cercului unitate din planul Z, iar cea din semiplanul drept in
exteriorul acestuia.

3. Fiecare interval de pe axa {jQ} de forma

(2k—1)%£Q<(2k+1)%,keZ (3.48)

se transforma in conturul cercului unitate z = ¢’ cu @ €[~ 7, 7).
Comparand ecuatia (3.41) cu (3.44), se observa cd polul s = px din

planul s se transformd in polul e”'din planul Z, iar coeficientii
dezvoltarii in fractii simple ai lui Hy(s) si H(z) sunt egali. Daca filtrul
T

analogic este stabil, adica Re{px} < 0 atunci ‘e ‘< 1, deci polul

corespunzator din filtrul numeric este in interiorul cercului unitate si
filtrul numeric va fi stabil.
In timp ce polii din planul s se transforma in alti poli in planul Z,

piT

conform relatiei z, =e” , este important de subliniat ca procedeul

invariantei raspunsului la impuls nu corespunde unei simple transformari
a planului s in planul Z. in particular, zerourile functiei de transfer a
filtrului digital sunt functie de polii si coeficientii cx ai dezvoltarii in
fractii simple si, In general, ele nu se transforma in acelasi mod ca polii.
Metoda invariantei raspunsului la impuls da rezultate pentru filtrele T.J. si
T.B. de tip Butterworth, Bessel si Cebisev, prezentand avantajul cd
mentine caracteristica de atenuare si faza ale filtrului analogic.

Observatie. Uneori, pentru a transforma filtrul analogic ce
urmeaza a fi proiectat Intr-un sistem de banda limitatd prin reducerea
erorii alias, se utilizeaza un filtru de garda in cascada cu cel dorit (acesta
fiind un F.T.J. cu atenuare foarte mare in zona de oprire si constantd in
zona de trecere).

141



Metoda invariatiei raspunsului la impuls indeplineste cerintele 1 si 2, in
masura 1n care eroarea alias poate fi neglijata.

Exemplul 3.1.
Sa se transforme un filtru analogic cu functia de transfer
H(s) = s+0,1

(s+0,)>+9

intr-unul digital IIR, prin metoda invariantei rdspunsului la impuls.
Solutie. Filtrul are un zerou la s=-0,1 si o pereche de poli complex

conjugati p,, =-0,1+ ;3 , pozitionati ca in figura 3.6.

Pentru proiectarea filtrului IR nu trebuie determinat raspunsul la
impuls £, (), ci se determina direct H(z) din descompunerea in fractii

simple a lui H ,(s).
it

L

Figura 3.6. Localizarea polilor si a zeroului

1 1

H(s)=—2——+—2—
s+0,1-/73 s+0,1+ ;3

1 1

_ 2 2
H(z)= | — o 0l gJ3T -1 + | — o O i3 51
Cei doi poli complex conjugati pot fi combinati pentru a forma un

filtru cu doi poli, cu functia de sistem
1— (e cos3T)z™
H(Z): -0 lg -1 ) -0,27 _-1
1-Qe ™" cos3T)z +e "'z
Modulul caracteristicii de frecventd a acestui filtru este datd in

figura 3.7a pentru T=0,1 si T=0,5. Pentru comparatie, in figura 3.7b se
prezintd raspunsul in frecventa al filtrului analogic.
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Amplitudine(dB) Amplitudine(dB)

—50 } : t t -0
] 01 02 03 04 045 o 2 4 B (=] 10
al frecventa normalizata b frecventa

Figura 3.7 Raspunsul in frecventa pentru a) filtrul digital b) filtrul analogic din
exemplul 3.1

Se observa ca eroarea alias este mai semnificativa la 7=0,5 decat
la 7=0,1. De asemenea, se observa deplasarea frecventei de rezonantd cu
schimbarea lui 7 si micsorarea erorii alias pentru valori mici ale lui 7.

Concluzii cu privire la metoda invariantei raspunsului la impuls

1. Réspunsul la impuls al filtrului numeric 4[n] este identic cu cel
al fitrului analogic, A(¢), la momentele discrete t = nT, n = 0,1,..., conform
figurii 3.3.

2. Esantionarea in timp afecteaza raspunsul in frecventa al filtrului
numeric obtinut prin aceastd metoda.

3. Spectrul filtrului numeric, caracterizat de functia de sistem H(z),
va fi acelasi cu al filtrului analogic original, caracterizat de functia de
transfer H(s), dar acesta se repeta la multipli ai frecventei de esantionare.
Oricum, daca se iau suficiente esantioane din raspunsul la impuls al
filtrului original analogic si daca acesta este de banda limitata Tnainte de
aplicarea metodei invariantei rdspunsului la impuls, eroarea de tip alias va
fi mica. Metoda poate fi folosita pentru F.T.J. cu taiere foarte abrupta, cu
alias mic, daca frecventa de esantionare este suficient de mare, dar nu este
potrivit pentru F.T.S. sau F.T.B., fara folosirea filtrului de garda (anti —
alias).

3.2.4. Metoda transformarii biliniare

Metoda transformarii biliniare este in prezent unul dintre cele mai
eficiente procedee de proiectare a filtrelor IIR 1n raport cu urmatoarele
doua criterii: raspunsul in frecventd sa aproximeze cat mai fidel filtrul
analogic de referinta si sd se mentind simplitatea in proiectare.
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Metoda se bazeazd pe integrarea ecuatiilor diferentiale si
folosirea aproximarii numerice. Se considera, sub forma generala, functia
de transfer a sistemului

H,0)= 2%

unde X, (s),Y,(s) sunt transformatele Laplace ale semnalelor de intrare,

(3.49)

x,(t), si, respectiv, de iesire, y, (¢). Functia de transfer a filtrului analogic

poate fi descompusd in fractii simple, motiv pentru care, in continuare,
analiza se efectueaza pentru un filtru liniar analogic cu functia de transfer
H, (s)= b (3.50)
s+a
Ecuatia diferentiala care caracterizeaza filtrul liniar analogic este
atunci de forma

dy, (1)

g +ay,(t)=bx,(t) (3.51)
Raspunsul y,(?) se poate determina cu relatia
v =[y.@dr+y, 1) (3.52)

to
unde y,(t) este derivata raspunsului y,(¢). Din aproximarea integralei

(3.52) prin metoda trapezelor, rezultad pentru t=nT si t,=nT-T

T . :
Ya(nT) ==Ly, (1) +y (1T = D))+, (nT = T) (3.53)
Relatia (3.51), evaluata la t=nT, este
y.(nT)=—ay, (nT)+bx,(nT) (3.54)
Din inlocuirea relatiei (3.54) in (3.53) rezulta

L (0T) = Sy, (0T) by, D)=y, (T <T)
+bx,(nT -T)]+y,(nT-T)
cu notatiile y[n]=y.(nT), x[n]=x.(nT), y[n-11=y(nT-T), x[n-1]=x(nT-T),
relatia (3.55) devine
[1 + %j yn]- (1 - %) y[n—-1]= %T(x[n] +x[n-1])  (3.56)
Transformata Z a acestei ecuatii cu diferente este
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aT al\ _b_T o .
(1+TJY(Z)—(1—TJZ Y(z)= 5 1+z7)X(2) (3.57)

Functia de transfer a filtrului digital echivalent este
Y(z) (bT/2)(1+z7")

H(z)= = - (3.58)
X(z) 14aT/2-(1-aT/2)z
sau
H(z)= b (3.59)
2(1-2" '
= +a
T{1+z"
Se observa ca H(z) se poate obtine din H ,(s), folosind substitutia
21-z7"
§s=— , 3.60
T1+z" ( )
adica
H(z)=H(s) |x-3£1 (3.61)

T z+1

Transformarea inversabila din relatia (3.60) se numeste
transformare biliniara.

Desi obtinerea transformarii biliniare s-a efectuat pentru o ecuatie
diferentiald de ordinul 1, relatia (3.61) este adevarata indiferent de ordinul
N al ecuatiei diferentiale sau, echivalent, al sistemului analogic, intrucat
acesta este echivalent cu conectarea in paralel a N sisteme de ordinul 1.

Rezolvand (3.60) in raport cu z, rezulta

z=(1+Zs)/(1-L5) (3.62)
Cand s =jQ relatia (3.62) devine
z=(3+/Q)/2-j0) (3.63)

Din aceasta ecuatie rezulta ca |zj=1. Pentru Q=0, rezultd z=1, iar
pentru Q=co , z=-1. Daca 1n (3.62), se inlocuieste s=c+j€2 se obtine

g+o-+jQ

=L (3.64)
2—o'— 'Q
T J

astfel incat, dacd o0<0 (semiplanul stang) se obtine |z|<I, iar daca
o > 0 (semiplanul drept), se obtine |z[>1.
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Analog, daci se scrie variabila z in formi polard, z = re’”, si apoi
se Inlocuieste in (3.60), rezulta

S_Ez—l_zre”"—l_
Tz+1 Tre” +1

5 ) (3.65)
2 r-—1 . 2rsin @ .
= — 2 + J > =0+ JQ
T\1+r°+2rcosw 1+r° +2rcosw
Prin identificare, se obtine
2 21
o==—" (3.66)
T14+r° +2rcosw
2 2rsin @ (3.67)

ST 1+r%+2rcosw
Pentru r<1, rezultd c<0 si daca r>1, rezulta >0, deci semiplanul
stang se transformd in interiorul cercului unitate, si semiplanul drept in
exteriorul cercului unitate. Pentru r=1, rezultd =0 si
2 sinw 2 o
= =g (3.68)
Tl4+coso T 2
sau, echivalent
4 QT
w=2tg" BN (3.69)
In figura 3.8 se aratd corespondenta dintre planul s si planul Z prin
transformarea biliniard. Intreaga axd jQ a planului s se transforma in
conturul cercului unitate; semiplanul stang al planului s se transforma in
interiorul cercului unitate iar semiplanul drept in exteriorul cercului
unitate.
J€2
.2
JTTE ® Im{z}

Re{z}

_

Figura 3.8. Corespondenta dintre planul s si planul Z prin transformarea biliniara
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Se observa ca utilizarea transformarii biliniare ofera posibilitatea
proiectarii de filtre numerice stabile, plecand de la filtre analogice stabile.
Alt avantaj este acela ca se Inlaturd suprapunerea spectrald intdlnita la
utilizarea metodei invariantei raspunsului la impuls, deoarece transforma
intreaga axd imaginard a planului s In conturul cercului unitate. Pretul
platit este introducerea unor distorsiuni pe axa frecventelor, datoritd
faptului cd axa infinitd jQ se comprimd in conturul cercului unitate.
Relatia neliniard dintre frecventele variabile din cele doud domenii,
exprimatd prin relatia (3.69), este reprezentatd in figura 3.9. Aceastd
metoda se foloseste numai In aplicatii care tolereaza asemenea distorsiuni
sau atunci cand ele pot fi compensate. Exista o larga clasa de filtre pentru
care se poate compensa neliniaritatea pronuntata data de relatia (3.69). Se
observa ca relatia intre frecventa analogica Q si frecventa discretd o este
aproape liniard pentru valori mici ale lui ®, dar devine neliniara pentru
valori mari ale lui o, conducéand la distorsiuni in raspunsul in frecventa al
filtrului digital.

ST

I

Figura 3.9. Relatia intre frecventa analogica si cea digitala in transformarea biliniara

De asemenea, este interesant de observat cd, prin transformarea
biliniard, punctului s=co ii corespunde z=-1. In consecintd, un FTJ
analogic cu un singur zero la s=co are ca rezultat un filtru digital care are
un zero la z=-1.

Pagi folositi in aplicarea metodei transformarii biliniare
1. Se definesc, conform aplicatiei, frecventele caracteristice ale
filtrului numeric.
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2. Se calculeazd frecventa sau frecventele corespunzatoare filtrului
analogic, cu relatia Q, =(2/7T)tg(w,T/2).

3. Se proiecteaza filtrul analogic cu functia de transfer H(s) care
indeplineste specificatiile de frecventa {Q, }, de la punctul 2.

4. Se determind apoi functia de transfer H(z) a filtrului numeric
dorit.

Exemplul 3.2.
Sa se transforme un filtru analogic cu functia de transfer

H(5) =0
(s+0,1)" +16
intr-un filtru digital IIR prin transformarea biliniara. Filtrul digital trebuie
sa aiba frecventa de rezonantd la w, =7 /2.

Solutie. Frecventa de rezonanta a filtrului analogic este Q, =4.
Aceasta frecventa trebuie sa fie transformata in @, = 7 /2 prin selectarea

valorii parametrului 7 din relatia (3.69). Rezultd T=1/2 si, deci, conform

relatiei (3.60), se poate scrie
1-z

s=4

1+z

Filtrul digital rezultat are functia de transfer
0,128+ 0,006z " — 0,122z~
1+0,0006z~" +0,975z°

1

H(z) =

Tinand cont ca termenul 0,0006z" e foarte mic in comparatie cu
ceilalti termeni, acesta se neglijeazd si rezultd ca H(z) are polii

P, =0987¢""'% si zerouri la z, =-1,z,=095. In acest exemplu

parametrul 7" a fost ales astfel incat frecventa de rezonantd a filtrului
analogic sd corespundd cu frecventa de rezonantd a filtrului digital.

De obicei, proiectarea filtrului incepe cu specificatiile in domeniul
digital. Aceste specificatii in frecventd sunt transformate in domeniul
analogic, prin relatia (3.68). Filtrul analogic este proiectat pentru aceste
specificatii §i convertit intr-un filtru digital prin transformarea biliniara
(3.60). In aceasta procedurd parametrul 7 dispare din expresia lui H(z),
astfel incat poate avea o valoare arbitrara (fie 7=1). Urmatorul exemplu
ilustreaza acest lucru.
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Exemplul 3.3.
Sa se proiecteze un FTJ cu un singur pol, cu latimea de banda de
0,27 la 3dB, prin transformarea biliniard aplicatd filtrului analogic

H(s)=Q, /(s +Q,), unde Q_ este latimea de banda a filtrului analogic la

3dB.
Solutie. Filtrul digital are castigul de -3dB la @, =0,27. In

domeniul frecventelor filtrului analogic, @, = 0,27 corespunde frecventei

Q, :%tg(o,lﬂ):OﬁS/ T, rezultand functia de transfer a filtrului

analogic (s)= _0.65/T
g s+0,65/T

Aplicand transformarea biliniard pentru a converti filtrul analogic
in filtrul digital dorit, rezulta
~0,245(1+z7)

H(2) 1-0,509z7"
Raspunsul in frecventa al filtrului digital este
0,245(1+e7’”)
1-0,509¢ 7
La 0=0, H(0)=1 si la ©=0,27, [H(0,27 )|=0,707, care este raspunsul dorit.

H(w) =

3.2.5. Metoda transformarii in Z adaptate

Aceastd metodd se bazeaza pe exprimarea functiei de transfer a
filtrului analogic H,(s) in forma factorizati si constd in transformarea

directa a polilor si zerourilor din planul s in planul Z. Metoda
transformdrii in Z adaptate transforma un pol s, = p, din planul s In

polul z, = e’ in planul z, adicd transforma factorul s-py in factorul
1-z"'e”" . Similar, un zerou s, =z, se transformi in z, = e,
Presupunand functia de transfer a filtrului analogic factorizata in forma
M
H (s—z)
_ k=1
H(s)=-1—— (3.70)

H(S_pk)
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unde z, si p, sunt zerourile si, respectiv, polii filtrului analogic, functia
de sistem a filtrului digital este

ZkT —1

H(z)= (3.71)

[1a-
—5
[Ta-ers)
k=
unde 7 este perioada de egantlonare.
Pentru o pereche de poli complex conjugati transformarea
factorilor devine

(s+a+jQ Ns+a—-jQ,)=(s+a) +Q}
—1-2z"¢ cos(Q,T)+e "z
Polii functiei de transfer H(z) a filtrului digital astfel obtinut sunt

identici cu cei obtinuti prin metoda invariantei raspunsului la impuls, in
schimb zerourile sunt diferite. Desi foarte comoda, metoda nu este
folosita datoritd faptului ca erorile de tip alias sunt mult mai puternice
decéat la metoda invariantei raspunsului la impuls.

(3.72)

3.2.6. Proiectarea FTS, FTB, FOB prin transformari de
frecventa

Pana acum s-a insistat in principal asupra proiectarii FTJ, TIR.
Daca se doreste proiectarea unui FTS, FTB, FOB, aceasta se face cu un
model de FTJ, céruia i se aplicd o transformare de frecventd. O
posibilitate este de a realiza transformarea de frecventd in domeniul
analogic si apoi sa se converteascd filtrul analogic intr-un filtru digital,
facand corespondenta dintre planul s si planul Z. O altd cale este de a
transforma intai filtrul TJ analogic intr-un FTJ digital si apoi de a
transforma FTJ digital in filtrul dorit printr-o transformare de frecventa
direct in domeniul discret. In general aceste metode produc rezultate
diferite, cu exceptia transformarii biliniare, cand proiectarile sunt identice.

3.2.6.1. Transformaéri de frecventa in domeniul analogic

Transformarile de frecventa in domeniul analogic sunt
transformari generale care permit obtinerea filtrelor trece sus, trece banda
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si opreste banda pornind de la un filtru trece jos proiectat. Ele realizeaza
schimbarea caracteristicilor de selectivitate printr-o simpld substituire a
variabilei s in expresia functiei de transfer H(s). Se noteazi cu s si s’
variabilele frecventd complexad pentru filtrul trece jos si cel derivat din
acesta.

a) Se presupune ca este proiectat un FTJ cu frecventa tiiere Q, si
se doreste convertirea sa in altul, tot trece jos, cu frecventa de taiere
Q. .Transformarea care realizeazi acest lucru este [48]

Q
= s (TJ in TJ) (3.73)

c

Functia de transfer a FTJ obtinut este
H,(s)=H,[(Q,/Q,)s], (3.74)
unde H, (s) este functia de transfer a filtrului prototip, cu frecventa de
taiere Q.
b) Daca se doreste conversia unui FTJ n unul TS cu frecventa de
taiere Q'p transformarea necesara este [48]

Q.Q
s
Functia de transfer a FTS este H, (s) =H, (QCQ; /s)

c) Transformarea unui FTJ analogic cu frecventa tdiere Q_ in

S—

(TJ in TS) (3.75)

banda de trecere a filtrului, in unul TB cu frecventa de tiere inferioara

Q,, si cea superioara Q_, , poate fi realizata intai prin transformarea FTJ

in alt FTJ cu frecventa de tdiere Q=1 si apoi realizand transformarea
[48]

s2+Q,0

§— —————

S (Q cu ch )

Echivalent, se poate obtine acelasi rezultat intr-un singur pas, prin

transformarea [48]

(TJ in TB) (3.76)

2
sT+Q,Q

Q
i ‘ S(ch _ch)

(TJ in TB) (3.77)

Se obtine astfel
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10 .0
M] (3.78)

H,(s)= HPLQC @)l

d) Transformarea unui FTJ analogic cu frecventa de taiere Q,

cu

intr-un FOB se face prin transformarea inversd a relatiei (3.76), cu
factorul Q_ servind la normalizarea frecventei de tdiere a FTJ. Astfel,

transformarea este [48]

Q -Q
s —>Q, w (TJ in OB)
s°+Q, Q,
(3.79)
ceea ce conduce la
s(Q,, -Q,)
H (s)=H |Q ——a ""d] 3.80
bs( ) p( c S2 +chQd j ( )

Programele de proiectare a filtrelor analogice utilizeaza
transformarea bipatratica generala [48]
2
Cy+Cs+c,s
s>t (3.81)
d,+ds+d,s
care, prin particularizarea coeficientilor c;, d,, permite realizarea tuturor

transformadrilor anterioare.
3.2.6.2. Transformari de frecventa in domeniul digital

Ca si in domeniul analogic, transformarile de frecventd pot fi
aplicate si unui FTJ digital pentru a-1 transforma intr-un FTB, FOB, FTS.

Transformarea implicad inlocuirea variabilei z™'

g(z™"), care trebuie si satisfacd urmitoarele proprietiti [48]:

cu o functie rationald

1. Corespondenta z~'— g(z™') trebuie si transpuni punctele
din interiorul cercului unitate din planul z , in el insusi.
2. Cercului unitate trebuie sa-i corespunda tot cercul unitate.
Conditia (2) implica faptul cd pentru r=1,
)= gl lallem G2
Rezulta, deci, ca trebuie ca |g(w)|=1 pentru toti ®. Corespondenta
este de tipul trece tot, adica de forma

el — g(e‘j‘"
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glz)= J_rHZ—_“'; (3.83)

k=1 1 - ak 27
unde | a, |<1, pentru a asigura faptul cd un filtru stabil este transformat in

alt filtru stabil. Din relatia generala (3.83) se obtine setul de transformari
digitale pentru transformarea unui FTJ digital, cu frecventa de taiere o,,

in alt FTJ, in unul TB, OB sau TS.
Astfel, transformarea TJ—TJ este datd de corespondenta [48]

-1
z —a

' —— (3.84)
i -m,)/2 ,
cu: a= s%n[(a)c a)?) ] , Q- frecventa de tdiere a noului filtru.
sinf(w, + ®,)/2]
z +a
Transformarea TJ—-TS[48] z' — —1 - (3.85)
+az
/2 | . .
cu:a=- cosl(@. + a)f') ] , Q_- frecventa de taiere a noului filtru.
cos[(w, —w,)/2]
2 -1
Transformarea TI-TB [48] z” —>-—— 1% 1% (3
a,z " —a;z +1
/2
cu: @, = 2aK (K +1)ia, = (K ~1)(K +1), q = S @a ¥ @) 121
COS[(wcu - a)cl ) / 2]

(0, ~0,) o
K = ctg-—o_Zelljg "
& 2 & 2

, w,- frecventa inferioara de tdiere a filtrului

dorit, @, - frecventa superioara de tdiere a filtrului dorit.

-2 -1
z —az +a,

Transformarea TI-OB [48] z' — - - (3.87)
a,z- —az +1
/2
Cu a, = 20 J(K +1);a, = (1 K) (K +1), 0 = S0P ¥ @) /2]
COS[(a)cu - a)c/)/z]
K = tg(w“‘—;wc’)tg C;” , o,- frecventa inferioard de tdiere a filtrului

dorit, @, - frecventa superioara de taiere a filtrului dorit.

In realizarea transformirilor de frecventa trebuie avut grija de
tipul filtrului care trebuie sa fie proiectat.
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S-a aratat cd metoda invariantei raspunsului la impuls nu este
adecvata pentru proiectarea FTS si a multor FTB, datorita efectului de
aliere spectrald. In consecinti, nu se va efectua o transformare de
frecventd analogicd, urmatd de o conversie a rezultatului In domeniul
digital, folosind aceasti corespondentd. in schimb, este mai bine si a se
realiza conversia dintr-un FTJ analogic in unul digital prin metoda
invariantei raspunsului la impuls si abia apoi sa se realizeze transformarea
de frecventd in domeniul digital. Astfel se evita problema erorii alias.

In cazul transformarii biliniare, unde aliasingul nu este o
problemd, nu conteazd cand are loc transformarea de frecventa, in
domeniul analogic sau in cel digital, in acest caz rezultatele fiind identice.

3.3. Tehnici directe de proiectare a filtrelor digitale
IIR

Ca o alternativa la tehnica transformarii unui filtru analogic in
unul digital existd metoda proiectdrii filtrelor IIR digitale direct in
domeniul timp sau Z, fard a face referire la cele analogice.

Metodele de proiectare din aceastd categorie se bazeaza pe
optimizare numerica §i, in principiu, permit obtinerea de filtre digitale ce
aproximeaza orice tip de raspuns in domeniul timp sau frecventa.

Proiectarea directa a filtrelor IIR presupune urmatoarele etape:

1) Considerarea unei functii rationale H (z) de forma (3.3) cu
ordinele M si N ale polinoamelor B(z) si A(z) fixate;

2) Alegerea unui criteriu de minimizare a erorii adecvat aplicatiei
concrete. Eroarea se poate referi fie la modulul functiei de transfer, fie la
faza acesteia, fie simultan la cele doua caracteristici, in cazul aproximarii
in domeniul frecventi, sau la raspunsul la impuls A[n], in cazul
aproximarii in domeniul timp.

3) Utilizarea unui algoritm, In general iterativ, pentru determinarea
coeficientilor {a, },{b,} ai lui H(z) sau a secventei h[n], astfel incat
eroarea dintre raspunsul dorit si cel realizat sa fie minimizata.

In continuare vor fi prezentate citeva metode de proiectare directa
a filtrelor IIR, in care specificatiile si proiectarea sunt in domeniul timp.
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3.3.1. Metoda de aproximare Padé

In aceasti metoda se presupune ci raspunsul la impuls dorit A 7]

este specificat pentru n > 0. Filtrul ce urmeaza a fi proiectat are functia
de sistem

ika o
H(z)=—%——=>"hn]z"™" (3.88)

-k
1+ Zakz_k n=0

k=1
unde /A[n] este raspunsul la impuls. Filtrul are L =M + N +1 parametri,
si anume, coeficientii {a,} si {b,}, ce pot fi alesi astfel incat sa
minimizeze un criteriu de eroare.
Criteriul celor mai mici patrate este adesea folosit in problemele de
optimizare. In acest caz se minimizeaza suma patratelor erorilor

E = [h,ln] = L]} (3.89)

in raport cu parametrii {a,| si {b,} ai filtrului, unde U este o limita

superioard prestabilitd pentru sumare, aleasd astfel incat eroarea de
aproximare a a functiei de transfer sau a raspunsului la impus sa fie in
limitele impuse de datele de proiectare.

In general, A[n] este o functie neliniard de parametrii filtrului si
minimizarea lui £ implicd rezolvarea unui sistem de ecuatii neliniare.
Daca limita superioara se selecteaza ca fiind U = L—1, este posibil a
adapta perfect raspunsul dorit /,[n] pentru 0<n <M + N. Aceasta se
poate realiza in felul urmator: filtrul ce urmeaza a fi proiectat este descris
de ecuatia cu diferente

yn]=-ayln-1l-ay[n-2]-...—ayy[n-N]+
+b,x[n]+bx[n—1]+...+ b, x[n—M]
Daca intrarea in filtru este impulsul unitate, adica x[n]=9d[n],

(3.90)

rezultd ca y[n] = h[n], adica
h[n]l=—-ahln—-1]—a,h[n-2]-...—a,h[n—N]+
+byo[n]+bo[n—1]+...+b,,0[n—M]

Deoarece 0[n —k]=0 pentru n # k, relatia (3.91) devine

(3.91)
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hln]l=—-ahln—-1]-a,h[n-2]-...—ayhln—N]+b,, 0<n<M(3.92)
Pentru n > M , relatia (3.91) devine
h[n]l=—-ahln—-1]—a,h[n—-2]—-...—a,h[n—N] (3.93)
Ecuatiile (3.92) si (3.93) pot fi folosite in determinarea coeficientilor
filtrului {ak} si {b, }. Se impune A[n]=h,[n] pentru 0<n <M + N sise
foloseste sistemul de ecuatii (3.93) pentru a determina {a ‘ } Apoi, acestia
se introduc in (3.92), pentru a determina coeficientii {bk } Astfel, se
obtine o potrivire perfecta intre A[n] s1 h,[n] pentru primele L valori ale

raspunsului la impuls. Aceastd tehnicd se numeste, de obicei,
aproximarea Padé [49].

Maisura in care aceasta metodd permite obtinerea de filtre
acceptabile depinde, 1n parte, de numarul de coeficienti selectati. Evident,
cu cat acesta este mai mare, cu atat va fi mai bund aproximarea. Acesta
este un dezavantaj important al metodei, si anume, filtrul rezultat va avea
multi poli §i multe zerouri, motiv pentru care folosirea sa in practica este
limitata.

Exemplul 3.4.
: . 1Y
Se presupune ca raspunsul la impuls dorit este 4, [n] = 2(5] uln].

Sa se determine parametrii filtrului cu functia de sistem
b, +b,z"
FERE

H(z)= folosind aproximarea Padé.

l+a:z

Solutie. In acest exemplu simplu H(z) se poate potrivi perfect cu
H,(z) selectand b, =2,b, =0, a, = —%. Acelasi lucru se poate obtine
si cu aproximarea Padé¢, dupd cum este ilustrat in continuare.

Cu intrarea 3[n] , se obtine

h[n]=—ah[n -1+ b,0[n]+ b,o[n—1]
pentru n>1, A[n] = —a,h[n —1] sau, impunand A[n] = h,[n—1],
hy[n]=—ah,[n—1].

Inlocuind /,[n] in ultima relatie, se obtine
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1 n 1 n-1 1
2(5) u[n]= —aIZ(Ej uln—-1]1—->a, = 5

Pentru a determina b, si b, se foloseste relatia (3.92), de

asemenea, cu conditia A[n]=h,[n].

Se obtine 4,[n] = %hd [n—1]+b,0[n]+b,0[n—1].

1 .
Pentru n=0— 2=5,, n=1— 1=52+b1 — b, =0, deci H(z)=H,(z).

Acest exemplu aratd cad aproximarea Padé are ca rezultat o
potrivire perfecta cu H,(z), cand functia de sistem dorita este o functie
rationald si se cunoaste numarul de poli si zerouri din functia de sistem.
Acesta nu este, in general, cazul in practicd, deoarece h,[n] se determind
din specificatiile raspunsului dorit in frecventd, H,(w). O solutie de a
obtine o aproximare bund a filtrului dorit cu metoda Padé este de a
incerca diverse valori pentru M si N pana cand raspunsul in frecventa al

filtrului rezultat converge la raspunsul in frecventd dorit cu o eroare de
aproximare acceptabil de mica.

3.3.2. Proiectarea filtrelor digitale IIR folosind metoda
celor mai mici patrate

In aceasta metodda se adoptd un model pentru sistem si se
determina parametrii modelului care minimizeaza in sensul celor mai mici
patrate eroarea dintre raspunsul sistemului real si raspunsul dorit.

Se presupune din nou cd h,[n] este specificat pentru n>0. Se
incepe cu cazul simplu, in care filtrul numeric ce urmeaza a fi proiectat

contine numai poli, adica

H(z) = Nb—O (3.94)

1+ Zakz_k
k=1

Fie conectarea in cascada a filtrului dorit H,(z) cu filtrul invers

H( ), care este un filtru numai cu zerouri, ca in figura 3.10. Se
Z
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presupune ca la intrarea cascadei din figura 3.10 se aplica excitatia o[n],
astfel incat intrarea in sistemul invers este /,[n] si iesirea y[n]. Ideal,
iesirea doritd este y,[n] = 0[n]. lesirea reald, y[n], se obtine astfel:

Y(z)=Hd(z)-th) :bLHd(z)(1+ZN:akzkj (3.95)

sau, in domeniul timp

Ml = bi(h 1+ Y ayh,[n k]j (3.96)

o] i [ 1 | o ]
— 1@ | HEG) AT

A

Minimizeaza
suma erorilor
patratice

Figura 3.10 Proiectarea filtrului invers prin metoda celor mai mici patrate

Conditia y,[0]=y[0]=1 este satisfacuta prin alegerea
b, = h,[0]. Pentru n>0, y[n] reprezintd eroarea dintre iesirea doritd
v,[n]=0 si iesirea reald. Parametrii {ak} vor fi selectati astfel incat sa
minimizeze suma patratelor secventei de eroare:

" i(hd[n]+ﬁ:akhd[n_k]J

E=Yy[n]="= ;1[01 (3.97)

Minimul acestei marimi se obtine pentru coeficientii {a k} rezultati

din egalarea cu zero a derivatei lui £ in raport cu {a ‘ }, de unde se obtine

un sistem de ecuatii liniare.
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n=l1

[i[ n]+2h,[ ]iakhd[n—k]+iakhd[n—k]ia,hd[n—l]D
E'= =0

Z(Zh [n)h,[n - k+2ah[n klh,[n—11+ i hd[n—k]hd[n—l]j:O

n=l1

SN rdd[k,0]+2alrdd[k,l] =0, k=12,...,N

=1
N
> ar,lk,)=-r,[k], k=12,.,N (3.98)

unde r,,[k,[] este secventa de autocorelatie a lui {h [n]}, definita ca

7Lk, 0= Zh [n—klh,[n—1] (3.99)
n=l1
Pentru secvente stationare
rulk,l]= Zh [(n]h,[n+k—1]=r,[k-1] (3.99°)
n=0
r,,[k,0]= Zh [n—k)=r,lk] (3.997)

Sistemul de ecuatii (3.98) poate fi scris matriceal
[R o] = [ra] (3.100)
unde [R, ] este matricea de corelatie, cu elementele {r,[k—I]}, de
dimensiune N x N, [a] este vectorul N x1 al coeficientilor filtrului si
[r,,] este un vector Nx1 cu elementele {— Vi [k]}. Daci existd [R,, ],
din (3.100) rezulta

[a]:[Rdd]il[rdd] (3.101)

Metoda descrisd se numeste metoda celor mai mici pdtrate de
proiectare a filtrului invers.

Pentru o problemd de proiectare particulara, raspunsul la impuls
dorit h,[n] este specificat pentru un numar finit de puncte; fie acesta

0<n<L,cu L>>N. Intr-un astfel de caz, secventa de corelatie r,,[k]

se poate calcula din secventa finita 4,[n] cu relatia
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L—|k—l|

Fulk—1= Zh JAn+k-11, 0<k—I<N (3.102)

aceste valori putand ﬁ folosite pentru a forma pe [Rdd] si [rdd]. Astfel,
sistemul de ecuatii liniare (3.100) devine

(R, 1[a]=[7,] (3.103)

lal=[R0,1" 7] (3.104)

O metoda alternativa de rezolvare a problemei de aproximare a

filtrului numai cu poli se bazeazd pe conceptul de predictie liniara pe

baza minimizarii erorii in sensul celor mai mici patrate [49]. Dupa cum se
aratd 1n Figura 3.11, iesirea filtrului numai cu poli la un impuls J[#] este

N
=Y a,y[n—k]+b,0[n] (3.105)
k=1
sau, echivalent
N
=Y a,l[n—kl+b,6[n],n=0,1,... (3.106)
k=1 .
8[n] 5 hin]==Y_a,hln—k]+b,o[n]
H(z)=——— | ,
I+ Zakz
hd [n]
H,(2) >

Figura 3.11. Proiectarea filtrului prin metoda celor mai mici patrate bazata pe predictia
liniara

Raspunsul dorit este /,[n]. Dacd si acesta ar fi furnizat de un
filtru numai cu poli, atunci

h,[n] = —ﬁ:akhd[n—k]eroé'[n] , n=0,1,... (3.106)

k=1

Deoarece h[0] = b,, se impune b, = h,[0]. Pentru n>1, (3.106) devine
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hn] = —ﬁ“ a,hln—k] (3.107)

cu conditia initiald A[n] =0 pentru n <O0.
In ipoteza ca H ,(2) este un filtru numai cu poli, atunci

N
hn)==>a.hn—k], n=>1 (3.108)
k=1

dar aceasta nu se Intdmpld de obicei. Combinatia liniard din membrul
drept al relatiei (3.108) poate fi considerata ca un estimat al lui 4 [n],

adica

n N
hnl==> ah,n—k], n>1 (3.109)
k=1

fzd[n] se numeste valoarea predictiei liniare a lui h,[n]. Suma patratelor

erorii de predictie dintre /,[n] si i;d[n] este

0

E= i(hd [n]-h, [n])2 _ Z(hd [n]+ ZN:akhd[n —k]j (3.110)

n=1
Expresia din relatia (3.110) este chiar aceeasi functie de eroare
rezultatd din setul de ecuatii (3.98), ceea ce inseamna ca predictia liniara
pe baza metodei celor mai mici patrate conduce la acelasi rezultat ca
metoda celor mai mici patrate de proiectare a filtrului invers.

3.3.3. Metoda Prony

Metoda predictiei pe baza celor mai mici patrate poate fi extinsa la
o aproximare a lui H,(z) care contine poli si zerouri. Daca filtrul H(z)

care aproximeazd H ,(z) are atat poli cat si zerouri, atunci raspunsul sau
la un impuls §[#] devine

N M
hnl=->a,hin—kl+> bdn-kl, n=0 (3.111)
k=1 k=0
sau, echivalent,
N
hnl==-Y a.hln—kl+b,, 0<n<M (3.112)

si
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h[n]z—iakh[n—k], n>M (3.113)

k=1
Daca H,(z) este un filtru cu poli si zerouri, rdspunsul sau la o[#]
ar trebui sd satisfacd aceleasi ecuatii (3.111) + (3.113), lucru care in
general nu se Intampla. Pe baza relatiei (3.113) se defineste valoarea de
predictie liniara a lui 4,[n], ca fiind

R N
hn)==> ahn—kl, n>M (3.114)
k=1

Ca si in cazul filtrului numai cu poli, suma patratelor erorii de
predictie este

E = i(hd[n]—ﬁd[n])z _ i (hd[n]+zakhd[n—k]) (3.115)

Minimizarea lui E, in raport cu coeficientii {a,} conduce la

sistemul de ecuatii liniare

N
> ar,lk1=-r, k0], k=1,2,..,N (3.116)
=1
unde
ralk,1=> hln—klh,[n—1] (3.117)
n=M+1

Ecuatiile (3.116), care dau estimatii coeﬁciengilor{ak}, notati
{a, }, se reduc la aproximarea filtrului numai cu poli, cind M se impune
a fi zero. Parametrii {b,} ce determina zerourile filtrului se obtin din

relatia (3.112), unde A[n]= h,[n], prin inlocuirea valorilor {&k} obtinute
din (3.116).

N
b,=h,[n]+> a.hn—kl, 0<n<M (3.118)
k=1

in concluzie, parametrii {d,} ce determini polii se obtin prin
metoda celor mai mici patrate, in timp ce parametrii {bk }, care determind

zerourile, se obtin ca in metoda de aproximare Padé. Aceastd tehnica
pentru determinarea polilor si zerourilor lui H(z) se numeste metoda

Prony.
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Metoda celor mai mici patrate furnizeaza estimati buni pentru
parametrii polilor. Metoda Prony poate sa nu fie eficace pentru estimarea
parametrilor {b, }, deoarece acestia nu rezulta din aplicarea unui criteriu

de minimizare a erorii.
3.3.4. Metoda Shanks

O alti metodd, in care ambele seturi de parametri, {a, } si {b,}, se

determind pe baza minimizarii erorii de aproximare in sensul celor mai
mici patrate a fost propusa de Shanks (1967) [61] Parametrii {ak} sunt

calculati prin aplicarea metodei celor mai mici patrate, ca in relatia
(3.116), prezentata anterior. Aceasta produce estimatii {&k} ce permit

sintetizarea filtrului numai cu poli

H(z)=———— (3.119)

Raspunsul acestui filtru la d[n] este
N
Z avin—k]+8n], n=0 (3.120)
=1

Secventa {v[n]} este folositd pentru a excita un filtru numai cu
zerouri, cu functia de sistem

M
H,(z)=) bz™" (3.121)
k=0
Dupa cum se arata in figura 3.12, raspunsul acestuia este
M
n]=> bn—k] (3.122)
6[1’1] Filtru numai cu v[n] Filtru numai cu fld [n]
— > poli H(z) >  zerouriHy(z) [ >

Figura 3.12. Folosirea metodei celor mai mici patrate pentru determinarea polilor i
zerourilor unui filtru

Se poate defini o secventa de eroare
A M
e[n]zhd[n]—hd[n]=hd[n]—2bkv[n—k] (3.123)
k=0
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si, In consecintd, parametrii {bk} pot fi, de asemenea, determinati cu

ajutorul metodei celor mai mici patrate, $i anume, prin minimizarea
relatiei

E, :i“[ha,[n]—f:bkv[n—k])2 (3.124)
in raport cu {bk } Astfel, ”;) obtine uk:) sistem de ecuatii liniare pentru
parametrii {b, }, in forma

ibkrw[k,l]zrhv[l,O], [=0,1,.... M (3.125)
unde B
rw[k,l]=iv[n—k]v[n—l] (3.126)
n=0
rhv[l,O]zihd[n]v[n—l] (3.127)

Il
(=]

n

3.3.5. Filtrul FIR invers obtinut prin metoda celor mai
mici patrate

Pana acum, criteriul de minimizare a erorii in sensul celor mai mici
patrate s-a folosit n proiectarea filtrelor cu poli si zerouri. O abordare
similara va fi folositd pentru a determina filtrul invers FIR, pe baza
metodei celor mai mici patrate pentru un filtru dorit.

Sistemul invers al unui SDLIT, caracterizat de raspunsul la impuls
h[n] si functia de sistem H(z), se defineste ca fiind sistemul al carui
raspuns la impuls, /;[n], si functie de sistem, H/(z), satisfac relatiile

h[n]* h,[n] = d[n] (3.128)

H(z)-H,(2)=1 (3.129)

In general Hj(z) este cu raspuns infinit la impuls, cu exceptia

cazului cand H(z) are numai poli, si H)(z) este cu raspuns finit la impuls.

In multe aplicatii practice este de dorit a restrictiona filtrul invers sa fie

FIR si o metoda simpld de a obtine acest lucru este de a trunchia A[n],
caz in care eroarea patratica totala de aproximare devine

E = ih,z[n] (3.130)

n=M+l
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unde M + 1 este lungimea filtrului trunchiat si E; este energia “cozii”
raspunsului la impuls 4,[#n].

Criteriul de minimizare a erorii de aproximare in sensul celor mai
mici patrate poate fi folosit la optimizarea celor M + 1 coeficienti ai
filtrului FIR. Fie d[n] secventa de iesire dorita a filtrului de lungime M +
1 si fie 4[n] secventa de intrare. Atunci, daca y[n] este secventa de iesire
din filtrul invers, cum se aratd in figura 3.13, secventa de eroare dintre
secventa dorita si cea reald este

e[n]=d[n]—§:bkh[n—k] (3.131)

unde by sunt coeficientii filtrului.

dn]=8[n]
3[n] h[n] Filtru FIR. | ¥[n] — Y
et
A
I Ifinitmizeaza
L e e e — == ] suma patratelor
eronlor

Figura 3.13. Filtrul FIR invers obtinut prin metoda celor mai mici patrate

Suma patratelor secventei de eroare este

E= i{d[n] - ibkh[n - k]} (3.132)

n=0
Prin minimizarea lui £ in raport cu coeficientii filtrului, rezultd
sistemul de ecuatii liniare

M
D obrylk—0=r,[0, 1=0l..M (3.133)
k=0

unde r[/] este functia de autocorelatie a lui 4[n], presupus stationar,
definita ca

v, [1]= i hnlh[n —1] (3.134)

n=0
si ran[/] este secventa de corelatie dintre raspunsul dorit d[n], de asemenea
presupus stationar, si secventa de intrare A[n], definita ca
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v, [1]= i d[nh[n—1] (3.135)

Filtrul FIR optim in sensul celor mai mici patrate, care satisface
ecuatiile liniare (3.133) se numeste filtru Wiener. Cum filtrul FIR optim
in sensul celor mai mici patrate, urmeaza sa aproximeze filtrul invers,
raspunsul dorit este d[n]=d[n], caz in care corelatia dintre d[n] si A[n]

este

h[0],/=0

tan[l] =1 . (3.136)
0, In rest

Prin urmare, coeficientii filtrului FIR obtinut cu metoda celor mai

mici patrate se obtin din solutia ecuatiei liniare (3.133), care se scrie

matriceal

! 0] R 1 | I ra M1 || b, h[0]
r,1] 7, [0] . ra M —1]| b, _ 0 (3.137)
Vi [M ] 7 [0] by, 0

Matricea este simetrica si are elementele de pe fiecare diagonald egale,
adica este Toeplitz, caz in care poate fi inversatd eficient cu
algoritmul Levison - Durbin care necesitd un numar de operatii
proportional cu M* in loc de M, cum rezultd de obicei [49].

Inlocuind (3.133) in (3.132), rezulti valoarea minimi a sumei

patratelor erorilor obtinuta cu filtrul FIR optim
M

Eppy = 3 d%[n]= Y by TK] (3.138)

k=0
in cazul cand filtrul FIR este filtrul invers obtinut pe baza metodei
celor mai mici patrate, d[n]=0o[n] si r,[n]=h[0]o[n]. Prin urmare,

E. =1-Hh0]b, (3.139)

Exemplul 3.5.
Sa se determine filtrul FIR invers, de lungime 2, folosind metoda
celor mai mici patrate, al sistemului care are raspunsul la impuls

166



Ln=0
h[n]=<-a,n=1
0, in rest

unde |a|< 1. Sa se compare solutia obtinutd folosind metoda celor mai

mici patrate cu inversul aproximat prin trunchierea lui 4;[#].

1
s

Solutie.Deoarece sistemul are functia de sistem H(z)=1-a z~
1

filtrul invers este IIR s1 H,(z)= -
l-az

sau, echivalent,

h,[n]=a"u[n]. Daca acesta este trunchiat dupd » termeni, energia

reziduala este

aZn

E =Ya" =a™(l+a’ +a*+..)= -
k=n 1 -
Din (3.137) rezulta ca filtrul FIR obtinut prim metoda celor mai
mici patrate, de lungime 2, satisface ecuatiile

s KEH

. 1+a’ a .
cu solutia b, = ———— = ————. Pentru comparatie, filtrul

B 1 =
l+a® +a* 1+a® +a*
invers trunchiat de lungime 2 are coeficientiiby=1,b; =a .
Eroarea obtinuta prin aplicarea metodei celor mai mici patrate este

4 4

win = Oj o, fatd de E, = a—z, pentru filtrul invers aproximat
l+a” +a -

prin trunchiere. Se observa cd E; > E,;, astfel incat filtrul FIR invers

obtinut cu metoda celor mai mici patrate are performante superioare.

In acest exemplu rispunsul la impuls 4[n] al sistemului este de
faza minima. Intr-un astfel de caz, se selecteaza raspunsul dorit d[0]=1 si
d[n]=0 pentru n >1. Daca sistemul nu este de fazd minima, ar trebui
introdusa o Intarziere 1n raspunsul dorit pentru a obtine un filtru bun, care
sd aproximeze cat mai fidel raspunsul dorit. Valoarea intarzierii potrivite
depinde de caracteristica lui 4[n]. In acest caz se poate calcula eroarea
filtrului obtinut prin metoda celor mai mici patrate pentru diferite
intarzieri si apoi se selecteaza filtrul care produce cea mai mica eroare, ca
in exemplul 3.6.

E
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Exemplul 3.6.
Sa se determine filtrul FIR invers, de lungime 2, folosind metoda
celor mai mici pétrate, al sistemului cu raspunsul la impuls

—a,n=0
h[n]=<1,n=1 unde |a|<1.
0, in rest
Solutie. Acesta este un sistem de faza maximd. Daca se

selecteaza d[n] = [1 0] se obtine aceeasi solutie ca in exemplul 3.5, cu

eroarea minima obtinutd prin metoda celor mai mici péatrate egala cu
l+a’
Emin =1—h[0]bo =l+aﬁ
l+a” +«a
Daca 0 < o < 1, atunci En, > 1, care reprezinta un filtru invers
neperformant. Dacd —1 < a < 0 atunci Epip < 1.

1
2 b
Emin = 0,81, care este totusi o valoare foarte mare pentru eroarea patratica.

Daca se presupune cd raspunsul dorit este d[n]=0o[n—-1],
coeficientii filtrului obtinuti din (3.137) sunt

{1+052 —-a }{bo} [b(l)} [ 1 }
= = =
—a 1+a’ || b, b(0) -«
1 b -a’

A . 1 .
In particular, pentru o = E’ Emin = 1,57, iar pentru a = —

by=————, b=—7F—.
Clvadt+at’ N 1+adt +at
Valoarea minimad a erorii obtinute prin metoda celor mai mici

patrate, datd de relatia (3.138), este

E ., =1=b,r,[0]=br,,[1] =1-b,h[1] - b,A[0] =

1 ¢ 1-a*
1- 2 . 02 7=1- 205 1
l+a”+a” 1+a +a l+o" +a

A . 1 A
In particular, daca se presupune o = + 5 = Emin = 0,21. In

consecinta, raspunsul dorit d[n] = J[n-1] are ca rezultat un filtru invers
mult mai bun. Imbunétitiri suplimentare se obtin prin cresterea lungimii
filtrului invers.
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In general, cand raspunsul dorit este prevazut sia contind o

intarziere D, atunci secventa de corelatie este

rll)= 2 dlniln =11 =3 8ln —Dliln 1] = (3.140)

=hD-1],1=01...M
In acest caz, ecuatiile liniare (10.137) devin

M
Y brylk=11=hD—-1] [=01..M (3.141)
k=0

Expresia erorii, In cazul minimizarii acesteia in sensul celor mai

mici patrate, data in general de (3.138), devine

M
E o =1- b.h[D—k] (3.142)
k=0

si este cea mai micd in comparatie cu erorile rezultate din alte metode de
aproximare.

3.4. Alegerea intre filtrele FIR si IIR

Alegerea dintre cele doua tipuri de filtre depinde de avantajele

oferite de fiecare dintre ele si cerintele de proiectare.

1.

Filtrul FIR poate avea raspunsul de faza perfect liniar, deci filtrul
nu introduce nici o distorsiune de fazd. Aceastd cerintd este
importantd in transmisiile de date, biomedicind, procesare de
imagini. Caracteristica fazd - frecventd a filtrelor IIR este
neliniard, mai ales la capetele benzii de trecere.

Filtrele FIR pot fi realizate totdeauna nerecursiv [63], fapt care le
asigurda stabilitatea. Stabilitatea filtrelor I[IR nu e garantata
intotdeauna.

Efectele folosirii unui numar limitat de biti In zgomotul de
rotunjire si in eroarea de cuantizare a coeficientilor sunt mai putin
severe pentru filtrele FIR decat pentru filtrele IR si nu le
afecteaza stabilitatea [21].

Filtrele FIR necesitd mai multi coeficienti pentru o bandd de
tranzitie la fel de ingustd ca a filtrelor IIR, deci, pentru o
specificare a raspunsului in amplitudine, timpul necesar unui filtru
FIR pentru procesare §i stocare este mai mare.
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5. Filtrele analogice pot fi transformate in echivalente digitale IIR,
respectand specificatii similare. Aceasta nu este posibil pentru un
filtru FIR, acesta neavand corespondent analogic.

6. Filtrele FIR cu faza liniara prezinta un dezavantaj major constand
in faptul cd, in anumite aplicatii, lungimea M a filtrului ce
satisface cerintele de proiectare este mare. Aceasta implica in mod
evident o Intarziere de grup normata mare, egald cu (M-1)/2, ceea
ce poate fi un impediment in acele aplicatii din telecomunicatii
pentru care ecourile semnalelor transmise nu pot fi tolerate. De
asemenea, in sistemele de control cu reactie, o Intarziere mare in
bucla de reactie este in general inacceptabila.

In concluzie,

- Se folosesc filtre IR, cand se cere numai o caracteristicd cu
taiere abruptd, in special folosind caracteristici eliptice, astfel rezultand
mai putini coeficienti decat in cazul filtrelor FIR.

- Se folosesc filtre FIR, cand numarul de coeficienti nu este prea
mare si nu sunt tolerate distorsiuni de faza.
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Anexa 3a

Filtre analogice clasice folosite in proiectarea filtrelor IIR
digitale

In continuare vor fi prezentate succint citeva filtre analogice
prototip intalnite mai frecvent in aplicatii. Se va face referire numai la
FTJ, trecerea la celelalte tipuri de filtre efectudndu-se prin transforméri de
frecventd. Dupa cum se stie, filtrul trece jos ideal nu este realizabil fizic
[14], [26], [66], de aceea, caracteristica sa se poate doar aproxima. Exista

e Aproximare de tip maxim plat a caracteristicii amplitudine —
frecventd, care conduce la o familie de filtre din care fac parte
filtrele Butterworth.

e Aproximarea de tip maxim plat a timpului de intarziere de grup,
care conduce la o familie de filtre din care fac parte filtrele Bessel.

e Aproximarea cu ripluri egale in banda de trecere §i comportare

monotond in banda de oprire (filtre de tip Cebisev I).

e Aproximarea cu ripluri egale in banda de oprire si comportare

monotona in banda de trecere (filtre de tip Cebisev II).

e Aproximarea cu ripluri egale atat in banda de trecere, cat si in
banda de oprire (filtre Cauer sau eliptice).

3a.l. Filtre Butterworth

Filtrele Butterworth [66] sunt FTJ caracterizate de functia de
transfer care contine numai poli:

1 1
HQ) = = (3a.l)
MO = e
unde Q) _este frecventa de tdiere ( frecventa la -3dB), N — ordinul filtrului,
1 1
. .o . 2 _ _
Q, marginea benzii de trecere, iar (1-A )" = o (n,, )2N =17 este
QC

valoarea lui |H(Q)|2 la capatul benzii de trecere.

Deoarece H(s)H(~s) evaluat la s = jQ este chiar |H(Q)|2 , rezulta
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1
H(S)H(— S) = m (332)

Polii lui H(s)H(~s) sunt plasati pe un cerc de razi Q_, in puncte
egal distantate.
=Q e/ 2/ TN [ =0,1,...,N -1 (3a.3)

Figura 3a.1 ilustreaza pozitia polilor unui filtru Butterworth pentru
N=4 si N=5.

—

Polii YIM Po]n Po]n Ym’hmlﬂ Polii

H(s)

N=4
(a) ®)
Figura 3a.1 Pozitiile polilor unui filtru Butterworth, N=4, N=5.

N=5

Filtrul Butterworth realizeaza o caracteristica de tip maxim plat la
Q=0 1n sensul ca primele 2N-1 derivate sunt nule la Q=0 [28].

In figura (3a.2) este reprezentat raspunsul de amplitudine pentru
cateva valori ale ordinului N al functiei de transfer. Se observa caracterul
monoton al caracteristi;:ii atat in banda de trecere, cat si in cea de oprire.
[H{o)|

0

T TOc 0
Figura 3a.2. Patratul modulului normalizat al functiei de transfer a unui FTJ de tip
Butterworth, pentru diverse valori ale ordinului filtrului
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Se remarca urmatoarele particularitati:
e La Q= Q. indiferent de ordinul N, patratul modului normalizat
este ¥
e C(Cresterea lui N atrage dupa sine:
o 1Ingustarea zonei de tranzitie;
o aproximarea mai buna a cerintelor FTJ ideal in sensul ca

|H(Q) ~ 0, respectiv |H(Q] ~1 intr-o portiune mai mare
din B.O., respectiv din B.T.;
e Caracteristica |H(QX2 realizeaza o aproximare de tip maxim plat si

la Q—o0, pentru aceasta frecventa toate derivatele fiind nule;
Determinarea ordinului N care indeplineste cerinta de atenuare A

la o frecventd specificatd Q_, aratatd in figura 3a.3, se face cu ajutorul
relatiei (3a.1). Astfel, la Q=Q_

1
2N
1+&? Q,
QP

N_lg[(l/Ai)—l]_ 1g(5/€)
C21g(Q,/Q,)  1g(Q,/Q,)

unde, prin definitie A, =1/y/1+5> . Astfel, filtrul Butterworth este

complet caracterizat de parametrii N, A, & siraportul Q_/Q .

2
K

(3a.4)

de unde rezulta

(3a.5)

IHG)]®

0 glzp Qe QS Q
Figura 3a.3. Specificarea restrictiilor la proiectarea FTJ analogic de tip Butterworth

173



3a.2. Filtre Bessel

Ca si filtrele Butterworth, filtrele Bessel au functia de transfer de
tipul numai cu poli, adica:

H(s)=—— (3a.6)
B, (S)
unde Bp(s) este polinomul Bessel de ordinul N [1]. Acesta poate fi

exprimat in forma

N
By(s)=> a,s" (3a.7)
k=0
unde coeficientii {a, } sunt dati de expresia
—k)!
(2N —6)! k=0,1,..N (3a.8)

a, =——————,
VR RI(N = k)
Polinoamele Bessel pot fi generate recursiv cu ajutorul relatiei [49]
B,(s)=(2N-1)B, (s)+s’By_,(s) (3a.9)

cu initializarea:
B,(s)=1,B,(s)=s+1 (3a.10)
O caracteristica importantd a filtrelor Bessel este aceea ca au
raspunsul de faza liniar in banda de trecere a filtrului. In figura 3a.4 se
prezintd, comparativ, caracteristicile amplitudine — frecventa si faza -
frecventda pentru filtrele Butterworth si Bessel de ordinul 4. Banda de
tranzitie a filtrului Bessel este mare, comparativ cu alte tipuri de filtre.
Din pacate, metodele de transformare ale filtrelor analogice in filtre
digitale, nu conserva caracteristica de faza liniard a filtrelor Bessel

analogice.

L Faza
Amplimdinea 180
Beszel
” \\Q
0 Butterworth 0
1 2 3 4 5
-an
0 1 2 3 4 5 ~1a0
Figura 3a.4. Raspunsul de modul si de faza pentru filtrele Butterworth si Bessel de
ordinul N= 4.
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3a.3 Filtre Cebisev de tipul I

Filtrele Cebisev de tipul 1 sunt filtre numai cu poli, a caror
caracteristicd de modul prezinta ripluri egale in banda de trecere, iar in
banda de oprire caracteristica este monoton descrescatoare. Filtrele
Cebisev sunt filtre optimale, in sensul ca, pentru o banda de trecere data si
o atenuare specificatd in banda de oprire, au cea mai micd regiune de
tranzitie, QO —Q , dintre toate filtrele care au numai poli finiti.

Patratul modulului functiei de transfer este dat de relatia
1
[H(@) =

1+&°Cy Q2
QP

unde & este un parametru al filtrului ce depinde de riplul din banda de
trecere, iar Cn(x) este polinomul Cebisev de ordinul N definit cu relatia

c ( ) cos(Ncos’1 x),pentru|x| <1
VT cosh(N cosh™ X),pentru|x| >1

(3a.11)

(3a.12)

Polinoamele Cebisev pot fi generate cu relatia recursiva
Cynx)=2xC,(x)-C, (x),N>1,cuC,(x)=1,C,(x)=x (3a.13)
Din definitia (3a.12) se observa ca
L |Cy(®)| <1, |x| <1 sitoti N.

2.|Cy(x)|>1,|x] > 1 sitoti N.
3.|Cy (D =1.

4. Toate radacinile polinomului C, (x) sunt in intervalul —1<x<1.

Cy(1)=1, iar C,(0) este 0 sau 1, dupd cum N este impar, respectiv par.
In consecint,
, 1 . , 1, pentru N impar
HQ,) = s si HOY =4 1 pentru N par G149
l+¢
Tindnd cont de relatiile (3a.12) si (3a.14) rezulta reprezentarile
grafice pentru |H(Q) | din figurile 3a.5a pentru N impar, respectiv 3a.5b
pentru N par, ambele osciland intre 1 si 1/( 1+82)1/ % in banda de trecere.
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In banda de oprire, caracteristica monoton descrescitoare a
modulului functiei de transfer realizeaza o aproximare de tip maxim plat a
valorii ideale zero, deoarece toate derivatele sale se anuleaza pentru
Q—oo. Panta de cadere a caracteristicii este cu atdt mai mare cu cat
ordinul filtrului este mai mare, iar pentru doua filtre de acelasi ordin panta
este mai abruptd pentru cel cu ripluri mai mari in banda de trecere.

Performantele filtrului sunt complet determinate de parametrul €
ce fixeazd marimea riplului in banda de trecere si de ordinul N ce

determind latimea benzii de tranzitie.
[H{o)l [HGo)

- Ap)

Figura 3a.5 Modulul functiei de transfer pentru filtrul analogic TJ Cebisev de tipul I
(a) pentru N=5 si (b) pentru N=6

Parametrul & se determina din riplul A, impus la proiectare, astfel:
v 1 2 1
(1-a,F = &

5 e = ——1 (3a.15)
I+¢ il -A, )
Pentru gésirea ordinului N se impune conditia ca la frecventa
limita a benzii de oprire (€)), modulul functiei de transfer sa ia valoarea
As.

1
1+eiC(Q,/Q,)
1 o

B 1+ &?{cosh[N cosh™(Q, /Q )]}’ o

Din relatia de mai sus rezulta

H(Q)" =
(3a.16)
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N = cosh™'[( 1/A25 -1)/¢&] 3 cosh™(5/¢) (3a.17)
cosh™(Q,/Q,) cosh™(Q,/Q,) |

unde, prin definitie A, =1/+/1+65 .
Polii filtrului Cebisev de tip I se afld pe o elipsa in planul s, cu axa

marec
2
n=0 At (3a.18)
2p
2
si axa mica r,=Q, p -1 (3a.19)
2p
\/—2 1/N
unde B= {M} (32.20)
&

Pentru un filtru de ordin N, pozitia polilor se determinad mai usor,
localizand 1ntéi polii pentru un filtru echivalent Butterworth de ordinul &
pe un cerc de raza r; sau r; ca in figura 3a.6.

poli LY .
Buttemorrﬂtfh_,,f elipsa
Cebizev
B
a
cercul poli
Butterworth Cehizer

Figura 3a.6 Determinarea pozitiei polilor pentru un filtru Cebisev de ordin N=3

Daca se noteaza unghiul polilor filtrului Butterworth cu
¢ =7/2+QRk+)x/2N (3a.21)

atunci polii filtrului Cebisev se afld pe o elipsd de coordonate (Xi,yx),
k=0,1,...,N-1, unde
x, =r,cos¢,, k=0,..,N-1

) (3a.22)
v, =nsing,, k=0]l1,..,N-1

177



3a.4. Filtre Cebisev de tipul 11

Functia de transfer a filtrului Cebisev Il contine atit poli cat si
zerouri §i caracteristica sa amplitudine — frecventd are o comportare
monotona in banda de trecere si prezintd ripluri egale in banda de oprire.
Zerourile sunt pe axa imaginara a planului s.

Pétratului modulului functiei de transfer pentru filtrul trece jos
Cebisev de tipul II este

H(Q) = —(_Tl T (3a.23),
1+¢&? Cr 0,
e

unde C, (x) este polinomul Cebisev de ordin N si ) este frecventd

inceputului benzii de oprire.

Caracteristica amplitudine frecventa a filtrului Cebisev II este
reprezentata in figura 3a.7a pentru N=5 si in 3a.7b pentru N=6.
[HGa) [HGo)l

1
i1 Ap)

(- Ap)

Figura 3a.7 Modulul functiei de transfer pentru filtrul analogic TJ Cebisev de tipul II
(a) pentru N=5 si (b) pentru N=6

Zerourile filtrului sunt localizate pe axa imaginara la

Q
Sk = .] . > 5k = 0515""N_1 (3324)
sin ¢,
Polii sunt localizati in puncte de coordonate (v, ,w, ), unde
Q
v, = sk k=01..,N-1 (3a.25)

[2 2
X + Vi
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Qv

S

[ 2
X Vi

unde coordonatele {x,} si {y,} sunt definite de relatiile (3a.22), cu S

B = [H— “I_AS] (3a.27)

w, = k=0,1,.,N-1 (32.26)

dat de relatia

A

N

A, fiind riplul din banda de oprire.

Din cele prezentate pand acum se observa ca filtrele Cebisev sunt
complet caracterizate de parametrii N, A , ¢ si raportul Q /Q . Date

fiind specificatiile &, A  si raportul Q /Q . ordinul filtrului se
determind din conditia | H(jQ, |= A, .

Nzlg[(\/l—As+\/1—As(l+g))/gAS]_ cosh ™ (8/2) 3 oo

Ig[(Q,/Q,)+(Q,/Q,)*~1]  cosh™(Q,/Q))
Observatie. La aceleasi specificatii de proiectare, filtrele Cebisev
rezultd cu numar de poli mai mic decat filtrele Butterworth. Daca, insa,
se compara un filtru Butterworth cu unul Cebisev, avand acelasi numar de
poli si aceleasi specificatii n B.T. (Banda de Trecere) si B.O. (Banda de
Oprire), filtrul Cebisev are o banda de tranzitie mai mica.

3a.5. Filtre eliptice

Filtrele eliptice (denumite si filtre Cauer) au o caracteristica de
modul cu ripluri egale in ambele benzi, de trecere si oprire, motiv pentru
care li se mai spune si filtre echiriplu. Aproximarea in sens Cebigev a
cerintelor filtrului trece jos ideal este extinsa la ambele benzi.

Patratul modulului functiei de transfer are forma

2 1
HQ) =—————
He) 1+8°F Q)
unde F), (Q) este functia rationald Cebisev sau functia eliptica iacobiana,

(32.29)

introdusda pentru prima datd de Cauer in teoria circuitelor liniare, si
tabulatd de Zverev (1967) [69] iar ¢ este un parametru ce depinde de
riplul din banda de trecere. Functia F, (Q) se exprimi astfel:
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0|z

Q°-Q? pentru ) par
cT———=%
lg QZ Q4/QZ
Fy(@)=1 ' (3a.30)
=N -Q; :
C ng o /Q2 pentru ) Impar

Din relatia precedenta se observa ca functia F), (Q) are polii si
zerourile nebanale Tn numar egal, polii fiind plasati simetric fatd de
zerouri in raport cu frecventa €, definitd ca medie geometricd a
frecventelor limita ale benzilor de trecere si oprire

Q; = Q,Q (3a.31)

Zerourile filtrului eliptic se gasesc pe axa jCQ a planului s.

In figura 3a.8 este reprezentat patratul modulului functiei de
transfer pentru un filtru eliptic de ordinul N=4 si N=5.

I [H@E

(1-Ap?

Figura 3a.8. Caracteristicile de modul ale filtrelor eliptice trece jos analogice : a) N=4,
b) N=5

Din relatiile (3a.29) si (33a.30) se observa ca
Q=Q,,N par
Q=051Q=Q,, N impar
2
Fy(@Q)» o= HQ) =0= {Q:QZ/Qf’]Ypar ' (32.32)
Q=0Q2/Q. si Q — oo, N impar
Aceste relatii conduc la urmatoarele observatii:

F,(Q)=0 =|HQ) =1= {
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a) pentru N par |H (Q]2 prezinta N/2 maxime (de valoare 1) in

banda de trecere si N/2 minime (de valoare 0) in banda de oprire; pentru N
impar sunt (N-1)/2+1=(N+1)/2 maxime in B.T. si tot (N+1)/2 minime in
B.O.

b) numarul total al extremelor locale (minime §i maxime) este 2NV
pentru Q e [0,00] , N extreme in B.T. si tot V extreme in B.O.

Egalitatea numadrului de extreme din cele doud benzi este un
dezavantaj al filtrelor eliptice in sensul cd din punct de vedere al
minimizarii erorii maxime (la aproximarea Cebisev) ar fi de dorit ca
distribuirea extremelor erorii intre cele doua benzi sa se faca proportional
cu ponderile benzilor 1n intervalul de aproximare considerat.

Ordinul filtrului necesar indeplinirii specificatiilor referitoare la
riplul din banda de trecere, A , riplul din banda de oprire, A si raportul

Q, /€ este dat de relatia [58]:
Ko,/ )K(Jl A1+ /1= )
Kl 1 1-2 k(1= @, 79,7
k@, /QS)K( 1—(5/5)2)j

B K(e/&)K(,/l—(Qp/QS)z)

unde K (o) este integrala eliptica complexa de prima spetd, definita ca

K(x)= jg o (3a.34)

0 (1 —x”sin’ CI))I/2

Proiectarea cea mai eficientd se produce cand eroarea de
aproximare este intinsa in mod egal peste banda de trecere si banda de
oprire. Filtrele eliptice intrunesc aceste conditii §i, In comparatie cu
celelalte tipuri de filtre, pentru aceleasi specificatii date, rezultd cu ordinul
cel mai mic. Echivalent, pentru un set de specificatii si un ordin dat,
filtrele eliptice au cea mai mica banda de tranzitie. Filtrele eliptice sunt
considerate optimale (intocmai ca filtrele FIR proiectate cu metoda de
schimb Remez), in sensul cd, pentru un acelasi ordin N si aceleasi
frecvente limita Q ,Q , realizeazd cele mai mici ripluri A A,

(3a.33)

comparativ cu toate celelalte tipuri de filtre.
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Réspunsul in fazd al filtrelor eliptice este puternic neliniar in
banda de trecere, in special spre capetele acesteia, In comparatie cu
celelalte tipuri de filtre, motiv pentru care filtrele Butterworth si Cebisev
se prefera in aplicatii care necesita o au caracteristica de faza buna.
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