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CAPITOLUL 1 
 
 
 
 
 

CARACTERIZAREA SISTEMELOR DISCRETE, 
LINIARE, INVARIANTE ÎN TIMP ÎN 

DOMENIUL FRECVENŢĂ 
 
 Obiectul capitolului de fa]\ `l constituie caracterizarea sistemelor 
discrete, liniare, invariante în timp (SDLIT) `n domeniul frecven]\. Se va 
ar\ta c\ un astfel de sistem este caracterizat `n domeniul frecven]\ de 
transformata Fourier a r\spunsului s\u la impuls. Aceast\ caracterizare 
conduce la opinia conform c\reia un SDLIT ac]ioneaz\ ca un filtru asupra 
diferitelor componente de frecven]\ ale intr\rii. În acest demers, 
semnalele de excitaţie sunt exponenţialele complexe şi semnalele 
armonice. 
 Caracterizarea SDLIT `n domeniul frecven]\ este realizată cu 
ajutorul unei func]ii de variabil\ ω , notată )(ωH  şi numit\ r\spuns `n 
frecven]\, care este `n leg\tur\ cu func]ia de sistem )(zH  [i r\spunsul la 

impuls [ ]nh  al sistemului [63]. 
 R\spunsul `n frecven]\ caracterizeaz\ complet SDLIT [i permite 
determinarea r\spunsului sistemului la semnale de intrare care pot fi 
exprimate cu ajutorul semnalelor exponen]iale complexe [i armonice. 
 

1.1. R\spunsul SDLIT la semnale exponen]iale 
complexe [i armonice  

 
 R\spunsul oric\rui SDLIT la un semnal de intrare arbitrar ][nx  
este dat de suma de convolu]ie [63] 

[ ] [ ] [ ]∑
∞

−∞=

−=
k

knxkhny                                     (1.1) 

~n aceast\ rela]ie sistemul este caracterizat `n domeniul timp de r\spunsul 
la impuls [ ]{ }Znnh ∈, . 
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 Se presupune c\ sistemul este excitat de semnalul exponen]ial 
complex 

ZneAnx nj ∈= ,][ 0ω                                   (1.2) 

unde A este amplitudinea [i ω0, frecven]a unghiulară a semnalului discret 
de intrare din intervalul fundamental [ ]ππ ,− . ~nlocuind (1.2) `n (1.1), se 
ob]ine 
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Termenul din parantez\ din rela]ia (1.3) este transformata Fourier )(ωH  

a r\spunsului la impuls [ ]kh  al sistemului 

[ ]∑
∞

−∞=

−=
k

kjekhH ωω)(                                  (1.4) 

evaluată la frecvenţa unghiulară ω0, a semnalului de intrare, adică 

[ ]∑
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kjekhH 0)( 0
ωω                                  (1.4’) 

 Func]ia H(ω) exist\ dac\ sistemul este stabil `n sens MIME 

(Mărginit la Intrare Mărginit la iEşire) [63], adic\ dac\ [ ] ∞<∑
∞

−∞=n
nh . 

M\rimea H(ω) poate fi, de asemenea, v\zut\ ca transformata Z a 
răspunsului la impuls [ ]nh  evaluată pe cercul unitate, dacă aceasta nu are 
poli pe cercul unitate [63]. 
 Cu (1.4’), r\spunsul sistemului la o exponen]ial\ complex\ este 

[ ] njeHAny 0)( 0
ωω=                                   (1.5) 

 Din (1.5) se observă că răspunsul este, de asemenea, o 
exponen]ial\ complex\, de aceea[i frecven]\ cu a intr\rii, dar diferit\ fa]\ 
de semnalul de intrare printr-un factor de multiplicare, H(ω0). Ca urmare 
a acestei caracteristici, semnalul de intrare (1.2) se nume[te func]ie 
proprie a sistemului. Cu alte cuvinte, o func]ie proprie a unui sistem este 
un semnal de intrare care produce o ie[ire ce difer\ de intrare printr-un 
factor de multiplicare constant. Factorul de multiplicare se nume[te 
valoare proprie a sistemului. ~n acest caz, un semnal exponen]ial complex 
de forma (1.2) este o func]ie proprie a unui SDLIT [i H(ω) evaluat\ la 
frecven]a semnalului de intrare este valoarea proprie corespunz\toare. 

Exemplul 1.1.  
S\ se determine secven]a de ie[ire a sistemului care are r\spunsul 

la impuls 
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[ ] ( ) [ ]nunh n
2
1=                                      (1.6) 

dac\ semnalul de intrare este [ ] ZneAnx nj ∈= ,2/π . 
Solu]ie. 
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 La 2/πω = , (1.7) devine 

( ) °−=
+

= 6,26

2
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[i secven]a de ie[ire este 
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 Se observ\ c\ singurul efect al sistemului asupra semnalului de 
intrare const\ `n scalarea amplitudinii cu 52  [i defazarea cu –26,6°. 
Semnalul de ie[ire este, deci, o exponen]ial\ complex\ de frecven]\ π/2, 

aceeaşi cu a semnalului de intrare, amplitudine 52A [i faz\ –26,6°. 
Dac\ se modific\ frecven]a semnalului de intrare, se schimb\ 

efectul sistemului asupra intr\rii [i, implicit, ie[irea. De exemplu, dac\ 
semnalul de intrare este o exponen]ial\ complex\ de frecven]\ π, adic\ 

[ ] njeAnx π=                                       (1.9) 
atunci, la πω = ,  

3
2

1
1)(

2
1

=
−
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[i ie[irea este 
[ ] ZneAny nj ∈= ,3

2 π                          (1.10) 

 Se observ\ c\ )(πH  este real, deci ie[irea este intrarea scalat\ cu 

32)( =πH  [i nedefazat\.  

~n general, H(ω) este o func]ie complex\ de variabil\ ω, care 
poate fi exprimat\ `n coordonate polare, sub forma 

)()()( ωθωω jeHH =                               (1.11) 

 Trecerile prin zero ale funcţiei de transfer conduc la salturi de fază 
de π  radiani, aşa încât )(ωθ  are discontinuităţi în acele puncte. Din acest 
motiv, răspunsul în frecvenţă se mai exprimă sub forma 

)()()(,)()()( )()( ωϕωωθωωω ωϕωθ +∠=== R
j

R
j HeHeHH     (1.11’) 
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 Deoarece H(ω) caracterizeaz\ r\spunsul sistemului `n domeniul 
frecven]\, acesta se nume[te r\spunsul `n frecven]\ al sistemului. 
 M\rimea )(ωH  se nume[te r\spunsul de amplitudine sau de 

modul [i este modulul transformatei Fourier a r\spunsului la impuls, iar 
θ(ω) = ∠H(ω) se nume[te r\spuns de faz\ [i este faza asociat\ 
transformatei Fourier H(ω) a r\spunsului la impuls. 
 Uneori, transformata Fourier mai este cunoscut\ sub numele de 
spectru Fourier sau, mai simplu, spectru, motiv pentru care se mai 
`ntâlne[te terminologia de spectru de amplitudine sau de modul pentru a 
face referire la )(ωH  [i spectru de faz\ pentru θ(ω).  

 Uneori modulul este reprezentat logaritmic sub forma 

  
2

1010 )(log10)(log20)( ωωω HHH
dB

==             (1.12) 

 Faza θ(ω) din rela]ia (1.11) nu este unic determinat\, deoarece 
prin ad\ugarea oric\rui multiplu `ntreg de 2π la θ(ω), valoarea 
exponen]ialei complexe nu se modific\. Se define[te valoarea principal\ 
a lui θ(ω), notat\ cu ARG[H(ω)], cea cuprins\ `n domeniul fundamental 
de valori ],[ ππ− . Dacă faza depăşeşte acest interval, datorită 
periodicităţii de 2π a acesteia, este necesar un salt de π2±  pentru a o 
aduce înapoi în intervalul fundamental. ~n unele situa]ii este `ns\ util a 
considera faza ca o func]ie continu\ de ω, numit\ func]ie total\ de faz\, 
pentru πω <≤0  [i se va nota cu Arg[H(ω)]. Aceasta se poate determina 
din valoarea principal\, prin ad\ugarea sau sc\derea valorii de 2π radiani 
în punctele de discontinutate, dup\ cum se arat\ în figura 1.1. Aceast\ 
procedur\ se nume[te de desf\[urare a fazei. 

 
Figura 1.1. (a) Valoarea principal\ a fazei unui sistem, (b) Func]ia total\ de faz\ 
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πωπ ≤≤− )]([HARG                              (1.13) 
)(2)]([)( ωπωω rHARGArg +=                       (1.14) 

unde r(ω) este un `ntreg care poate fi diferit la diverse valori ale lui ω . 
 Dac\ `n calculul r\spunsului de faz\ se folose[te valoarea 
principal\, atunci aceasta va fi o func]ie discontinu\. Discontinuit\]ile 
introduse de considerarea valorii principale vor consta `n salturi de 2π 
radiani. 
 O proprietate important\ a lui H(ω) este c\ aceast\ func]ie este 
periodic\, de perioad\ 2π, ceea ce se observ\ din relaţia (1.4). 

)()2( ωπω HmH =+ , 
unde m este `ntreg oarecare. Rela]ia (1.4) este dezvoltarea `n serie Fourier 
a lui H(ω), [ ]kh  fiind coeficien]ii dezvolt\rii. ~n consecin]\, r\spunsul la 

impuls [ ]kh  se ob]ine cu rela]ia [63] 

[ ] ∫−=
π

π

ω
π ωω d)(2
1 kjeHkh                           (1.15) 

în care integrarea s-a efectuat pe intervalul fundamental pentru frecvenţa 
unghiulară discretă ],[ ππ− . 
 Pentru un SDLIT al c\rui r\spuns la impuls este real, modulul [i 
faza lui H(ω) au propriet\]i de simetrie, dup\ cum urmeaz\: 

[ ] [ ] [ ] =−== ∑∑∑
∞

−∞=

∞

−∞=

∞

−∞=

−

kkk

kj kkhjkkhekhH ωωω ω sincos)(  

[ ])()(arctg22 )()()()( ωωωωωω RI HHj
IRIR eHHHjH +=+=         (1.16) 

unde )(ωRH  [i )(ωIH  reprezint\ componenta real\, respectiv imaginar\ 
a lui )(ωH , adic\ 
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knhH

knhH
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ωω

sin][)(

cos][)(
                             (1.17) 

Se observ\ c\ 
)()( ωω −= RR HH                                    (1.18) 

[i                                          )()( ωω −−= II HH                                   (1.19) 

adic\ )(ωRH  este o func]ie par\, iar )(ωIH  este impar\. Drept urmare, 

)(ωH  este o func]ie par\, iar 
)(
)(arctg)(

ω
ωωθ

R

I

H
H

=  este o func]ie impar\. 
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Cu alte cuvinte, dac\ se cunoa[te )(ωH  [i )(ωθ  pentru 

πω ≤≤0 , atunci se cunosc aceste func]ii [i pentru 0≤≤− ωπ . 
 Propriet\]ile de simetrie satisf\cute de modulul [i faza lui )(ωH  [i 
faptul c\ un semnal armonic poate fi exprimat ca suma sau diferen]a a 
dou\ func]ii exponen]iale complexe scalate corespunzător determin\ ca 
r\spunsul unui SDLIT la un semnal armonic s\ fie similar cu r\spunsul 
sistemului la o exponen]ial\ complex\. 
 ~ntr-adev\r, dac\ intrarea este 

       [ ] njeAnx ω=1                                    (1.20) 
ie[irea este    

                   [ ] njj eeHAny ωωθω )(
1 )(=                           (1.21) 

Dac\ intrarea este   
                [ ] njeAnx ω−=2                                  (1.22)  

ie[irea este  
[ ] njjnjj eeHAeeHAny ωωθωωθ ωω −−−− =−= )()(

2 )()(    (1.23) 

 Aplicându-se proprietatea de liniaritate pentru SDLIT [63], se 
poate determina r\spunsul sistemului la semnalul de intrare 

[ ] [ ] [ ]( ) nAnxnxnx ωcos
2
1

21 =+=                      (1.24) 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ])(cos)(
2
1

21 ωθωω +=+= nHAnynyny            (1.25) 

Similar, dac\ 

[ ] [ ] [ ]( ) nAnxnx
j

nx ωsin
2
1

21 =−=                     (1.26) 

r\spunsul sistemului este 

[ ] [ ] [ ]( ) [ ])(sin)(
2
1

21 ωθωω +=−= nHAnyny
j

ny          (1.27) 

 Din cele prezentate pân\ acum se observ\ c\ H(ω) sau, echivalent, 
)(ωH  [i )(ωθ  caracterizeaz\ complet efectul sistemului asupra 

semnalului de intrare armonic, de frecven]\ arbitrar\. Dac\ semnalul de 
intrare este compus din mai multe componente armonice, r\spunsul 
sistemului se ob]ine cu ajutorul propriet\]ii de superpozi]ie a sistemelor 
liniare.  
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1.2. R\spunsul de regim permanent [i tranzitoriu al 
sistemelor discrete, liniare, invariante în timp la 
semnale de intrare armonice 

 

 Pentru a evidenţia răspunsurile de regim permanent şi tranzitoriu, 
se consider\ un sistem descris de o ecua]ie cu diferen]e de ordinul `ntâi, 
de forma 

[ ] [ ] [ ]nxnyany +−= 1                             (1.28) 
 Cunoscută fiind condiţia iniţială ]1[−y  pentru sistem, răspunsul 
acestuia la o intrare ][nx  aplicată la 0=n  se poate determina recursiv 
pentru 0≥n , ca fiind 

[ ] [ ] [ ] 0,1
0

1 ≥−+−= ∑
=

+ nknxayany
n

k

kn                (1.29) 

 Se presupune c\ semnalul de intrare este exponen]iala complex\ 
[ ] 0, ≥= neAnx njω                             (1.30) 

care se aplic\ la momentul 0=n . ~nlocuind (1.30) `n (1.29) se ob]ine 
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(1.31) 

 R\spunsul sistemului este format din r\spunsul tranzitoriu [i 
r\spunsul permanent. 
 Sistemul descris de (1.28) este stabil în sens MIME, dacă 1<a  
[63]. Răspunsul de regim permanent este cel înregistrat la un timp 
suficient de mare după aplicarea semnalului de intrare şi se obţine ca 
limită din ][ny , pentru n tinzând la infinit. În acest caz, termenii care 

con]in pe 1+na  din (1.31) tind la zero [i, `n consecin]\, r\spunsul de regim 
permanent este 

[ ] njnj
jss eHAe

ea
Any ωω

ω ω)(
1

=
−

= −          (1.32) 

Se observă că răspunsul de regim permanent este determinat de sistem, 
prin )(ωH  şi semnalul de intrare, njeA ω , ne-depinzând de condiţia 
iniţială. 
 Primii doi termeni din (1.31) reprezint\ r\spunsul tranzitoriu al 
sistemului, adic\ 



 8

[ ] [ ] 0,
1

1
)1(1

1 ≥
−

−−= −

+−+
+ ne

ea
eaAyany nj

j

njn
n

tr
ω

ω

ω

         (1.33) 

care descreşte la zero pentru n tinzând la infinit. Primul termen al 
r\spunsului tranzitoriu este r\spunsul de intrare zero al sistemului, `n timp 
ce al doilea termen se datoreaz\ semnalului exponen]ial de intrare. Se 
observă că răspunsul de regim tranzitoriu este determinat de sistem, prin 
parametrul a, semnalul de intrare, njeA ω , şi condiţia iniţială ]1[−y . 
 ~n general, toate sistemele stabile `n sens MIME se comport\ 
similar atunci când sunt excitate cu exponen]iale complexe sau semnale 
armonice la un moment oarecare de timp finit, adic\ r\spunsul tranzitoriu 
tinde la zero, r\mânând numai r\spunsul de regim permanent. 
 

1.3.  R\spunsul de regim permanent al SDLIT la 
semnale de intrare periodice 

 
 Se presupune c\ intrarea unui SDLIT stabil este un semnal 
periodic [ ]nx , de perioad\ fundamental\ N. Atât timp cât un astfel de 
semnal exist\ pentru ∞<<∞− n , r\spunsul total al sistemului la orice 
moment n, finit, este r\spunsul de regim permanent. Pentru determinarea 
r\spunsului [ ]ny  al sistemului, se reprezint\ semnalul de intrare periodic 
`n serie Fourier [35] 

[ ] 1...,1,0,
1

0

2 −== ∑
−

=
Nnecnx

N

k

Nnkj
k

π                  (1.34) 

unde { }kc  sunt coeficien]ii seriei Fourier. R\spunsul sistemului la 
semnalul exponen]ial complex 

[ ] 1...,1,0,2 −== Nkecnx Nnkj
kk

π                    (1.35) 
este 

[ ] 1...,1,0,2 2 −=





= Nkek

N
Hcny Nnkj

kk
ππ

          (1.36) 

unde                  1...,1,0,)(2
2

−==







=
NkH

N
kH

Nkπω
ωπ

            (1.37) 

 Folosind principiul superpozi]iei, se ob]ine r\spunsul sistemului la 
semnalul periodic [ ]nx , 

[ ] 10,21

0

2 −≤≤





= ∑

−

=
Nne

N
kHcny

N

k

Nnkj
k

ππ
             (1.38) 
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 Acest rezultat implic\ faptul c\ [i r\spunsul sistemului la semnalul 
de intrare periodic [ ]nx  este, de asemenea, periodic, de aceea[i perioad\ 
N.  
 Coeficien]ii seriei Fourier pentru [ ]ny  sunt 

1...,1,0,2
−=






= Nk

N
kHcd kk
π

                       (1.39) 

 ~n concluzie, sistemul liniar poate modifica forma semnalului 
periodic de intrare prin scalarea amplitudinii, poate defaza componentele 
seriei Fourier, dar nu afecteaz\ perioada semnalului de intrare. 
 

1.4. Răspunsul SDLIT la semnale de intrare 
aperiodice  
 

 ~n continuare, se pune problema determin\rii r\spunsului 
sistemelor discrete, liniare, invariante `n timp  la semnale aperiodice de 
energie finit\, demers `n care va fi folosit\ transformata Fourier pentru 
semnale discrete. 
 R\spunsul unui SDLIT relaxat (care are condiţii iniţiale nule) la 
un semnal de intrare ][nx  este dat de suma de convolu]ie dintre semnalul 
de intrare [i r\spunsul la impuls al sistemului 

[ ] [ ] [ ]∑
∞

−∞=
−=

k
knxkhny                                   (1.40) 

 Aplicând transformata Fourier rela]iei (1.40), se ob]ine 
)()()( ωωω XHY ⋅=                                   (1.41) 

 Rela]ia (1.41) caracterizeaz\ sistemul `n domeniul frecven]\, 
ar\tând c\ spectrul semnalului de la ie[ire este egal cu spectrul semnalului 
de intrare multiplicat cu r\spunsul `n frecven]\ al sistemului. Rela]ia 
(1.41) poate fi scris\ `n form\ polar\ 

[ ])()()()( )()()()()( ωθωθωθωθ ωωωωω hxxh jjj eXHeXeHY +==     (1.42) 

 ~n consecin]\, modulul [i faza răspunsului Y(ω) se determin\ cu 
rela]iile 

)()()( ωωω XHY =                                (1.43) 

 [i                                      )()()( ωθωθωθ hxy +=                               (1.44) 

 Semnalul de intrare aperiodic, de energie finit\ are spectrul 
continuu, iar sistemul discret, liniar, invariant în timp, prin r\spunsul său 
`n frecven]\, atenueaz\ sau amplific\ unele componente ale semnalului de 
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intrare. Din alura lui )(ωH  se observ\ care componente de frecven]\ 

sunt atenuate [i care amplificate. Faza lui H(ω) indic\ defazajul pe care `l 
sufer\ componentele semnalului de intrare. 
 De asemenea, se observ\ c\ ie[irea unui SDLIT stabil nu poate 
con]ine componente de frecven]\ care nu sunt con]inute `n semnalul de 
intrare, adic\ sistemul nu poate crea componente noi de frecven]\. 
 ~n figura 1.2 este reprezentat schematic un SDLIT, care este 
descris de suma de convolu]ie `n domeniul timp, de func]ia de sistem H(z) 
sau de r\spunsul `n frecven]\ H(ω).   
 

 
Figura 1.2.  Rela]ii intrare – ie[ire pentru un SDLIT relaxat,  

`n domeniile timp, Z [i frecven]\ 
 

 Dac\ pentru un astfel de sistem se cunoa[te ie[irea Y(ω) `n 
domeniul frecven]\, r\spunsul sistemului `n domeniul timp se determin\ 
cu rela]ia [63] 

[ ] ∫−=
π

π
ω ωω

π
d)(

2
1 njeYny ,                           (1.45) 

integrarea efectuându-se pe domeniul fundamental al frecvenţelor 
unghiulare discrete. 
 Din (1.43) se ob]ine 

222 )()()( ωωω XHY =                            (1.46) 

sau, echivalent 

)()()( 2 ωωω xxyy SHS =                             (1.47) 
unde )(ωyyS  [i )(ωxxS  reprezint\ densitatea spectrală de energie al 

semnalelor [ ]ny , respectiv [ ]nx , definite de relaţiile [34].  
2)()( ωω YS yy =                                        (1.48) 
2)()( ωω XS xx =                                       (1.48’) 

 Integrând relaţia (1.47) pe domeniul fundamental de frecvenţă, se 
obţine energia semnalului de ie[ire, de forma 
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∫∫ −−
==

π

π

π

π
ωωω

π
ωω

π
d)()(

2
1d)(

2
1 22

xxy SHYE            (1.49) 

R\spunsul la impuls a L SDLIT conectate `n paralel este dat de 
[63] 

[ ] [ ]∑
=

=
L

k
k nhnh

1
                                     (1.50) 

unde [ ]nhk , k = 1, ... L, este r\spunsul la impuls al sistemelor individuale. 
 Folosind proprietatea de liniaritate a transformatei Fourier, se 
g\se[te r\spunsul `n frecven]\ al sistemului echivalent 

∑
=

=
L

k
kHH

1
)()( ωω                                 (1.51) 

unde )(ωkH  este r\spunsul `n frecven]\ corespunz\tor sistemului cu 

r\spunsul la impuls [ ]nhk . 

 Dac\ cele L SDLIT sunt conectate `n cascad\, r\spunsul la impuls 
al sistemului echivalent este 

[ ] [ ] [ ] [ ]nhnhnhnh L∗∗∗= …21                          (1.52) 
 Aplicând transformata Fourier expresiei (1.52), se ob]ine 

)()()()( 21 ωωωω LHHHH ⋅⋅⋅= …                    (1.53) 
 Figura 1.3 ilustreaz\ interconectarea `n paralel [i `n serie a dou\ 
SDLIT.  
 

 
 

Figura 1.3.  Conectarea SDLIT `n (a) paralel [i (b) cascad\ 
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1.5. Rela]ia `ntre func]ia de sistem [i r\spunsul `n 
frecven]\ al sistemului 
 
Dac\ func]ia de sistem H(z) converge pe cercul unitate, se poate 

ob]ine r\spunsul `n frecven]\ al sistemului prin evaluarea lui H(z) pe 
cercul unitate [63].  

nj

n
ez

enhzHH j
ω

ωω −
∞

−∞=
= ∑== ][)()(                     (1.54) 

 Pentru cazul `n care H(z) este o func]ie ra]ional\, de forma 
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rezult\ 
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unde coeficienţii { } { }kk ba şi  sunt reali, iar { } { }kk pz şi  pot fi m\rimi reale 

şi/sau complexe. Uneori este convenabil a se exprima p\tratul modulului 
lui H(ω) `n func]ie de H(z). 

)()()( *2 ωωω HHH =                           (1.55) 

unde )(* ωH  este mărimea complex conjugată a lui )(ωH . 
 Dac\ H(ω) se exprim\ prin (1.54''), rezult\ 
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adic\ H*(ω) se ob]ine din evaluarea lui H*(1/z*)  
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pe cercul unitate.  
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 Dac\ ]}[{ nh este real sau, echivalent, coeficien]ii { } { }kk ba şi  sunt 

reali, polii [i zerourile complexe apar `n perechi conjugate [i 
H*(1/z*)=H(z-1). ~n consecin]\, H*(ω) =  H(-ω) [i  

ωωωωωω jez
zHzHHHHHH

=

−=−== )()()()()()()( 1*2     (1.57) 

 Conform teoremei de corela]ie pentru transformata Z [63], 
produsul H(z)H(z-1) este transformata Z a func]iei de autocorela]ie a 
secven]ei { }][mrhh  a r\spunsului la impuls. Conform teoremei Wiener 

Hincin [34], rezult\ c\ 
2)(ωH  este transformata Fourier a lui { }][mrhh . 

 Similar, dacă )(/)()( zAzBzH = , expresiile )()()( 1−= zBzBzD  şi  
)()()( 1−= zAzAzC  sunt transformatele Z ale secvenţelor de autocorelaţie 

}{ lc  şi, respectiv, }{ ld , unde 
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0                                   (1.58) 

 Deoarece parametrii sistemului }{ ka  şi }{ kb  sunt reali, secvenţele 
de autocorelaţie sunt pare, adică ll cc −=  şi ll dd −= , ceea ce permite 

exprimarea expresiei 2)(ωH  ca o funcţie polinomială în ωcos : 

∑
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ţinându-se cont că ∑
=

=
k

m

m
mk

0
)(coscos ωβω . 

 Se noteaz\ 
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 Dac\ se cunoa[te 
2)(ωH , `nlocuind ωje  cu z se ob]ine C(z). Se 

pune problema ce informa]ie se poate ob]ine din C(z) despre H(z). Se 
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observ\ c\ pentru fiecare pol pk al lui H(z), `n C(z) exist\ un pol pk [i  
unul (pk

*)-1. Similar, pentru fiecare zerou zk al lui H(z), exist\ o pereche de 
zerouri `n C(z) la zk [i (zk

*)-1. ~n consecin]\, polii [i zerourile lui C(z) apar 
`n perechi conjugate reciproce, cu un element din fiecare pereche asociat 
lui H(z) [i unul lui H*(1/z*). Mai mult, dac\ un element din fiecare 
pereche este `n interiorul cercului unitate, atunci cel\lalt (conjugatul 
inversat) va fi `n afara cercului unitate.  
 Singura alt\ posibilitate ar fi ca ambele singularităţi s\ fie pe 
cercul unitate, caz în care acestea au ordin de multiplicitate dublu `n 
aceea[i pozi]ie. Dac\ H(z) caracterizeaz\ un sistem stabil, atunci to]i polii 
s\i trebuie s\ fie `n interiorul cercului unitate, restric]ie care permite 
identificarea polilor lui H(z) dintre polii lui C(z). Numai cu aceast\ 
precizare, zerourile lui H(z) nu pot fi unic determinate dintre zerourile lui 
C(z). 
 

Exemplul 1.2. 
Diagrama poli zerouri pentru C(z) este dat\ `n figura 1.4. S\ se 

determine polii [i zerourile asociate lui H(z).  
 

 
 

Figura 1.4. Diagrama poli - zerouri pentru un C(z) dat  

 
Soluţie. Perechile conjugate reciproce de poli [i zerouri pentru 

care un element este asociat lui H(z) [i unul lui H*(1/z*) sunt: (p1, p4)     
(p2, p5), (p3, p6) [i (z1, z4) (z2, z5), (z3, z6). {tiind c\ H(z) corespunde unui 
sistem stabil [i cauzal, polii se aleg din fiecare pereche astfel `ncât s\ fie 
`n interiorul cercului unitate. Asupra zerourilor nu se fac astfel de 
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restric]ii. Oricum, în cazul în care coeficien]ii { } { }kk ba şi  sunt reali, polii 

[i zerourile sunt reali [i/sau complex conjuga]i. ~n consecin]\, zerourile 
asociate lui H(z) sunt z3 sau z6 [i (z1, z2) sau (z4, z5). Cu considera]iile de 
mai sus, se observ\ c\, pentru exemplul considerat, exist\ patru sisteme 
cauzale, stabile, diferite cu trei poli [i trei zerouri pentru care diagrama 
poli - zerouri a lui C(z) este cea din figura 1.4 [i, echivalent, pentru care 
r\spunsul de amplitudine este acela[i. Dac\ { } { }kk ba şi  nu s-ar fi 
presupus reali, num\rul de variante ar fi fost mai mare. Mai mult, dac\ nu 
se fac restric]ii asupra num\rului de poli [i zerouri pentru H(z), num\rul 
de variante pentru H(z) ar putea fi nelimitat. Pentru a ar\ta aceasta, se 

presupune c\ H(z) are un factor de forma 1

*1

1 −

−

−
−
az

az
, adic\ 

1

*1

1 1
)()( −

−

−
−

=
az

azzHzH . Factorul de aceast\ form\ se nume[te factor trece 

tot, deoarece are r\spunsul `n amplitudine egal cu unitatea pe cercul 
unitate. ~n aceste condi]ii 
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azzHzHzHzC

=
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−
−

== −
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     (1.61) 

adic\ factorul trece tot se anuleaz\ `n C(z) [i prin urmare, nu poate fi 
identificat din diagrama poli zerouri a lui C(z). ~n concluzie, dac\ 
num\rul polilor [i zerourilor lui H(z) este nespecificat, atunci pentru C(z) 
dat, orice alegere arbitrar\ a lui H(z) poate fi cascadat\ cu un num\r 
arbitrar de factori trece tot, cu polii `n interiorul cercului unitate ( 1<a ). 

 
 1.6.   Calculul r\spunsului `n frecven]\ al sistemelor 
 discrete, liniare, invariante în timp 
 
 R\spunsul `n frecven]\ H(ω) al unui SDLIT poate fi calculat cu 
ajutorul transformatei Fourier a r\spunsului la impuls al sistemului, ca în 
relaţia (1.54). 

Dac\ sistemul este caracterizat de o ecua]ie cu diferen]e cu 
coeficien]i constan]i, de forma 

      [ ] [ ] [ ]∑∑
==

−+−−=
M

k
k

N

k
k knxbknyany

01
                   (1.62) 

r\spunsul `n frecven]\ se poate ob]ine prin evaluarea lui H(z) dat de 
(1.54) pe cercul unitate, dac\ H(z) este convergent pe cercul unitate, 
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 Din (1.63) se observ\ c\ r\spunsul `n frecven]\ H(ω) al sistemului 
caracterizat de (1.62) depinde numai de coeficien]ii { }ka  [i { }kb . 
 Din (1.63) deriv\ dou\ cazuri particulare:  

a) Dac\ 0=ka , Nk ...,2,1= , rela]ia (1.63) se reduce la 

∑
=

−=
M

k

kj
k ebH

0
)( ωω ,                                    (1.64) 

sistemul fiind cu r\spuns finit la impuls (FIR) [63]. Comparând (1.53) cu 
(1.64) rezult\ c\ `n cazul sistemelor FIR exist\ rela]ia 

[ ]


 =

=
restîn,0

...,1,0, Mnb
nh n                             (1.65) 

b) Dac\ Mkbk ...,1,0 == , [i  00 ≠b , sistemul este pur recursiv, cu 

răspuns infinit la impuls (IIR) şi rela]ia (1.63) devine 
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 O metod\ alternativ\ de evaluare a r\spunsului `n frecven]\ al 
unui SDLIT, dat de (1.63) este metoda geometric\. Pentru explicarea 
acestei metode se noteaz\ cu z1, z2, …, zM zerourile [i cu p1, p2, …, pN polii 
sistemului liniar invariant `n timp. Cu aceste nota]ii, (1.63) devine 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )N

jjj
M

jjj
MNj

pepepe
zezezeeGH
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⋅= −
ωωω

ωωω
ωω

…
…

21

21)(             (1.67) 

unde G=b0 este câ[tigul sistemului. ~n continuare, se exprim\ fiecare 
factor din (1.67) `n form\ polar\ 

)()( ωθω ω kj
kk

j eVze =−                              (1.68) 

[i                                        )()( ωω ω kj
kk

j eUpe Φ=−                            (1.69) 

unde                     ( )k
j

kk
j

k zezeV −∠≡−≡ ωω ωθω )(,)(               (1.70) 

[i                        ( )k
j

kk
j

k pepeU −∠≡Φ−≡ ωω ωω )(,)(              (1.71) 

 Modulul lui H(ω) se ob]ine atunci cu rela]ia 
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 Acesta se mai poate calcula `n decibeli, cu relaţia 
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 Faza lui H(ω) este 
( )

[ ])()()(
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ωωω
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N

MMNGH
Φ++Φ+Φ−

−++++−+∠=∠
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     (1.74) 

 Faza termenului de câ[tig G este 0 sau π, dup\ cum G este pozitiv 
sau negativ. 
 ~n concluzie, dac\ se cunosc zerourile [i polii func]iei de sistem 
H(z), se poate evalua r\spunsul `n frecven]\ cu ajutorul rela]iilor (1.72) [i 
(1.74). 
 Interpretarea geometric\ a m\rimilor din rela]iile (1.72) [i (1.74) 
rezult\ considerând polul pk [i zeroul zk plasa]i `n punctele A [i B ale 
planului z, ca `n figura 1.5a.  
 

 
Figura 1.5. Interpretarea geometric\ a contribu]iei unui pol [i a unui zerou 

 
 Fie L punctul de pe cercul unitate corespunz\tor frecven]ei 
unghiulare ω. Fie, de asemenea, vectorii AL [i BL cu originea `n pol, 
respectiv `n zerou [i extremitatea `n punctul L. Din figura 1.5a rezult\ 

ALCACL +=                                       (1.75) 

BLCBCL +=                                       (1.76) 

Dar ωjeCL = , kpCA =  [i kzCB = , deci 

k
j peAL −= ω                                       (1.77) 

[i                                            k
j zeBL −= ω                                      (1.78) 
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 Combinând rela]iile (1.77) [i (1.78) cu (1.68) [i (1.69), rezult\ 
)()( ωω ω kj

kk
j eUpeAL Φ=−=                        (1.79) 

)()( ωθω ω kj
kk

j eVzeBL =−=                            (1.80) 

Modulul )(ωkU  este lungimea segmentului AL, adic\ distan]a de 

la polul kp la punctul L, corespunz\tor lui ωje , `n timp ce modulul )(ωkV  

este distan]a de la zeroul zk la punctul L. 
Fazele )(ωkΦ  [i )(ωθ k  sunt unghiurile vectorilor AL [i BL cu axa 

real\ pozitiv\, a[a cum este ilustrat `n figura 1.5b. Aceast\ interpretarea 
geometric\ este util\ pentru c\ pune `n eviden]\ influen]a  pozi]iei polilor 
[i zerourilor asupra func]iei de transfer a SDLIT. 
 Dac\, de exemplu, un zerou kz  [i un pol kp  sunt plasa]i pe cercul 

unitate, ca `n figura 1.6, se observ\ c\ la kz∠=ω , )(ωkV  este egal cu 

zero [i, `n consecin]\, [i )(ωH  devine zero. Similar, la kp∠=ω , )(ωkU  

devine zero [i )(ωH , infinit. Evaluarea fazei `n aceste cazuri nu are sens. 

 
Figura 1.6.  Un zerou pe cercul unitate determin\ kzH ∠== ωω la0)(  [i un pol pe 

cercul unitate are ca rezultat kpH ∠=∞= ωω la)(  

Din cele prezentate pân\ acum se desprind urm\toarele observa]ii: 
1. Prezen]a unui zerou `n apropierea cercului unitate va determina ca 

m\rimea modulului r\spunsului `n frecven]\, la frecven]e 
corespunz\toare punctelor de pe cercul unitate apropiate de acel 
punct, s\ fie mic, `n timp ce prezen]a unui pol `n apropierea 
cercului unitate va avea ca efect o valoare mare a modulului 
r\spunsului `n frecven]\, la frecven]e apropiate de acel punct. 
Polii [i zerourile au efecte contrare, astfel `ncât plasarea unui 
zerou `n apropierea unui pol `i atenueaz\ efectul, [i invers. Prin 
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plasarea polilor [i zerourilor se poate determina o varietate de 
forme pentru )(ωH  [i )(ωH∠ , lucru exploatat `n proiectarea 

filtrelor digitale.  
2. Singularit\]ile din origine nu afecteaz\ r\spunsul de amplitudine, 

ci numai pe cel de faz\. 
3. R\spunsul de amplitudine este zero numai când func]ia de sistem 

are un zero pe cercul unitate la frecven]a respectiv\. 
4. Salturile de faz\ de π radiani se produc la fiecare trecere a 

frecven]ei printr-un zerou aflat pe cercul unitate. Pentru a ar\ta 
acest lucru, se presupune c\ exist\ un zerou la 0ωjez =  [i fie 

εωω −=−
00  [i εωω +=+

00 , pentru un 0>ε , suficient de mic, 

situa]ie redat\ `n figura 1.7. Se observ\ c\ valoarea fazei la 
−= 0ωω  este cu π  radiani mai mic\ decât cea corespunz\toare lui 
+= 0ωω . Dac\ `n 0ωjez =  exist\ un zerou multiplu, de ordin M, 

când ω  trece de la −
0ω  la +

0ω   faza va avea un salt de πM  radiani. 

Evident, dac\ M este un num\r par, saltul va fi un multiplu de π2  
radiani, caz `n care, pentru valoarea principal\ a fazei nu se 
observ\ nici o schimbare. 

5. Când ω variaz\ de la 0 la π faza generat\ de fiecare zerou plasat 
strict `n interiorul cercului unitate cre[te cu π radiani. Faza 
generat\ de fiecare pol plasat `n interiorul cercului unitate 
descre[te cu π radiani. Dac\ num\rul de astfel de zerouri este Nz [i 
de poli Np, cre[terea net\ de faz\, când ω variaz\ de la 0 la π, este 
de (Nz-Np)π. 

 

 
 

Figura 1.7. Evaluarea r\spunsului de faz\ `n jurul unui zerou plasat pe cercul unitate 
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1.7. Sisteme discrete, liniare, invariante `n timp 
v\zute ca filtre selective de frecven]\ 

 
Un sistem liniar invariant `n timp poate realiza o discriminare sau 

filtrare a diferitelor componente de frecven]\ a semnalului aplicat la 
intarea sa. Natura ac]iunii de filtrare este determinat\ de r\spunsul `n 
frecven]\ al filtrului )(ωH , care, la rândul s\u, depinde de alegerea 

parametrilor sistemului }{ ka  [i }{ kb . Prin alegerea adecvat\ a 
coeficien]ilor se pot proiecta filtre selective de frecven]\ care permit 
trecerea semnalelor cu spectrul `n anumite benzi [i atenueaz\ semnale ale 
c\ror componente de frecven]\ sunt `n alte benzi. 
 ~n general, un sistem liniar invariant `n timp modific\ spectrul 
semnalului de intrare )(ωX , `n concordan]\ cu r\spunsul s\u `n frecven]\ 

)(ωH , pentru a produce ie[irea )()()( ωωω HXY = . ~n acest sens, )(ωH  
ac]ioneaz\ ca o func]ie de ponderare sau de formare spectral\ asupra 
diferitelor componente de frecven]\ ale semnalului. ~n acest context orice 
sistem liniar, invariant `n timp poate fi considerat ca un filtru care 
modific\ componentele de frecven]\ ale semnalului de la intrarea sa [i, `n 
consecin]\, cele dou\ no]iuni sunt sinonime. ~n prelucrarea numeric\ 
filtrarea este folosit\ `n multe scopuri, cum ar fi: atenuarea zgomotului, 
modificarea spectrului `n scopul egaliz\rii canalelor de comunica]ii, 
detec]ia semnalelor, analiz\ spectral\ e.t.c. 

 
1.7.1. Caracteristicile filtrelor ideale 

 
 De obicei, filtrele sunt clasificate `n func]ie de caracteristicile lor 
`n domeniul frecven]\. Filtrele selective de frecvenţă pot fi trece jos 
(FTJ), trece sus (FTS), trece band\ (FTB), opre[te band\ (FOB), trece tot 
(FTT) şi multibandă. Modulul r\spunsului `n frecven]\ [i func]ia de 
transfer a filtrelor ideale enumerate mai sus sunt ar\tate `n figura 1.8. 
Aceste filtre  ideale au câ[tig constant C (de obicei egal cu unitatea) `n 
benzile de trecere [i zero `n benzile de oprire. Pentru FTJ [i FTS, cω  

reprezint\ frecven]a de t\iere, iar pentru FTB [i FOB, 1ω  [i 2ω  reprezint\ 
frecvenţele capetelor benzilor de trecere, respectiv de oprire [69]. 
 O alt\ caracteristic\ a unui filtru ideal este caracteristica de faz\  
liniar\. Fie un filtru digital cu funcţia de transfer 



 <<

=
−

restîn,0
,

)( 21
0 ωωω

ω
ωnjCeH                       (1.81) 
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unde C şi n0 sunt constante. 
 Din compararea relaţiilor (1.81) cu (1.11), se pot scrie relaţiile: 

CH =|)(| ω                                        (1.82) 
[i  

0)( nωωθ −=                                       (1.83) 

 Din (1.83) rezultă că faza este o funcţie liniară de ω . Dacă la 
intrarea unui astfel de filtru se aplică semnalul ][nx  ale c\rui componente 

de frecven]\ sunt cuprinse `n domeniul 21 ωωω << , semnalul de ie[ire 
are spectrul 

21,)()()()( 0 ωωωωωωω ω <<== − njeCXHXY        (1.84) 
           Aplicând transformata Fourier invers\ rela]iei (1.84), se ob]ine[63] 

][][ 0nnCxny −=                                    (1.85) 

[i, `n consecin]\, ie[irea filtrului este o versiune scalat\ [i `ntârziat\ a 
intr\rii. ~ntârzierea [i scalarea nu sunt considerate distorsiuni ale 
semnalului.  

 
Figura  1.8. Modulul r\spunsului `n frecven]\ pentru câteva filtre selective de frecven]\ 

ideale, discrete 
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 Derivata fazei `n raport cu frecven]a define[te `ntârzierea de grup 
a filtrului 

ω
ωθωτ

d
d

g
)()( −=                                     (1.86) 

 Aceasta reprezint\ `ntârzierea pe care o component\ de frecven]\ 
ω  a semnalului, o sufer\ la trecerea prin filtru. Dac\ )(ωθ  este o func]ie 

liniar\ `n ω , atunci constantng == 0)(ωτ , adic\, toate componentele de 

frecven]\ ale semnalului sufer\ aceea[i `ntârziere. 
Orice abatere a r\spunsului `n frecven]\ de la forma ideal\ dat\ `n 

(1.81) are ca rezultat distorsionarea semnalului. Dac\ modulul 
r\spunsului `n frecven]\ al sistemului variaz\ `n banda de frecven]e 
ocupat\ de semnal, atunci semnalul sufer\ distorsiuni de amplitudine. 
Dac\ r\spunsul de faz\ al sistemului nu este liniar `n banda de frecven]e a 
semnalului, atunci semnalul sufer\ distorsiuni de faz\.  

În concluzie, filtrele ideale au caracteristica de modul constantă, 
iar cea de fază, liniară în banda de trecere. În toate cazurile astfel de filtre 
sunt nerealizabile fizic, dar servesc ca idealizare matematică pentru 
filtrele practice ale căror caracteristici le aproximează destul de fidel pe 
cele ideale. 

De exemplu, filtrul ideal trece jos are răspunsul la impuls 

{ }

∞<<∞−=

⋅=== ∫∫ −−

−

n
n

n

dedeHHFnh

c

njnj
lp

c

c

,
sin

1
2
1)(

2
1)(][ 1

π
πω

ω
π

ωω
π

ω
ω

ω

ωπ

π

ω

    (1.87) 

 Acest filtru nu este cauzal si nici absolut sumabil şi, prin urmare, 
este instabil, nefiind realizabil. Cu toate acestea, caracteristicile ideale de 
frecvenţă pot fi aproximate destul de fidel de filtre reale, realizabile 
practic, după cum se va vedea în Capitolul 2. 
 

1.8. Proiectarea filtrelor digitale prin plasarea polilor 
şi zerourilor în planul Z 

 
 În continuare se analizează posibilitatea proiectării unor filtre 
digitale simple (la care forma caracteristicii de amplitudine nu este riguros 
specificată), prin plasarea corespunzătoare a polilor şi zerourilor în planul 
Z. În paragraful 1.6 s-a descris modul în care poziţia polilor şi zerourilor 
faţă de cercul unitate afectează răspunsul în frecvenţă al sistemului şi s-a 
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prezentat o metodă grafică pentru calculul răspunsului în frecvenţă, 
cunoscută fiind diagrama poli-zerouri a sistemului. 
 Principiul de bază care caracterizează metoda plasării polilor şi 
zerourilor în planul Z este de a plasa polii şi zerourile în apropierea 
punctelor de pe cercul unitate corespunzătoare frecvenţelor ce trebuie 
accentuate, respectiv atenuate sau suprimate. Mai mult, pentru un filtru 
cauzal trebuie îndeplinite următoarele condiţii: 
 1. Toţi polii trebuie să fie plasaţi în interiorul cercului unitate, 
pentru ca filtrul să fie stabil. 
 2. Polii şi zerourile complexe trebuie să apară în perechi 
conjugate, asigurându-se astfel coeficienţi reali pentru filtru. 
 Se reaminteşte că funcţia de sistem )(zH a unui SDLIT poate fi 
exprimată sub forma 

∏
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unde 0b  este un factor de câştig, astfel ales, încât să rezulte 
1|)(| 0 =ωH      (1.89) 

unde 0ω  este o frecvenţă din banda  de trecere a filtrului. 
 În cazul sistemelor cauzale, gradul polinomului de la numitor (N) 
trebuie să fie mai mare sau cel mult egal cu gradul polinomului de la 
numărător (M), astfel încât filtrul să aibă mai mulţi poli nebanali decât 
zerouri [63]. Într-adevăr, dacă filtrul este cauzal, din teorema valorii 
iniţiale rezultă 

)(
)(lim)(lim)(lim]0[

zA
zBzHzHh

zzz ∞→∞→

+

∞→
===                 (1.90) 

 Dacă H+(z)=H(z) este o fracţie raţională, atunci gradul 
numărătorului, M, nu poate depăşi gradul numitorului, N, adică NM ≤ . 
Condiţia este mai puţin severă decât în cazul sistemelor analogice, unde 

NM <  (inegalitate strictă). 
 

1.8.1. Filtre trece jos, trece sus şi trece bandă 
 
În proiectarea filtrelor trece jos digitale, polii trebuie plasaţi în 

apropierea cercului unitate corespunzător frecvenţelor joase (în apropiere 
de 0=ω ), iar zerourile în apropiere sau pe cercul unitate în puncte 
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corespunzătoare frecvenţelor înalte (aproape de πω = ). Situaţia inversă 
este valabilă pentru filtrele trece sus. Figura 1.9 ilustrează diagramele poli 
– zerouri pentru trei FTJ şi pentru trei FTS. 
 

 
Figura 1.9. Diagrama poli – zerouri pentru trei a) FTJ şi b) FTS, fiecare din acestea cu un 
pol real, doi poli complex conjugaţi şi, respectiv, un pol real, doi poli complex conjugaţi 

şi un zerou nebanal 
 

 Modulul şi faza răspunsului filtrului cu un singur pol, cu funcţia 
de sistem 

11 1
1)(

−−
−

=
az

azH     (1.91) 

sunt ilustrate în fig. 1.10, pentru 9,0=a . Caracteristicile amplitudine – 
frecvenţă şi fază – frecvenţă s-au obţinut prin evaluarea funcţiei de sistem 

)(1 zH  pe cercul unitate. 
 Câştigul G s-a ales a−1 , astfel încât la 0=ω , 1|)0(| =H . Un 
zerou suplimentar la 1−=z  va atenua răspunsul filtrului la frecvenţe 
înalte. Acest zerou determină funcţia de transfer 

 1

1

2 1
1

2
1)( −

−

−
+−

=
az
zazH     (1.92) 

 Caracteristicile de amplitudine şi fază sunt date tot în figura 1.10. 
Se observă că |)(| 2 ωH  devine egal cu zero la πω = . Similar, se obţin 
FTS simple prin reflectarea poziţiei polilor şi zerourilor FTJ faţă de axa 
imaginară a planului Z, obţinându-se funcţia de sistem  
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1

1
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1

2
1)( −
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+
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=
az
zazH     (1.93) 

pentru un FTS cu un pol şi un zerou. Caracteristicile de amplitudine şi 
fază pentru FTS sunt identice cu cele ale FTJ translate cu π  radiani. 

 
 

Figura 1.10. (a) Reprezentarea modulului şi (b) a fazei pentru  un filtru cu un singur pol, 
)(1 zH , şi  un filtru cu un pol şi un zerou )(2 zH  

 
Exemplul  1.5. 

  Să se proiecteze un FTJ cu un pol dublu, astfel încât răspunsul în 

frecvenţă să satisfacă condiţia    H(0)=1  şi 
2
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deci 
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46,0)( −−

=
z
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 Aceleaşi principii pot fi aplicate pentru proiectarea filtrelor trece 
bandă. FTB conţin una sau mai multe perechi de poli complex conjugaţi 
plasaţi în apropierea cercului unitate, la frecvenţe apropiate de banda de 
trecere a filtrului. 
 

Exemplul 1.6.  
Să se proiecteze un filtru trece bandă cu doi poli, cu centrul benzii 

de trecere la 
2
πω = , răspunsul în frecvenţă egal cu zero la 0=ω  şi 

πω =  şi egal cu 
2

1  la 
9

4πω = . 

Soluţie. Deoarece |)(| ωH  este maxim la 
2
π , rezultă că polii 

sistemului sunt 2
2,1

πj
rep

±
= . 

 Zerourile sunt 11 =z  şi 12 −=z . În consecinţă, funcţia de transfer 
este 
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 Factorul de câştig se determină din evaluarea răspunsului în 

frecvenţă )(ωH  al filtrului la 
2
πω = . 
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 Valoarea  lui r se determină prin evaluarea lui )(ωH  la 
9

4πω = . 
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 Modulul şi faza corespunzătoare răspunsului în frecvenţă sunt 
reprezentate în figura 1.11. 

 
Figura 1.11. (a) Modulul şi (b) faza funcţiei de transfer a filtrului trece bandă din 

exemplul 1.6. 
 

Trebuie subliniat faptul că scopul principal al acestei metodologii 
de proiectare a filtrelor digitale simple prin plasarea polilor şi zerourilor 
este de a evidenţia efectul pe care îl au polii şi zerourile asupra 
răspunsului în frecvenţă al sistemelor, ea nefiind o metodă potrivită 
pentru proiectarea filtrelor digitale cu caracteristici bine definite. 

 
1.8.1.1. O transformare simplă a FTJ  în FTS 

 Presupunând că s-a proiectat un FTJ cu răspunsul la impuls ][nhlp , 
este posibilă conversia sa fie într-un FTB, fie FTS, cu ajutorul proprietăţii 
de translare de frecvenţă a transformatei Fourier [63].  
 În cele ce urmează, se prezintă o transformare simplă, care permite 
conversia unui FTJ într-un FTS, şi invers. Dacă se notează cu ][nhlp  
răspunsul la impuls al unui FTJ, care are răspunsul în frecvenţă )(ωlpH , 
se poate obţine un FTS prin translarea lui )(ωlpH  cu π  radiani, (adică 
înlocuirea lui ω  cu πω − ). 

)()( πωω −= lphp HH                (1.94) 
unde hpH  este răspunsul în frecvenţă al FTS. 
 Deoarece translaţia de frecvenţă cu π  a funcţiei de transfer 
echivalează cu multiplicarea răspunsului la impuls cu nje π , răspunsul la 
impuls al FTS rezultă de forma 
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][)1(][)(][ nhnhenh lp
n

lp
nj

hp −== π   (1.95) 
 Prin urmare, răspunsul la impuls al FTS se obţine din răspunsul la 
impuls al FTJ prin schimbarea semnului eşantioanelor impare ale lui 

][nhlp . Evident, dacă este cunoscut răspunsul la impuls ][nhhp  al FTS, 
răspunsul la impuls al FTJ se determină cu relaţia 

][)1(][ nhnh hp
n

lp −=     (1.96) 
 Dacă FTJ este descris de ecuaţia cu diferenţe 
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răspunsul său în frecvenţă este 
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 Înlocuind ω  cu πω −  în (1.98) se obţine funcţia de transfer a FTS 

∑

∑

=

−

=

−

−+

−
= N

k

kj
k

k

M

k

kj
k

k

hp

ea

eb
H

1

0

)1(1

)1(
)(

ω

ω

ω     (1.99) 

care corespunde ecuaţiei cu diferenţe  

∑∑
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−−+−−−=
M

k
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k knxbknyany
01
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1.8.2. Rezonatoare digitale 
 
Rezonatorul digital este un filtru trece bandă, cu doi poli complex 

conjugaţi plasaţi în apropierea cercului unitate, cum se arată în figura 
1.12.a. 

Numele de rezonator se referă la faptul că răspunsul de 
amplitudine are valoare mare în apropierea polilor. Poziţia unghiulară a 
polilor determină frecvenţa de rezonanţă. În proiectarea unui rezonator 
digital cu un maxim de rezonanţă la sau în apropiere de ω=ω0, se alege 
perechea de poli complex conjugaţi 0

2,1
ωjrep ±= , 0 < r < 1. În plus, se 

selectează două zerouri. Deşi există multe posibilităţi de alegere a poziţiei 
zerourilor, două cazuri prezintă interes mai special.  Unul se referă la 
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plasarea zerourilor  în  origine şi celălalt la plasarea zerourilor la z = 1 şi  
z = -1. În acest ultim caz se elimină complet răspunsul filtrului la ω = 0 şi 
ω = π.  

Funcţia de transfer a rezonatorului digital cu zerouri în origine este 

( ) ( )( )11
0

00 11 −−− −−
=

zrezre
b

zH jj ωω                        (1.101) 

sau 

( ) ( ) 221
0

0

cos21 −− +−
=

zrzr
b

zH
ω

                       (1.102) 

 
Figura 1.12 (a) Modelul poli –zerouri, (b) răspunsul de amplitudine, (c) răspunsul de 

fază al unui rezonator digital cu r=0,8 şi r=0,95 
 

 Factorul de normalizare b0 se alege astfel încât |H(ω0)| = 1. Din 
(1.101) rezultă 

( )
( )( )02

0
0 11 ωω jrer

bH −−−
=                             (1.103) 

şi, deci  
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 Factorul de normalizare este atunci 
( ) 0

2
0 2cos211 ωrrrb −+−=                           (1.105) 

şi ( )ωH  se poate exprima ca 

( ) ( ) ( )ωω
ω

21

0

uu
b

H =                                   (1.106) 

iar faza 
( ) ( ) ( )ωφωφωωφ 212 −−=                             (3.107) 

unde u1(ω) şi u2(ω) reprezintă modulele vectorilor orientaţi de la p1 şi p2 
la punctul ω pe cercul unitate, iar φ1(ω) şi φ2(ω), fazele lor. 
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                           (1.108) 

            Pentru o valoare oarecare a lui r, u1(ω)  atinge valoarea minimă 
(1-r) la ω =ω0. Produsul u1(ω)u2(ω) atinge valoarea minimă la frecvenţa  
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2

cos
2

1arccos ωω
r
r

r ,                               (1.109) 

care reprezintă frecvenţa de rezonanţă a filtrului. Pentru r foarte apropiat 
de unitate, 0ωω ≈r , care este poziţia unghiulară a polilor. De asemenea, 
se observă că dacă r se apropie de unitate, maximul de la rezonanţă 
devine mai abrupt, deoarece u1(ω) variază semnificativ în apropierea lui  

0ω . O măsură cantitativă a ascuţimii caracteristicii rezonatorului este dată 
de lăţimea de bandă la 3 dB a filtrului, care, pentru valori ale lui r 
apropiate de unitate, este [49]. 

)1(2 r−≅∆ω                                        (1.110) 
 În figurile 1.12b şi 1.12c se prezintă răspunsul de modul şi de fază 
pentru două rezonatoare digitale, unul cu 8,0,3/0 == rπω  şi celălalt cu 

95,0,3/0 == rπω . 
 Dacă zerourile sunt plasate la z = 1, z = -1, funcţia de transfer a 
rezonatorului este 
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zzGzH jj ωωω   (1.111) 

şi răspunsul în frecvenţă 
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 Zerourile din 1±=z  afectează atât răspunsul de amplitudine, cât 
şi răspunsul de fază. Răspunsul de amplitudine este 

( ) ( )
( ) ( )ωω

ωω
21

0 uu
NbH =                              (1.113) 

unde  
( ) ( )ωω 2cos12 −=N                              (1.114) 

 În figura 1.13 sunt reprezentate răspunsurile de amplitudine şi de 
fază pentru un rezonator digital cu zerouri în z=1 şi z=-1 şi r =0,8 şi 
r=0.95. Datorită prezenţei zerourilor, frecvenţa de rezonanţă şi banda 
filtrului se modifică faţă de cele ale rezonatorului cu zerouri în origine. 
 

 
Figura 1.13. Răspunsul de amplitudine şi de fază a unui rezonator digital cu zerouri în 

z=1 şi z=-1 şi r =0,8 şi r=0.95 
 

1.8.3. Filtre rejectoare (Notch) 
 
Un filtru rejector sau notch este un filtru a cărui funcţie de 

sistem conţine unul sau mai multe zerouri pe cercul unitate. Caracteristica 
amplitudine – frecvenţă a unui astfel de filtru va prezenta “crestături” la 
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frecvenţele corespuntătoare zerourilor, situaţie ilustrată în figura 1.14. 
Aceste filtre sunt utile în aplicaţii unde anumite componente de frecvenţă 
trebuie eliminate, cum se întâmplă de multe ori cu frecvenţa tensiunii de 
alimentare şi armonicele acesteia. 

Pentru a crea un nul în răspunsul în frecvenţă al filtrului la 
frecvenţa ω0, se introduce o pereche de zerouri complex conjugate pe 
cercul unitate la frecvenţa unghiulară ω0, adică 0

2,1
ωjez ±= . 

 
Figura 1.14 Răspunsul în frecvenţă al unui filtru „notch” 

 
Funcţia de sistem a unui filtru „notch” FIR este 

( ) ( )( ) ( )21
00

11
0 cos2111 00 −−−−− +−=−−= zzbzezebzH jj ωωω          (1.115) 

În cazul filtrelor notch FIR, banda din zona nulului sau a 
crestăturii este relativ întinsă şi sunt atenuate şi alte componente din jurul 
frecvenţei de interes.  

În figura 1.15 se prezintă răspunsul în frecvenţă pentru un filtru 
notch, care are un zerou la 4/πω = . 

 
Figura 1.15. Caracteristica de modul şi de fază a unui filtru notch cu un zerou la 

]cos21[)(;4/ 21
00

−− +−== zzGzH ωπω  
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Pentru a micşora banda din jurul nulului, se introduc poli în 
funcţia de transfer, 0

2,1
ωjrep ±= , cu r apropiat de unitate, al căror efect 

este de rezonanţă în vecinătatea nulului şi astfel se reduce lăţimea de 
bandă a crestăturii. 

Funcţia de transfer pentru filtrul realizat este 

( ) 221
0

21
0

0 cos21
cos21

−−

−−

+−
+−

=
zrzr

zzbzH
ω
ω

                        (1.116) 

 Caracteristicile de modul şi de fază pentru două filtre notch a căror 
funcţie de sistem este dată de (1.116), unul cu 85,0=r  şi celălalt cu 

95,0=r , sunt prezentate în figura 1.16. 

 
 

Figura 1.16. Caracteristicile de modul şi de fază pentru două filtre notch  cu funcţia de 

sistem ( )
221

0

21
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0
cos21
cos21

−−
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+−
=

zrzr
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bzH
ω
ω

, pentru cazurile 85,0=r  şi 95,0=r . 

 
 1.8.4. Filtre pieptene (Comb) 
 
 Simplificat, un filtru pieptene sau comb poate fi văzut ca unul 
notch, în care nulurile se produc periodic de-a lungul benzii de frecvenţă.  
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Pentru a ilustra un filtru pieptene simplu, fie un filtru FIR care 
calculează media alunecătoare, descris de ecuaţia cu diferenţe [63] 
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k
knx

M
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11
1                              (1.117) 

cu funcţia de sistem 
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şi răspunsul în frecvenţă 
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                          (1.119) 

Din relaţia (1.118) se observă că filtrul are zerourile pe cercul 
unitate la 

Mkez M
kj

k  ..., 2, 1,          1
2

== +
π

                          (1.120) 
 Polul z = 1 este anulat de zeroul de la z = 1, astfel încât filtrul nu 
conţine poli în afara originii. 
          Reprezentarea caracteristicii de modul din relaţia (1.119) ilustrează 
că zerourile uniform spaţiate din răspunsul în frecvenţă sunt la                
ωk = 2πk/(M+1), k = 1, 2,…,M, situaţie arătată în figura 1.17, pentru M=8. 
 

 
Figura 1.17. Răspunsul în amplitudine al unui filtru pieptene 

 
Mai general, se poate obţine un filtru pieptene, dintr-un filtru 

FIR cu funcţia de sistem 

 ( ) [ ]∑
=

−=
M

k

kzkhzH
0

                                (1.121) 

prin înlocuirea lui z cu zL, unde L este un întreg pozitiv. Noul filtru FIR 
are funcţia de sistem 
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şi răspunsul în frecvenţă 
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 În consecinţă, răspunsul în frecvenţă HL(ω) este o repetare de L ori 
a răspunsului H(ω) în domeniul 0 ≤ ω ≤ 2π, cum este ilustrat în figura 
1.18. 

Dacă se consideră  filtrul FIR descris de (1.118), filtrul pieptene 
rezultat are funcţia de transfer 
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L z
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                       (1.124) 

şi răspunsul în frecvenţă 

( ) ( )[ ]
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2/sin
2/1sin

1
1 LMj

L e
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ML
M

H ω

ω
ωω −+

+
=            (1.125) 

cu zerourile pe cercul unitate 
 )1(/2 += MLkj

k ez π                            (1.126) 
pentru toate valorile întregi pentru k cu excepţia lui 0, L, 2L, …, ML. 
 

 
Figura 1.18. Filtru pieptene cu răspunsul în frecvenţă HL(ω) obţinut din H(ω). 
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1.8.5. Filtre trece tot 
 

 Un filtru trece tot (FTT) se defineşte ca un sistem care are 
modulul funcţiei de transfer constant pentru toate frecvenţele, adică 

( ) πωω     0    1 ≤≤=H                             (1.127) 
Cel mai simplu exemplu de filtru trece tot este un sistem de 

întârziere pură, descris de H(z) = z-k. Un filtru trece tot, mult mai general, 
este caracterizat de funcţia de sistem 
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cu coeficienţii {ak} reali. Dacă se defineşte polinomul 

1a   ,)( 0
0

== ∑
=

−
N

k

k
k zazA                            (1.129) 

relaţia (1.128) se mai poate scrie 

)(
)()(

1

zA
zAzzH N
−

−=                                 (1.130) 

 Deoarece 
1)()()( 12 ==ω

ω=

−
jez

zHzHH                        (1.131) 

sistemul descris de (1.130) este trece tot. Mai mult, dacă z0 este un pol al 
lui H(z), 1/z0 este un zerou al său (adică polii şi zerourile sunt reciproce), 
cum se arată în figura  1.19. 

 
Figura 1.19. Modelul poli-zerouri al unui FTT   a) de ordinul I   b) de ordinul II 

 
O formă mai generală pentru funcţia de transfer a unui filtru 

trece tot cu coeficienţi reali este 
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unde kα  reprezintă polii reali, kβ  şi *
kβ , polii complex conjugaţi, NR, 

numărul de poli şi zerouri reale, iar NC, numărul  perechilor de zerouri şi 
poli complex conjugaţi.  
 Se observă că fiecărui pol complex îi corespunde în factorul trece 
tot un zerou care este reciprocul conjugat al polului. Pentru sistemele 
cauzale şi stabile [63],  -1 < αk < 1 şi |βk| < 1. 
 Pentru un filtru trece tot cu un singur pol şi un zerou, complecşi, 
caracterizat de funcţia de sistem 
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şi funcţia de transfer 
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răspunsul de fază este 
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şi întârzierea de grup este 
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g                (1.134) 

Se observă că pentru un sistem cauzal şi stabil, 1<r  şi, deci, 
0≥gτ . Deoarece întârzierea de grup a unui filtru trece tot de ordin 

superior este o sumă de termeni pozitivi, ca în relaţia (1.134), aceasta este 
întotdeauna pozitivă. 

Filtrele trece tot au aplicaţii în egalizări de fază, pentru 
compensarea fazei necorespunzătoare aplicaţiei, astfel încât răspunsul 
global să fie de fază liniară. 

 
1.8.6. Oscilatoare digitale sinusoidale 

 
Un oscilator digital sinusoidal poate fi văzut ca un rezonator cu 

o pereche de poli complex conjugaţi plasaţi pe cercul unitate. Un sistem 
de ordinul II, cu funcţia de sistem 
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2
2

1
1

0

1
)( −− ++
=

zaza
bzH                             (1.135) 

şi parametrii 2
201 a   ,cos2 rra =−= ω , are polii complex conjugaţi 

0
2,1

ωjrep ±=  şi răspunsul la impuls [63] 

][)1sin(
sin

][ 0
0

0 nunrbnh
n

ω
ω

+=                                   (1.136) 

 Pentru r = 1 şi 00 sinω= Ab , rezultă 
][)1sin(][ 0 nunAnh ω+= ,                             (1.136’) 

adică răspunsul la impuls al unui sistem de ordin II cu poli complex 
conjugaţi pe cercul unitate este un semnal sinusoidal, sistemul devenind 
un  generator sinusoidal digital. 
 

1.9. Sisteme inverse, deconvoluţie şi identificarea 
sistemelor 

 
 Răspunsul y[n] al unui SDLIT, caracterizat de răspunsul la impuls 
h[n], la un semnal de intrare x[n] este dat de convoluţia dintre h[n] şi x[n]. 
 În unele probleme practice se doreşte aflarea semnalului de 
intrare, cunoscându-se semnalul de ieşire al unui sistem cu caracteristici 
necunoscute. De exemplu, în transmisia datelor digitale la viteză mare pe 
canalele telefonice se ştie că acestea distorsionează semnalul şi cauzează 
interferenţă intersimboluri, ceea ce poate determina erori la refacerea 
datelor. În acest caz se pune problema proiectării unui sistem corector 
care, cascadat cu sistemul original, să furnizeze o ieşire care să corecteze 
distorsiunile canalului şi, deci, să producă o replică a semnalului dorit. 
Acest sistem corector se numeşte egalizor. În contextul general al teoriei 
sistemelor liniare invariante în timp, sistemul corector se va numi sistem 
invers, deoarece, în principiu, răspunsul său în frecvenţă este invers celui 
al sistemului ce provoacă distorsiunile. 
 Mai mult, deoarece sistemul care introduce distorsiunile produce o 
ieşire ][ny   care este convoluţia dintre ][nx şi ][nh , operaţia sistemului 
invers care cunoaşte pe ][ny şi produce pe ][nx  se numeşte deconvoluţie. 
 Dacă sistemul  distorsiv este necunoscut, de obicei, este necesar, 
dacă este posibil, a-l excita cu un semnal cunoscut, apoi să se observe 
ieşirea şi să se compare aceasta cu intrarea pentru a determina 
caracteristicile sistemului. 
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 În problema descrisă, măsurarea răspunsului în frecvenţă al 
canalului se realizează transmiţând un set de sinusoide de amplitudine 
egală şi frecvenţe diferite, cu faze specificate în banda canalului. Canalul 
va atenua şi defaza fiecare din sinusoide. Din compararea semnalului 
recepţionat cu cel transmis, receptorul obţine informaţii despre răspunsul 
în frecvenţă al canalului, ce pot fi folosite în proiectarea sistemului invers. 
 Procesul de determinare a caracteristicilor unui sistem necunoscut 
fie ][nh , fie )(ωH , prin măsurători efectuate aupra sistemului se numeşte 
identificare de sistem. 
 

1.9.1. Inversarea sistemelor liniare, invariante în timp 
 

 Se spune că un sistem este inversabil dacă există o corespondenţă 
bijectivă între semnalele de la intrarea şi ieşirea sa. Această definiţie 
implică faptul că, dacă se cunoaşte secvenţa de ieşire ∞<<∞− nny ],[ , 
pentru un sistem inversabil H , atunci acestuia i se poate determina în 
mod unic intrarea ∞<<∞− nnx ],[ . Sistemul invers, cu intrarea  ][ny  şi 
ieşirea ][nx  se notează 1−H . Conectarea în cascadă a sistemului cu 
sistemul invers este echivalentă cu sistemul identitate, deoarece 

[ ]{ } ][][]}[{][ 11 nxnxHHnyHnw === −−    (1.137) 
după cum se ilustrează în figura 1.20. 
 
 
 
 
 

 
Figura 1.20 Cascada formată din sistemul direct H  şi sistemul invers 1−H . 

 
În continuare se va urmări  determinarea sistemului invers pentru 

clasa sistemelor discrete liniare invariante în timp. Fie un SDLIT, H, cu 
răspunsul la impuls ][nh  şi fie ][nhI  răspunsul la impuls al sistemului 
invers 1−H . Relaţia (1.137) este echivalentă cu ecuaţia  

][][][][][ nxnxnhnhnw I =∗∗=    (1.138) 
care implică  

][][][ nnhnh I δ=∗     (1.139) 

    H     H-1
 

 
                           y[n] 
 
 
    sistem direct              sistem invers 

x[n]                                                                            w[n]=x[n] 
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 Relaţia (1.139) poate fi folosită pentru determinarea lui  ][nhI , 
dacă se cunoaşte ][nh . În domeniul timp, acest lucru este dificil de 
realizat. O soluţionare mai simplă presupune transformarea lui (1.139) în 
domeniul Z şi apoi de găsit 1−H , adică, aplicând transformata Z relaţiei 
(1.139), rezultă 

1)()( =zHzH I     (1.140) 
de unde  

)(
1)(

zH
zH I =     (1.141) 

 Dacă )(zH  este o funcţie raţională  

)(
)()(

zA
zBzH =                        (1.142) 

atunci  

)(
)()(

zB
zAzH I =  ,   (1.143) 

ceea ce înseamnă că zerourile lui )(zH  devin poli pentru sistemul invers, 
şi invers. Stabilitarea sistemului invers depinde de poziţionarea zerourilor 
sistemului H(z) şi va fi descutată ulterior. Mai mult, dacă )(zH  este un 
sistem FIR, atunci )(zH I  este un sistem numai cu poli şi dacă )(zH  este 
numai cu poli, )(zH I  este FIR. 
 

Exemplul 1.7. 
  Să se determine inversul sistemului care are răspunsul la impuls  

][
2
1][ nunh

n







= . 

Soluţie. 
1

2
11

1)(
−−

=
z

zH ,  
2
1|:| >zRC .  

 Acest sistem este cauzal şi stabil. Deoarece  )(zH  este numai cu 
poli, inversul său va fi un sistem FIR, cu funcţia de sistem 

1

2
11)( −−= zzH I . Răspunsul său la impuls este  ]1[

2
1][][ −−= nnnhI δδ . 

 
Exemplul 1.8.   
Să se determine inversul sistemului care are răspunsul la impuls  
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                                         ]1[
2
1][][ −−= nnnh δδ . 

Soluţie. Acesta este un filtru FIR, a cărui funcţie de sistem este  
                                      1

2
11)( −−= zzH ,   0|:| >zRC . 

 Sistemul invers are funcţia de sistem 

                                
2
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2
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1
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−
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−
== − z

z
zzH

zH I , 

adică  )(zH I  are un zerou în origine şi un pol în 2/1=z . În acest caz 
există două regiuni posibile de convergenţă şi, deci, două sisteme inverse 
posibile, după cum se arată în figura 1.21. 

 

 
Figura 1.21. Două posibile regiuni de convergenţă pentru 

2
1)(

−
=

z
zzH . 

 Dacă regiunea de convergenţă pentru )(zH I  este 
2
1|| >z , 

transformarea inversă conduce la răspunsul la impuls 
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care caracterizează un sistem cauzal şi stabil.  

 Dacă, însă, regiunea de convergenţă se presupune a fi 
2
1|| <z , 

sistemul invers are răspunsul la impuls 
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I  

 În acest caz sistemul invers este anticauzal şi instabil. Din acest 
exemplu se observă că ecuaţia (1.139) nu poate fi rezolvată unic folosind 
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relaţia (1.143), dacă nu se specifică regiunea de convergenţă pentru 
funcţia de sistem a sistemului invers. 
 Este posibil ca răspunsul la impuls ][nh  să nu aibă transformata Z 
exprimată într-o formă analitică. O alternativă la această situaţie este 
rezolvarea ecuaţiei (1.139) cu ajutorul unui calculator numeric. 
 Deoarece (1.139) nu are, în general, soluţie unică, se presupune că 
atât sistemul, cât şi inversul său sunt cauzale, caz în care (1.139) se poate 
scrie ca 

][][][
0

nknhkh
n

k
I δ=−∑

=

               (1.144) 

 Prin convenţie, 0][ =nh  pentru 0<n . Pentru 0=n  se obţine 

]0[
1]0[

h
hI =      (1.145) 

 Valorile lui ][nhI  pentru 1≥n  se pot obţine recursiv din relaţia 
(1.144), sub forma 

∑
=

−
−=

n

k

I
I h

knhkh
nh

1 ]0[
][][

][                   (1.146) 

 Această relaţie recursivă poate fi implementată cu uşurinţă cu un 
calculator. 
 Există două probleme referitoare la relaţia (1.146), şi anume: 
1. Metoda nu este funcţională dacă 0]0[ =h . Acest lucru poate fi 

remediat prin introducerea unei întârzieri potrivite în membrul drept al 
relaţiei (1.144), adică înlocuirea lui ][nδ  cu ][ mn −δ , unde 1=m , 
dacă 0]0[ =h  şi 0]1[ ≠h  ş.a.m.d. 

2. Datorită recurenţei, relaţia (1.146) poate produce erori de rotunjire care 
cresc cu n şi, ca urmare, precizia lui ][nh  se deteriorează pentru n 
mare. 

 
Exemplul 1.9. 

  Să se determine sistemul cauzal invers sistemului FIR descris de 
]1[][][ −−= nnnh αδδ . 

 Soluţie. Deoarece 1]0[ =h , α−=]1[h  şi 0][ =nh  pentru 1>n , se 
poate scrie  

1
]0[

1]0[ ==
h

hI şi ]1[][ −= nhnh II α , 1≥n , adică α=]1[Ih , 2]2[ α=Ih ,  



 43

… , n
I nh α=][ , care corespunde unui sistem IIR cauzal, cum era de 

aşteptat. 
 

1.9.2. Sisteme de fază minimă, maximă şi mixtă 
 

În multe cazuri este util a impune restricţia ca sistemul invers să 
fie, de asemenea, stabil şi cauzal.  

Inversarea SDLIT  este strâns legată de caracteristicile funcţiei de 
fază a sistemului. Pentru a ilustra acest lucru, fie două sisteme FIR, 
caracterizate de funcţiile de sistem 

                     

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

 +=+= −−

2
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2
11)( 11

1 zzzzH                          (1.147)               

                     





 +=+= −− 1

2
1

2
1)( 11

2 zzzzH                         (1.148)                                        

 Sistemul descris de (1.147) are un zerou la 
2
1

−=z   şi răspunsul 

la impuls h[0]=1, h[1]=
2
1 . Sistemul din (1.148) are un zerou la z=-2 şi 

eşantioanele răspunsului la impuls h[0]=
2
1 , h[1]=1, care sunt egale cu 

cele care caracterizează sistemul din (1.147), dar în ordine inversă. Acest 
lucru se datorează faptului că zerourile lui )(1 zH   şi )(2 zH   sunt inverse 
unele altora. În domeniul frecvenţă cele două sisteme sunt caracterizate de 
răspunsurile de amplitudine 

                      ωωω cos
4
5|)(||)(| 21 +== HH                        (1.149) 

şi de fază 

                        
ω

ωωωθ
cos

2
1

sin)(1

+
+−= arctg                       (1.150) 

              
ω

ωωωθ
cos2

sin)(2 +
+−= arctg                        (1.151) 

  Caracteristicile de modul ale celor două sisteme sunt identice 
datorită relaţiei între zerourile lui )(1 zH  şi )(2 zH . Răspunsurile de fază  

)(1 ωθ  şi )(2 ωθ   sunt reprezentate în figura 1.22 a şi b. 
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Figura 1.22. Răspunsul de fază al sistemelor descrise de  a) (1.147) şi b) (1.148) 

 
Se observă cum caracteristica de fază )(1 ωθ a sistemului cu zeroul 

în interiorul cercului unitate începe la 0 pentru  0=ω  şi se termină tot la 
0 pentru πω = , astfel încât schimbarea netă de fază este 

0)0()( 11 =−θπθ . Pentru sistemul cu zeroul în afara cercului unitate 
schimbarea de fază este πθπθ =− )0()( 22 . Primul sistem este de  fază 
minimă,  iar al doilea de  fază maximă. 
          Aceste definiţii pot fi extinse pentru sisteme FIR cu M zerouri. 
Răspunsul în frecvenţă al unui filtru FIR de lungime M+1 este  

    )1)...(1)(1()( 210
ω−ω−ω− −−−=ω j

M
jj ezezezbH                  (1.152)  

unde  0b -costantă arbitrară, iar Mizi ,1},{ = - zerourile filtrului. 
  Dacă toate zerorile filtrului, reale şi/sau complex conjugate, sunt în 

interiorul cercului unitate, fiecare termen real sau pereche de termeni 
complex conjugaţi din (1.152) va suferi o schimbare de fază egală cu 0 
când ω  variază de la 0 la  π , adică 

0)0()( =∠−∠ HH π                                (1.153) 
motiv pentru care sistemul este de fază minimă. 

Dacă zerourile sunt în afară cercului unitate, fiecare zerou real va  
determină o schimbare de π  radiani în raspunsul de fază, iar o pereche 
de zeroruri complex conjugate o schimbare de π2  radiani, adică 

                                ππ MHH =∠−∠ )0()(                                   (1.154)  
sistemul fiind de fază maximă.  

Deoarece derivata fazei este o măsură a întârzierii pe care 
componentele semnalului le suferă la trecerea prin filtru, un sistem de 
fază minimă implică o întârziere minimă. 

Fie un sistem FIR cu coeficienţi reali. Pătratul răspunsului de 
modul este 

                            ωω jezzHzHH
=

−= |)()(|)(| 12                     (1.155) 
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Această relaţie implică faptul că dacă un zerou kz  al sistemului se 

înlocuieşte cu inversul său 
kz

1 , caracteristica de modul nu se schimbă. 

Aceasta înseamnă că, dacă 2)(ωH  este pătratul modulului răspunsului  
în frecvenţă al unui filtru FIR cu M zerouri, există 2M configuraţii 
posibile pentru cele M zerouri. O configuraţie corespunde zerourilor din 
cercul unitate, care caracterizează un sistem de fază minimă, o 
configuraţie conţine toate zerourile în afara cercului unitate şi corespunde 
unui sistem de fază maximă, iar restul de 22 −M  configuraţii corespund 
sistemelor  de fază mixtă. Nu toate cele 22 −M  configuraţii de fază 
mixtă corespund neapărat unor sisteme FIR cu coeficienţi reali.  

Proprietatea de fază minimă a sistemelor FIR poate fi extinsă şi 
asupra sistemelor IIR caracterizate de funcţii de sistem raţionale. 

Un sistem IIR, stabil şi cauzal, caracterizat de funcţia de sistem 

)(
)()(

zA
zBzH =                                      (1.156) 

este de  fază minimă dacă toţi polii şi zerourile sunt în interiorul cercului 
unitate.  

Pentru un sistem stabil şi cauzal (toate rădăcinile lui A(z) în 
interiorul cercului unitate) sistemul este de  fază maximă, dacă toate 
zerourile sale sunt în exteriorul cercului unitate şi de faza mixtă sau 
neminimă, dacă unele zerouri, dar nu toate, sunt în exteriorul cercului 
unitate.  

Din cele prezentate până acum se evidenţiază faptul că unui sistem 
cu poli şi zerouri stabil, de fază minimă, i se poate ataşa are un sistem 
invers stabil care este, de asemenea, de fază minimă. 

                            
)(
)()(1

zB
zAzH =−                                     (1.157) 

 Aceasta  înseamnă că proprietatea de fază minimă a lui H(z) 
asigură stabilitatea sistemului invers şi stabilitatea lui H(z) implică 
proprietatea de fază minimă a lui )(1 zH − . Sistemelor stabile de fază 
mixtă şi maximă le corespund sisteme inverse instabile. 
 Un alt mod de a caracteriza sistemele de fază minimă se referă la 
răspunsul de fază. În paragraful 1.1.1. s-a definit Arg[H(ω)] ca fiind 
întregul răspuns de fază. Dacă se cunoaşte valoarea principală a fazei, se 
poate construi funcţia de fază totală prin adăugarea sau scăderea valorii de 
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2π radiani în punctele de discontinutate, după cum se arată în figura 1.1,  
procedură numită de desfăşurare a fazei. În paragraful 1.6. s-a arătat că 
răspunsul de fază al filtrului este determinat de conţinutul tuturor 
singularităţilor din planul Z. Când ω variază de la 0 la π, un pol din 
interiorul cercului unitate scade răspunsul de fază cu π radiani, în timp ce 
un zerou din interiorul cercului unitate creşte fază cu π radiani. Dacă toate 
singularităţile sunt în interiorul cercului  unitate, cum este cazul 
sistemelor cauzale şi stabile de fază minimă, răspunsul de fază 
Arg[H(ω)], care este o funcţie continuă de ω, are valoarea zero atât pentru   
ω=0, cât şi pentru ω=π. 
          Zerourile de pe cercul unitate determină salturi de π radiani în 
răspunsul de fază. Dacă pe cercul unitate sunt µz zerouri, răspunsul de 
fază este µz⋅π la ω=π. 

Dacă pentru un sistem se cunoaşte 





⋅= ∗

∗

z
H H(z)C(z) 1 şi acel 

sistem este de fază minimă, atunci H(z) va avea polii şi zerourile lui C(z) 
din cercul unitate. Din C(z) nu se poate determina în mod unic H(z), 
deoarece orice alegere care are modulul răspunsului în frecvenţă dat poate 
fi cascadată cu o celulă trece tot arbitrară, fără a-i schimba modulul (vezi 
exemplul 1.2).  

Aceasta se întâmplă deoarece dacă se schimbă un zerou al 
funcţiei de sistem a unei celule trece tot din z=z0 în z=1/z0, nu se schimbă 
răspunsul de amplitudine, ci numai cel de fază. Aceasta înseamnă că un 
răspuns de amplitudine dat poate avea asociate mai multe răspunsuri de 
fază. Din analiza de mai sus se poate da următoarea definiţie pentru 
sistemele de fază minimă: 

Pentru un răspuns de amplitudine dat, sistemul de fază minimă 
este sistemul cauzal pentru care răspunsul de fază corespunzător are 
valoarea cea mai mică pentru toate valorile lui z de pe cercul unitate.  
 În continuare sunt prezentate câteva aspecte care caracterizează 
sistemele de fază neminimă. 
 

1.9.2.1. Descompunerea sistemului cu poli şi zerouri, de faza 
 neminimă  

 
Un sistem poli zerouri de fază neminimă se poate descompune 

sub forma 
(z)H(z)HH(z) ap⋅= min                              (1.158) 
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unde Hmin(z) este un sistem de fază minimă şi Hap(z) este un sistem trece 
tot. Acest lucru rezultă uşor pentru clasa sistemelor cauzale şi stabile cu 

funcţie de transfer raţională 
A(z)
B(z)H(z) = . Într-adevăr, dacă B(z) are una 

sau mai multe rădăcini în afară cercului unitate, fie factorizarea 
(z)(z)BBB(z) 21= , unde B1(z) are toate rădăcinile în interiorul cercului 

unitate, iar B2(z) are toate rădăcinile în exteriorul cercului unitate. Atunci 
B2(z-1) are rădăcinile în interiorul cercului unitate. 

Cu consideraţiile de mai sus, sistemul cu funcţia de sistem 

           
A(z)

)(zB(z)B)(H
1

21
min

−⋅
=z                          (1.159) 

este de fază minimă, iar sistemul caracterizat de  

 
)(

)()( 1
2

2
−=

zB
zBzH ap  ,                                   (1.160) 

este un sistem trece tot. 
 Cu (1.159) şi (1.160) rezultă (1.158). Din (1.160) rezultă că Hap(z) 
este stabil, trece tot şi de fază maximă. 
 

1.9.2.2. Întârzierea de grup a sistemelor de fază neminimă 
 Pe baza descompunerii din relaţia (1.158), se poate exprima 
întârzierea de grup pentru sistemul caracterizat de H(z), ca fiind 

)()()( min ωτωτωτ ap
ggg +=                             (1.161) 

 Deoarece 0)( ≥ωτ ap
g  pentru πω ≤≤0 , rezultă că 

)()( min ωτωτ gg ≥ , pentru πω ≤≤0 . Din (1.161) se poate concluziona că 
dintre toate sistemele poli – zerouri care au acelaşi răspuns de 
amplitudine, sistemele de fază minimă au cea mai mică întârziere de grup. 
 

1.9.2.3. Energia parţială a sistemelor de fază neminimă 
 Energia parţială a unui sistem cauzal, cu răspunsul la impuls ][nh  
se defineşte ca 

∑
=

=
n

k
khnE

0

2][][                                     (1.162) 

 Se poate arăta că dintre toate sistemele poli – zerouri care au 
acelaşi răspuns de amplitudine şi aceeaşi energie totală )(∞E , sistemele 
de fază minimă au cea mai mare energie parţială [25]. 
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 1.9.3. Identificarea sistemelor şi deconvoluţia 
 
 Se presupune că un SDLIT necunoscut este excitat cu semnalul de 
intrare x[n] şi se observă ieşirea y[n]. Din observarea secvenţei de ieşire 
se doreşte determinarea răspunsul la impuls al sistemului necunoscut sau 
funcţia sa de sistem. Aceasta este o problemă de identificare de sistem, 
care, în funcţie de natura secvenţelor de intrare şi ieşire, poate fi 
rezolvată prin următoarele metode: 
 

1.9.3.1. Determinarea funcţiei de sistem 
Ieşirea sistemului necunoscut, liniar şi invariant în timp, este egală 

cu convoluţia dintre semnalul de intrare şi răspunsul său la impuls. În 
domeniul Z, aceasta se scrie ca 

)()()( zXzHzY =                                   (1.163) 

de unde                                       
X(z)
Y(z)H(z) =                                    (1.164) 

X(z) şi Y(z) fiind transformate Z ale semnalelor de intrare, x[n], şi 
respectiv, de ieşire, y[n]. Rezultă atunci că această abordare este potrivită 
numai când există forme analitice pentru X(z) şi Y(z). 
 

Exemplul 1.10. 

Un sistem cauzal produce secvenţa de ieşire   




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
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=
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când este excitat de secvenţa de intrare 
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
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 Să se determine  răspunsul la impuls şi ecuaţia cu diferenţe a 
sistemului. 

Soluţie. Funcţia de transfer poate fi determinată uşor prin 
considerarea transformatelor Z pentru x[n] şi y[n]. 
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 Deoarece sistemul este cauzal, regiunea sa de convergenţă este 

RC: 
2
1

>z . Sistemul este, de asemenea stabil, deoarece polii săi sunt în 

interiorul cercului unitate. Ecuaţia cu diferenţe corespunzătoare este  

                 ]1[
10
7][]2[

10
1]1[

10
7][ −++−−−= nxnxnynyny  

Răspunsul la impuls se obţine din H(z) prin transformare Z inversă 

][n
5
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2
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nn

⋅

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




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



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



−






=                       (1.165) 

 Se observă că relaţia (1.164) determină în mod unic sistemul 
necunoscut, dacă se cunoaşte că acesta este cauzal. Metoda folosită în 
exemplul precedent este funcţională, dacă secvenţele de intrare şi ieşire 
sunt finite. Deoarece este foarte probabil ca răspunsul {y[n]} să fie infinit, 
această abordare este nepractică. 
 
 1.9.3.2. Aflarea răspunsului la impuls direct în domeniul timp 

Pentru un sistem cauzal, caracterizat de răspunsul la impuls ][nh , 
răspunsul la un semnal de intrare, ][nx , este dat de  suma de convoluţie  

∑
=

−⋅=
n

0k

k]x[nh[k]y[n]            n ≥0             (1.166) 

Din aceasta rezultă 

]0[
]0[]0[

x
yh =                                           (1.167) 

şi 

]0[

][][][
][

1

0

x

knxkhny
nh

n

k
∑
−

=

−⋅−
=             n ≥1           (1.168) 

 Această relaţie recursivă necesită ca x[0]≠0. Dacă {h[n]} este 
infinit în durată, această tratare nu este practică dacă nu se trunchiază 
h[n]. Datorită caracterului recursiv al relaţiei (1.168), metoda poate fi uşor 
implementată cu ajutorul calculatorului. 
 
 Exemplul 1.11. 
 În condiţiile exemplului 1.10, să se găsească răspunsul la impuls 
al sistemului, direct în domeniul timp. 
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 Soluţie. Cu datele din exemplul precedent, aplicând relaţiile 
(1.167) şi (1.168), se obţine ,....25/22]2[;5/7]1[;1]0[ === hhh , identice 
cu eşantioanele obţinute cu relaţia (1.165). Într-adevăr, se observă 
necesitatea trunchierii lui ][nh .  
 

1.9.3.3. Determinarea funcţiei de transfer a sistemului prin 
metode de corelaţie 
O altă metodă de identificare a unui sistem necunoscut se bazează 

pe tehnici de corelaţie. Pentru aceasta, se calculează densitatea spectrală 
de energie, )(ωxxS , a semnalului de intrare ][nx  şi densitatea spectrală de 
energie de intercorelaţie, )(ωyxS , dintre semnalul de intrare ][nx  şi 
semnalul de ieşire ][ny . )(ωxxS  este transformata Fourier a secvenţei de 
autocorelaţie, ][lrxx , a semnalului de intrare ][nx , iar )(ωyxS  este  
transformata Fourier a secvenţei de corelaţie ][lryx , dintre semnalul de 
intrare ][nx  şi semnalul de ieşire ][ny  [34].  Pentru un SDLIT, 
caracterizat de răspunsul la impuls ][nh , funcţia de corelaţie intrare-ieşire 
este 
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 În domeniul frecvenţă se poate scrie 
2

yx )()()()()(S ωωωωω XHSH xx =⋅=              (1.170) 

de unde                         2)

)
)

X(ω

(ωS
(x)S
(x)S

H(ω yx

xx

yx ==                               (1.171)  

Dacă se alege intrarea {x[n]} astfel încât densitatea sa spectrală de 
energie să fie constantă pentru toate valorile lui ω , adică KS xx /1)( =ω , 
atunci  relaţia (1.171) devine 

)) (ωKSH(ω yx=                                    (1.172) 
Echivalent, valorile răspunsului la impuls {h[n]} sunt egale cu 

valorile secvenţei de corelaţie ]}[{ lryx , scalate cu valoarea K. 
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În unele cazuri, sistemul poate fi identificat prin calculul secvenţei 
de autocorelaţie a ieşirii  ][ny . Urmând un mers de calcul similar relaţiei 
(1.169), rezultă 

∑
∞

−∞=

∗=−⋅=
n

xxhhyy mrmrmnynymr ][][][][][            (1.173) 

 În domeniul frecvenţă se poate scrie 
)()()(S 2

yy ωωω xxSH ⋅=                      (1.174) 
 Pentru un semnal de intrare cu densitatea spectrală de energie 
plată, se poate scrie 

KH ⋅= 2
yy )()(S ωω                                  (1.175) 

sau, echivalent, în domeniul Z, pentru K=1 
)()()(S 1

yy
−= zHzHz                                  (1.176) 

 Pentru H(z) funcţie raţională, 
)(
)()(

zA
zBzH = , rezultă 
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zC
zDzS yy                             (1.177) 

 Numărătorul şi numitorul relaţiei (1.177) prezintă simetrie în 
oglindă a rădăcinilor. Pentru a determina H(z), se determină rădăcinile lui 
D(z) şi C(z), apoi acestea se grupează pentru a forma pe H(z). Soluţia 
ecuaţiei (1.176) nu este unică. Corespunzător, în domeniul frecvenţă, 
această relaţie are un singur răspuns de amplitudine, spre deosebire de cel 
de fază, care nu este unic. O soluţie unică se poate obţine prin impunerea 
unor constrângeri suplimentare asupra fazei sistemului. 
 
 Exemplul 1.12. 
 Densitatea spectrală de energie a ieşirii unui SDLIT cauzal şi 

stabil este
ω
ωω

cos25,1
cos4,004,1)(

−
+

=yyS . Sistemul este excitat cu un semnal a 

cărui densitate spectrală de energie este unitară. Să se determine funcţia 
de transfer a sistemului. 
 Soluţie. Cu ajutorul relaţiior trigonometrice, )(ωyyS  se scrie 
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ω jj
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= . Înlocuind ωjez =  în relaţia anterioară şi 

ţinând cont de (1.176), se obţine 
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În condiţiile problemei, există două soluţii pentru H(z). Pentru sistemul de 

fază minimă, funcţia de transfer este 
)5,01(
)2,01()( 1

1

−

−

−
+

=
z
zzH , în timp ce, 

pentru sistemul de fază neminimă, 
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zzH . 


