CAPITOLUL 1

CARACTERIZAREA SISTEMELOR DISCRETE,
LINIARE, INVARIANTE IN TIMP iN
DOMENIUL FRECVENTA

Obiectul capitolului de fata 1l constituie caracterizarea sistemelor
discrete, liniare, invariante in timp (SDLIT) in domeniul frecventa. Se va
arata ca un astfel de sistem este caracterizat in domeniul frecventa de
transformata Fourier a raspunsului sau la impuls. Aceasta caracterizare
conduce la opinia conform careia un SDLIT actioneaza ca un filtru asupra
diferitelor componente de frecventa ale intrarii. In acest demers,
semnalele de excitatie sunt exponentialele complexe si semnalele
armonice.

Caracterizarea SDLIT in domeniul frecventa este realizatd cu
ajutorul unei functii de variabila @, notatd H(w) si numita raspuns in
frecventa, care este in legatura cu functia de sistem H(z) si raspunsul la
impuls h[n] al sistemului [63].

Raspunsul in frecventa caracterizeaza complet SDLIT si permite
determinarea raspunsului sistemului la semnale de intrare care pot fi
exprimate cu ajutorul semnalelor exponentiale complexe si armonice.

1.1. Raspunsul SDLIT la semnale exponentiale
complexe si armonice

Raspunsul oricarui SDLIT la un semnal de intrare arbitrar x[#]
este dat de suma de convolutie [63]

sll= k]l 4] (1.1)

In aceasta relatie sistemul este caracterizat in domeniul timp de raspunsul
la impuls {h[n], neZl.



Se presupune ca sistemul este excitat de semnalul exponential
complex

xn]=Ae’™, neZ (1.2)
unde 4 este amplitudinea si ®,, frecventa unghiulara a semnalului discret
de intrare din intervalul fundamental [— T, 72']. Inlocuind (1.2) in (1.1), se
obtine

slal= Y ifkllae]- A[ ih[k]e"’“’(’"}"’“’(’" (1.3)

Termenul din paranteza din relatia (1.3) este transformata Fourier H(w)
a raspunsului la impuls h[k] al sistemului

H(w)= Y hlk]e”™ (1.4)
k=—0
evaluata la frecventa unghiulara ®,, a semnalului de intrare, adica
H(wy)) =Y hlk]e™* (1.4)
k=—o0

Functia H(w) exista daca sistemul este stabil in sens MIME

(Marginit la Intrare Marginit la iEsire) [63], adica daca Z| h[n]| <00,
Marimea H(w) poate fi, de asemenea, vazuta ca transformata Z a
raspunsului la impuls h[n] evaluata pe cercul unitate, daca aceasta nu are

poli pe cercul unitate [63].
Cu (1.4”), raspunsul sistemului la o exponentiala complexa este

yln]= 4H(w,) e’ (1.5)

Din (1.5) se observa ca raspunsul este, de asemenea, o
exponentiala complexa, de aceeasi frecventa cu a intrarii, dar diferita fata
de semnalul de intrare printr-un factor de multiplicare, H(®,). Ca urmare
a acestei caracteristici, semnalul de intrare (1.2) se numeste functie
proprie a sistemului. Cu alte cuvinte, o functie proprie a unui sistem este
un semnal de intrare care produce o iesire ce difera de intrare printr-un
factor de multiplicare constant. Factorul de multiplicare se numeste
valoare proprie a sistemului. In acest caz, un semnal exponential complex
de forma (1.2) este o functie proprie a unui SDLIT si H(w) evaluata la
frecventa semnalului de intrare este valoarea proprie corespunzatoare.

Exemplul 1.1.

Sa se determine secventa de iesire a sistemului care are raspunsul
la impuls



h[n]=(4)" u[n] (1.6)

daca semnalul de intrare este x[n]=Ae’*"'* , neZ.
Solutie.
H(w) = Zh[n]eiiwn — Z l e/ :% (1.7)
n=—ow n=0 2 1_%6 /
Law=7x/2,(1.7) devine
1 2 e
H z)— = e—j 26,6
si secventa de iesire este
2 j 26,6° iz n/2 2 j(7n/2-26,6°)
y[n]zA(Te I Je’ =—Ae’ P, neZ (1.8)
5 J5

Se observa ca singurul efect al sistemului asupra semnalului de
intrare consta in scalarea amplitudinii cu 2/ J5 si defazarea cu —26,6°.
Semnalul de iesire este, deci, o exponentiala complexa de frecventa mn/2,
aceeasi cu a semnalului de intrare, amplitudine 2A/ J5 si faza —26,6°.

Daca se modifica frecventa semnalului de intrare, se schimba
efectul sistemului asupra intrarii si, implicit, iesirea. De exemplu, daca
semnalul de intrare este o exponentiala complexa de frecventa n, adica

x[n]= e’ (1.9)
atunci, la w =7,
Hm)=——=2
1-1e’" 3
si iesirea este
yln]=2 4e”™, nez (1.10)

Se observa ca H(x) este real, deci iesirea este intrarea scalata cu
H(7)=2/3 sinedefazata.

in general, H(®) este o functie complexa de variabila o, care
poate fi exprimata in coordonate polare, sub forma

H(w)=|H(w) " (1.11)

Trecerile prin zero ale functiei de transfer conduc la salturi de faza

de 7 radiani, asa incat #(w) are discontinuitdti in acele puncte. Din acest
motiv, raspunsul in frecventd se mai exprima sub forma

H(w)=|H (o) ’’” = H (0)e’"” ,0(w) = ZH (0) + p(w) (1.11°)
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Deoarece H(w) caracterizeaza raspunsul sistemului in domeniul
frecventa, acesta se numeste rdspunsul in frecventa al sistemului.

Marimea |H (a))| se numeste rdspunsul de amplitudine sau de

modul si este modulul transformatei Fourier a raspunsului la impuls, iar
0(w) = ZH(w) se numeste rdspuns de fazd si este faza asociata
transformatei Fourier H(®w) a raspunsului la impuls.

Uneori, transformata Fourier mai este cunoscuta sub numele de
spectru Fourier sau, mai simplu, spectru, motiv pentru care se mai
intdlneste terminologia de spectru de amplitudine sau de modul pentru a

face referire la |H (a))| si spectru de faza pentru ().
Uneori modulul este reprezentat logaritmic sub forma
2
|H ()|, =20log,o|H ()| =10log,,|H () (1.12)

Faza O(w) din relatia (1.11) nu este unic determinata, deoarece
prin adaugarea oricarui multiplu intreg de 2n la O(w), valoarea
exponentialei complexe nu se modifica. Se defineste valoarea principala
a lui B(w), notata cu ARG[H(w)], cea cuprinsa in domeniul fundamental
de wvalori [-m,7]. Daca faza depaseste acest interval, datorita
periodicitatii de 2n a acesteia, este necesar un salt de £27 pentru a o
aduce inapoi in intervalul fundamental. in unele situatii este insa util a
considera faza ca o functie continua de ®, numita functie totala de fazd,
pentru 0 <@ < 7 si se va nota cu Arg[H(w)]. Aceasta se poate determina
din valoarea principala, prin adaugarea sau scaderea valorii de 2w radiani
in punctele de discontinutate, dupa cum se arata in figura 1.1. Aceasta

procedura se numeste de desfasurare a fazei.
ARG[H(w)]

N

Arg[H(w)]

=

¥e

N

Figura 1.1. (a) Valoarea principala a fazei unui sistem, (b) Functia totala de faza
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-7 <ARG[H(w)|<7® (1.13)

Arg(w) = ARG[H ()] + 27 () (1.14)

unde (@) este un intreg care poate fi diferit la diverse valori ale lui @.
Daca in calculul raspunsului de faza se foloseste valoarea
principala, atunci aceasta va fi o functie discontinua. Discontinuitatile

introduse de considerarea valorii principale vor consta in salturi de 27
radiani.

O proprietate importanta a lui H(w) este ca aceasta functie este
periodica, de perioada 2m, ceea ce se observa din relatia (1.4).
H(w+2mm)=H(w),
unde m este intreg oarecare. Relatia (1.4) este dezvoltarea in serie Fourier
a lui Hw), h[k] fiind coeficientii dezvoltarii. In consecinta, raspunsul la

impuls h[k] se obtine cu relatia [63]
k=2 [ H(w) e do (1.15)

2z
in care integrarea s-a efectuat pe intervalul fundamental pentru frecventa
unghiulara discretd [-7z, 7].
Pentru un SDLIT al carui raspuns la impuls este real, modulul si
faza lui H(w) au proprietati de simetrie, dupa cum urmeaza:
H(w)= Y hlk]e™ = > hlk]coswk — ;j ¥ hlk]sin wk =
k=—0 k=—0

= = k=—0

= Ho (@) + j H,(0) =JH2 (@) + H: (@) /™ eH@1@] (] 16)
unde H,(w) si H,(w) reprezinta componenta reald, respectiv imaginara
alui H(w), adica

H,(o)= ih[n] cos wk

i (1.17)
H (@) == h[n] sin ok
pa—
Se observa ca
Hy (@) = H,(-0) (1.18)
si H,(0)=~H,(-0) (1.19)
adica H,(w) este o functie para, iar H,(®w) este impara. Drept urmare,

. . H,(w o
|H (a))| este o functie para, iar f(w) = arctgL este o functie impara.
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Cu alte cuvinte, daca se cunoaste |H (a))| si f(w) pentru

0 <w < &, atunci se cunosc aceste functii si pentru —7 <@ <0.
Proprietatile de simetrie satisfacute de modulul si faza lui H(w) si
faptul ca un semnal armonic poate fi exprimat ca suma sau diferenta a
doua functii exponentiale complexe scalate corespunzitor determina ca
raspunsul unui SDLIT la un semnal armonic sa fie similar cu raspunsul
sistemului la o exponentiala complexa.
Intr-adevar, daca intrarea este

x,[n]= 4" (1.20)
iesirea este
wln]=A4|H(@) /@ ' (1.21)
Daca intrarea este
x,[n]= A4 e’ (1.22)

iesirea este
v,[n]= A|H(-0)| /" 7" = A|H(w)| e 7" e (1.23)

Aplicandu-se proprietatea de liniaritate pentru SDLIT [63], se
poate determina raspunsul sistemului la semnalul de intrare

x[n]= % (x,[n]+ x,[n]) = 4 cos on (1.24)
y[n] = % (y1 [n]+ Y, [n]) =A |H(a))| cos[a)n + 0((0)] (1.25)
Similar, daca
xn]= ZL (x,[n]-x,[n]) = 4 sineon (1.26)
J

raspunsul sistemului este
1 .
ol=; blel-r.ln)= Al @)sinlen +6@] - (1:27)
Din cele prezentate pana acum se observa ca H(w) sau, echivalent,
|H (a))| si O(w) caracterizeaza complet efectul sistemului asupra
semnalului de intrare armonic, de frecventa arbitrara. Daca semnalul de
intrare este compus din mai multe componente armonice, raspunsul

sistemului se obtine cu ajutorul proprietatii de superpozitie a sistemelor
liniare.



1.2. Raspunsul de regim permanent si tranzitoriu al
sistemelor discrete, liniare, invariante in timp la
semnale de intrare armonice

Pentru a evidentia raspunsurile de regim permanent si tranzitoriu,
se considera un sistem descris de o ecuatie cu diferente de ordinul intai,
de forma

y[n]=ay[n—1]+x[n] (1.28)

Cunoscuta fiind conditia initiala y[—1] pentru sistem, raspunsul

acestuia la o intrare x[n] aplicatd la n =0 se poate determina recursiv
pentru n > 0, ca fiind

yln]=a" y[-1]+Y a* x[n-k], n>0 (1.29)
k=0
Se presupune ca semnalul de intrare este exponentiala complexa
xn]=4e™, n=0 (1.30)

care se aplica la momentul n = 0. Inlocuind (1.30) in (1.29) se obtine

y[n]: an+1y[_ 1]+Azn:ak ejw(nfk) _ an+1y[_ 1]+A{i(aej‘” )k} oI =
k=0

k=0
) (1.31)
Aa)1+l e—jw(nH) ) A )
:anﬂy[_l]_—wejam_}_—weja)n , n>0
l-ae™ l-ae™
Raspunsul sistemului este format din raspunsul tranzitoriu si
raspunsul permanent.

Sistemul descris de (1.28) este stabil in sens MIME, daca |a| <1
[63]. Raspunsul de regim permanent este cel inregistrat la un timp
suficient de mare dupa aplicarea semnalului de intrare si se obtine ca
limitd din y[n], pentru » tinzand la infinit. In acest caz, termenii care
contin pe " din (1.31) tind la zero si, in consecinta, raspunsul de regim
permanent este

y.[n]= % e’ = A H(w) '™ (1.32)
. l—-ae™

Se observa ca raspunsul de regim permanent este determinat de sistem,
prin H(w) si semnalul de intrare, 4 e’”, ne-depinzind de conditia
initiala.

Primii doi termeni din (1.31) reprezinta raspunsul tranzitoriu al
sistemului, adica



A a n+l e—jw(nﬂ)
J-Ae e

v [n]=a""yl- e, n=0  (133)

l—-ae™”
care descreste la zero pentru » tinzdnd la infinit. Primul termen al
raspunsului tranzitoriu este raspunsul de intrare zero al sistemului, Tn timp
ce al doilea termen se datoreaza semnalului exponential de intrare. Se
observa ca raspunsul de regim tranzitoriu este determinat de sistem, prin

parametrul a, semnalul de intrare, 4 e’ , si conditia initiald y[—1].

in general, toate sistemele stabile in sens MIME se comporta
similar atunci cand sunt excitate cu exponentiale complexe sau semnale
armonice la un moment oarecare de timp finit, adica raspunsul tranzitoriu
tinde la zero, ramanand numai raspunsul de regim permanent.

1.3. Raspunsul de regim permanent al SDLIT la
semnale de intrare periodice

Se presupune ca intrarea unui SDLIT stabil este un semnal
periodic x[n], de perioada fundamentala N. Atat timp ct un astfel de
semnal exista pentru —oo <n <oo, raspunsul total al sistemului la orice
moment #, finit, este raspunsul de regim permanent. Pentru determinarea
raspunsului y[n] al sistemului, se reprezinta semnalul de intrare periodic

in serie Fourier [35]
N-1 .
xn]=Yc ™ n=0,1,..N-1 (1.34)
k=0

unde {c,} sunt coeficientii seriei Fourier. Raspunsul sistemului la
semnalul exponential complex

x[n]=c, >N | k=0,1,..N-1 (1.35)
este
2r j2mkn/N
vin]=c, H <K , k=0,1,..N-1 (1.36)
27k
unde H(T):H(a)) omigy > k=01 N1 (1.37)

Folosind principiul superpozitiei, se obtine raspunsul sistemului la
semnalul periodic x[n],

“ 27k
yn]=> ¢, H[Tj e N 0<n<N-1 (1.38)
k=0
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Acest rezultat implica faptul ca si raspunsul sistemului la semnalul
de intrare periodic x[n] este, de asemenea, periodic, de aceeasi perioada
N.

Coeficientii seriei Fourier pentru y[n] sunt

d, =c, H(%) k=0,1,..N-1 (1.39)

In concluzie, sistemul liniar poate modifica forma semnalului
periodic de intrare prin scalarea amplitudinii, poate defaza componentele
seriei Fourier, dar nu afecteaza perioada semnalului de intrare.

1.4. Raspunsul SDLIT la semnale de intrare
aperiodice

in continuare, se pune problema determinarii raspunsului
sistemelor discrete, liniare, invariante in timp la semnale aperiodice de
energie finita, demers in care va fi folosita transformata Fourier pentru
semnale discrete.

Raspunsul unui SDLIT relaxat (care are conditii initiale nule) la
un semnal de intrare x[n] este dat de suma de convolutie dintre semnalul

de intrare si raspunsul la impuls al sistemului

vlnl= k] xn — k] (1.40)
k=—0
Aplicand transformata Fourier relatiei (1.40), se obtine
Y(w)=H(w) X (o) (1.41)

Relatia (1.41) caracterizeaza sistemul in domeniul frecventa,
aratand ca spectrul semnalului de la iesire este egal cu spectrul semnalului
de intrare multiplicat cu raspunsul in frecventa al sistemului. Relatia
(1.41) poate fi scrisa in forma polara

Y(0) =|H(@)| /% |X ()] /™ =|H (0))|X (@)] %] (1.42)

In consecinta, modulul si faza raspunsului Y(®) se determina cu
relatiile

Y ()| = |H(o)||X (o) (1.43)

si 0, (0)=0.(v)+0,(®) (1.44)

Semnalul de intrare aperiodic, de energie finita are spectrul

continuu, iar sistemul discret, liniar, invariant n timp, prin raspunsul sau
in frecventa, atenueaza sau amplifica unele componente ale semnalului de
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intrare. Din alura lui |H (a))| se observa care componente de frecventa

sunt atenuate si care amplificate. Faza lui H(w) indica defazajul pe care il
sufera componentele semnalului de intrare.

De asemenea, se observa ca iesirea unui SDLIT stabil nu poate
contine componente de frecventa care nu sunt continute in semnalul de
intrare, adica sistemul nu poate crea componente noi de frecventa.

in figura 1.2 este reprezentat schematic un SDLIT, care este
descris de suma de convolutie in domeniul timp, de functia de sistem H(z)
sau de raspunsul in frecventa H(w).

i p—_— bl e
X2 intrare He], H(2); Hia) 1esite . ¥iz) = H(zZ) X(28)

(@) Fa) = Hiw) X (@)

Figura 1.2. Relatii intrare — iesire pentru un SDLIT relaxat,
in domeniile timp, Z si frecventa

Daca pentru un astfel de sistem se cunoaste iesirea Y(®) in
domeniul frecventa, raspunsul sistemului in domeniul timp se determina
cu relatia [63]

vln]= i [ Y(@) e do, (1.45)

integrarea efectudndu-se pe domeniul fundamental al frecventelor
unghiulare discrete.
Din (1.43) se obtine
2 2 2

V(o) =|H (o) [X (o) (1.46)

sau, echivalent
2

unde S (@) si S, (w) reprezinta densitatea spectrald de energie al

semnalelor y[n], respectiv x[n], definite de relatiile [34].
S, (@) =Y (o)’ (1.48)
S (@) =|X (o)’ (1.48")

Integrand relatia (1.47) pe domeniul fundamental de frecventa, se
obtine energia semnalului de iesire, de forma
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1 v 2 _L v 2
E, = 7 [ (@) do= = [ H @) S (o) do (1.49)

Raspunsul la impuls a L SDLIT conectate in paralel este dat de
[63]

hngmm (1.50)

unde /,[n], k=1, ... L, este raspunsul la impuls al sistemelor individuale.

Folosind proprietatea de liniaritate a transformatei Fourier, se
gaseste raspunsul in frecventa al sistemului echivalent

H(@)= Y H, (@) (1.51)

unde H,(w) este raspunsul in frecventa corespunzator sistemului cu
raspunsul la impuls 7, [n].

Daca cele L SDLIT sunt conectate in cascada, raspunsul la impuls
al sistemului echivalent este

h[n]= h[n]* m,[n]*...5% b, [n] (1.52)
Aplicand transformata Fourier expresiei (1.52), se obtine
Hw)=H (w)-H,(®)-...-H,(®) (1.53)

Figura 1.3 ilustreaza interconectarea in paralel si in serie a doua
SDLIT.

| ok | Al
Hila) | H(a) X(a)
ald é Fhl=Cafn]+ ke [+ xn]
Xar) b aty= (), (al)y + B () - A ar)
] | fnledn]
| Hdl@) | H e Xa) a)

wp] | Al | AlR]eaR] | R[] Flrl=Anl* ] dn]
@) | Fyw) [ Hla) K@) | Hw) | FaeH Hy Xa)
b)

Figura 1.3. Conectarea SDLIT in (a) paralel si (b) cascada
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1.5. Relatia intre functia de sistem si raspunsul in
frecventa al sistemului

Daca functia de sistem H(z) converge pe cercul unitate, se poate
obtine raspunsul in frecventa al sistemului prin evaluarea lui H(z) pe
cercul unitate [63].

H(w)=H(z)

e = > h[nle " (1.54)
Pentru cazul in care H(z) este o functie rationala, de forma

fbkz_k ﬁ(l—zkz’l)
H(z=2E) _ & = b, (1.54")

N
A(2) 1+Zakz’k l_l(l—pkz_1
k=1 k=1

rezulta
M . M _
> be™ (1-z™")
H(w)= "=°N =p, L1 (1.54”)

. O N .
1+ ae’™ [T1a-pe”)
k=1 k=1

unde coeficientii {a . }si{b, } sunt reali, iar {z, } si{p, } pot fi marimi reale
si/sau complexe. Uneori este convenabil a se exprima patratul modulului
lui H(w) in functie de H(z).

\H(w)|" = H(w)H " () (1.55)
unde H (@) este mirimea complex conjugati a lui H(w).

Daca H(w) se exprima prin (1.54"), rezulta
M

[T(-ze”
H' (@) =by A (1.56)

[Ta-pe”
k=1
adica H'(w) se obtine din evaluarea lui H'(1/z")

M
H(l_zkz)
H*(l/z*)zbol;;l— (1.56”)

H(l—pZZ)

pe cercul unitate.
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Daca {h[n]} este real sau, echivalent, coeficientii {a, }si{b,} sunt
reali, polii si zerourile complexe apar 1n perechi conjugate si
H'(1/z=H(z"). In consecinta, H'(») = H(-w) si

2 * _
|H (@) = H(@)H (@)= H@)H(-0)= HHE)|_,

2

(1.57)

Conform teoremei de corelatie pentru transformata Z [63],
produsul H(z)H(z") este transformata Z a functiei de autocorelatie a
secventei {r,[m]} a raspunsului la impuls. Conform teoremei Wiener

Hincin [34], rezulta ca |H (a))|2 este transformata Fourier a lui {rhh[m]}.

Similar, dacd H(z) = B(z)/ A(z), expresiile D(z) = B(z)B(z™") si
C(z) = A(z)A(z™") sunt transformatele Z ale secventelor de autocorelatie
{c,} si, respectiv,{d,}, unde

N
c = Zakak+,, -N<I<N

k=0 (1.58)

M|
dy=Ybb.,, —-M<I<M

k=0
Deoarece parametrii sistemului {a,} si {b,} sunt reali, secventele

de autocorelatie sunt pare, adicd ¢, =c, si d, =d_,, ceea ce permite

. .. 2 . . TR
exprimarea expresiei |H (a))| ca o functie polinomiald in cosw:

d,+ idk coskm
H ()| = kel (1.59)

N
¢, + ZCk coskw
k=1

k
tinandu-se cont cd coskw = Z B, (cosw)™ .
m=0

Se noteaza
H(l — ZkZ_l )1- ZZZ)

C(z)=H(z)H (1/z")=b, £ (1.60)
[10-pz)0-pi2)

Daca se cunoaste |H (a))|2, inlocuind e’ cu z se obtine C(z). Se

pune problema ce informatie se poate obtine din C(z) despre H(z). Se
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observa ca pentru fiecare pol p, al lui H(z), in C(z) exista un pol p, si
unul (p,")". Similar, pentru fiecare zerou z, al lui H(z), exista o pereche de
zerouri in C(z) la z, si (z,)". In consecinta, polii si zerourile lui C(z) apar
in perechi conjugate reciproce, cu un element din fiecare pereche asociat
lui H(z) si unul lui A'(1/z"). Mai mult, daca un element din fiecare
pereche este in interiorul cercului unitate, atunci celalalt (conjugatul
inversat) va fi in afara cercului unitate.

Singura altd posibilitate ar fi ca ambele singularitati sa fie pe
cercul unitate, caz in care acestea au ordin de multiplicitate dublu in
aceeasi pozitie. Daca H(z) caracterizeaza un sistem stabil, atunci toti polii
sai trebuie sa fie in interiorul cercului unitate, restrictie care permite
identificarea polilor lui H(z) dintre polii lui C(z). Numai cu aceasta
precizare, zerourile lui H(z) nu pot fi unic determinate dintre zerourile lui
C(2).

Exemplul 1.2.
Diagrama poli zerouri pentru C(z) este data in figura 1.4. Sa se
determine polii si zerourile asociate lui H(z).

L

I'Imz
Plhnul z N
* 4=1J"Pl
/71
Cercul
hitate
Fil m
Pﬁ:l?lls ﬁs 3 zi=1/2; Rez
2 P2
zs=1ke;
ps=1/p¢

Figura 1.4. Diagrama poli - zerouri pentru un C(z) dat

Solutie. Perechile conjugate reciproce de poli si zerouri pentru
care un element este asociat lui H(z) si unul lui A (1/z) sunt: (p,, p,)
(D, Ps)s (D3, Do) S1 (2, 24) (25 25), (25, Z)- Stiind ca H(z) corespunde unui
sistem stabil si cauzal, polii se aleg din fiecare pereche astfel incat sa fie
in interiorul cercului unitate. Asupra zerourilor nu se fac astfel de
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restrictii. Oricum, in cazul in care coeficientii {a, }si {b, } sunt reali, polii

si zerourile sunt reali si/sau complex conjugati. In consecinta, zerourile
asociate lui H(z) sunt z; sau z, si (z, z,) sau (z4, z5). Cu consideratiile de
mai sus, se observa ca, pentru exemplul considerat, exista patru sisteme
cauzale, stabile, diferite cu trei poli si trei zerouri pentru care diagrama
poli - zerouri a lui C(z) este cea din figura 1.4 si, echivalent, pentru care
raspunsul de amplitudine este acelasi. Daca {a,}si{h,} nu s-ar fi

presupus reali, numarul de variante ar fi fost mai mare. Mai mult, daca nu
se fac restrictii asupra numarului de poli si zerouri pentru H(z), numarul
de variante pentru H(z) ar putea fi nelimitat. Pentru a arata aceasta, se

-1 *

z —a .
presupune ca H(z) are un factor de forma T adica
—az
1 *
—a
H(z)=H (z) . Factorul de aceasta forma se numeste factor trece
—az”

tot, deoarece are raspunsul in amplitudine egal cu unitatea pe cercul
unitate. In aceste conditii

C(z)=H(z)H (1/z") = H(z) H (l/z) =
—az” 1-a'z (1.61)
= H,(2)H,(1/2")
adica factorul trece tot se anuleaza in C(z) si prin urmare, nu poate fi
identificat din diagrama poli zerouri a lui C(z). In concluzie, daca

numarul polilor si zerourilor lui H(z) este nespecificat, atunci pentru C(z)
dat, orice alegere arbitrara a lui H(z) poate fi cascadata cu un numar

arbitrar de factori trece tot, cu polii in interiorul cercului unitate (|a| <1).

1.6. Calculul raspunsului in frecventa al sistemelor
discrete, liniare, invariante in timp

Raspunsul 1n frecventa H(w) al unui SDLIT poate fi calculat cu
ajutorul transformatei Fourier a raspunsului la impuls al sistemului, ca in
relatia (1.54).

Daca sistemul este caracterizat de o ecuatie cu diferente cu
coeficienti constanti, de forma

y[n]= —ﬁak yln—k]+ f;bk x[n—k] (1.62)

raspunsul in frecventa se poate obtine prin evaluarea lui H(z) dat de
(1.54) pe cercul unitate, daca H(z) este convergent pe cercul unitate,
15



M
> boe '™
H(@)=—3 (1.63)
1+> a.e’™
k=1

Din (1.63) se observa ca raspunsul in frecventa H(m) al sistemului
caracterizat de (1.62) depinde numai de coeficientii {a, } si {b, }.

Din (1.63) deriva doua cazuri particulare:
a) Daca a, =0, k=1,2,... N, relatia (1.63) se reduce la

H(w)= ibke’j”k , (1.64)

sistemul fiind cu raspuns finit la impuls (FIR) [63]. Comparand (1.53) cu
(1.64) rezulta ca in cazul sistemelor FIR exista relatia

b,, n=0,1,..M
h[n]= A (1.65)
0, 1inrest

b) Daca b, =0, k=1,...M ,s1 b, #0, sistemul este pur recursiv, cu
raspuns infinit la impuls (ITR) si relatia (1.63) devine

H(w) =Nb—°_ (1.66)
1+> a,e’™
k=1

O metoda alternativa de evaluare a raspunsului in frecventa al
unui SDLIT, dat de (1.63) este mefoda geometrica. Pentru explicarea
acestei metode se noteaza cu z,, z,, ..., zy; zerourile si cu p,, p,, ..., py polii
sistemului liniar invariant in timp. Cu aceste notatii, (1.63) devine

J jo

H(w)=G-e/*WM) (e{w —z e ik e " Zu (1.67)
(e"" —pl)(e"”’ —pz)...(e’“’ —pN)

unde G=b, este castigul sistemului. In continuare, se exprima fiecare
factor din (1.67) in forma polara

e —z, =V (0) ! (1.68)
si e’ —p, =U, () e’ (1.69)
unde V@)=l ~z|, 6,(@)=2e"-2,) (1.70)
si U@)=|e’ ~p,|. @, (@)=2e"-p,) (1.71)

Modulul lui H(®) se obtine atunci cu relatia
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V(@) V,(@)..V, ()
U,(@) U,(@)...U, (@)
Acesta se mai poate calcula in decibeli, cu relatia

M N
|H ()|, =201log,,|G|+20) log,, V; (@) —20) log,, U, (w) (1.73)
k=1 k=1

H@)=d

(1.72)

Faza lui H(®) este
ZH (@)= 2G+o(N -M)+6,(0)+6,(0)+...+ 6, (0) -

~[@, (@) + D, (@) +...+ D (0)]

Faza termenului de castig G este 0 sau 7, dupa cum G este pozitiv
sau negativ.

In concluzie, daca se cunosc zerourile si polii functiei de sistem
H(z), se poate evalua raspunsul in frecventa cu ajutorul relatiilor (1.72) si
(1.74).

Interpretarea geometrica a marimilor din relatiile (1.72) si (1.74)
rezultd considerand polul p, si zeroul z, plasati in punctele 4 si B ale
planului z, ca in figura 1.5a.

(1.74)

hfm (Z?L 4@ .
P g LTS
7/?;4 SN / BT .
L]
clo I Re) C|0 L Re(2)
(@) (&)

Figura 1.5. Interpretarea geometrica a contributiei unui pol si a unui zerou

Fie L punctul de pe cercul unitate corespunzator frecventei
unghiulare ®. Fie, de asemenea, vectorii AL si BL cu originea in pol,
respectiv In zerou si extremitatea in punctul L. Din figura 1.5a rezulta

CL=CA+ AL (1.75)
CL=CB+BL (1.76)
Dar CL=¢e’", CA=p, si CB =z, ,deci
AL=e" — p, (1.77)
si BL=¢"" -z, (1.78)
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Combinand relatiile (1.77) si (1.78) cu (1.68) si (1.69), rezulta
AL=¢"" —p, =U, (@) e’ ™ (1.79)

BL=¢" —z, =V, (@) ¢/’ (1.80)
Modulul U, (@) este lungimea segmentului AL, adica distanta de

jo

la polul p, la punctul L, corespunzator lui e/, in timp ce modulul V, (@)

este distanta de la zeroul z, la punctul L.
Fazele @, (w) si 6, (w) sunt unghiurile vectorilor AL si BL cu axa

reala pozitiva, asa cum este ilustrat in figura 1.5b. Aceasta interpretarea
geometrica este utila pentru ca pune in evidenta influenta pozitiei polilor
si zerourilor asupra functiei de transfer a SDLIT.

Daca, de exemplu, un zerou z, siun pol p, sunt plasati pe cercul

unitate, ca in figura 1.6, se observa ca la w =2z, , V,(w) este egal cu
zero $i, in consecinta, si |H (a))| devine zero. Similar, la @ = Zp, , U, (w)
devine zero si |H (a))| , infinit. Evaluarea fazei in aceste cazuri nu are sens.
77 (z)

L

_ jézk
Z, =@

<2k JFRelz)

Figura 1.6. Un zerou pe cercul unitate determina |H (a))| =0law=Zz, siunpolpe
cercul unitate are ca rezultat |H (a))| =owlaw=2p,

Din cele prezentate pana acum se desprind urmatoarele observatii:
1. Prezenta unui zerou in apropierea cercului unitate va determina ca
marimea modulului raspunsului in frecventa, la frecvente
corespunzatoare punctelor de pe cercul unitate apropiate de acel
punct, sa fie mic, In timp ce prezenta unui pol in apropierea
cercului unitate va avea ca efect o valoare mare a modulului
raspunsului in frecventa, la frecvente apropiate de acel punct.
Polii si zerourile au efecte contrare, astfel incat plasarea unui
zerou in apropierea unui pol i atenueaza efectul, si invers. Prin
18



plasarea polilor si zerourilor se poate determina o varietate de
forme pentru |H (a))| si ZH(w), lucru exploatat in proiectarea
filtrelor digitale.

2. Singularitatile din origine nu afecteaza raspunsul de amplitudine,
ci numai pe cel de faza.

3. Raspunsul de amplitudine este zero numai cand functia de sistem
are un zero pe cercul unitate la frecventa respectiva.

4. Salturile de faza de m radiani se produc la fiecare trecere a
frecventei printr-un zerou aflat pe cercul unitate. Pentru a arata
acest lucru, se presupune ca existd un zerou la z=e’™ si fie
w, =w,—& i o, =w,+¢, pentru un &> 0, suficient de mic,
situatie redata in figura 1.7. Se observa ca valoarea fazei la
® =®, este cu z radiani mai mica decat cea corespunzatoare lui

®=w, . Daca in z=¢’" exista un zerou multiplu, de ordin M,

cand o trece de la @, law, faza va avea un salt de Mx radiani.
Evident, daca M este un numar par, saltul va fi un multiplu de 27z
radiani, caz in care, pentru valoarea principala a fazei nu se
observa nici o schimbare.

5. Cand o variaza de la 0 la © faza generata de fiecare zerou plasat
strict in interiorul cercului unitate creste cu m radiani. Faza
generata de fiecare pol plasat in interiorul cercului unitate
descreste cu m radiani. Daca numarul de astfel de zerouri este N, si
de poli N, cresterea neta de faza, cand o variaza de la 0 la =, este
de (N-N,)m.

lz| =

£ o
Z[e¥e, givo ]

s
e

2] el &9 ]

Figura 1.7. Evaluarea raspunsului de faza in jurul unui zerou plasat pe cercul unitate

19



1.7. Sisteme discrete, liniare, invariante in timp
vazute ca filtre selective de frecventa

Un sistem liniar invariant in timp poate realiza o discriminare sau
filtrare a diferitelor componente de frecventa a semnalului aplicat la
intarea sa. Natura actiunii de filtrare este determinata de raspunsul in
frecventa al filtrului H(w), care, la randul sau, depinde de alegerea

parametrilor sistemului {a,} si {b,}. Prin alegerea adecvata a

coeficientilor se pot proiecta filtre selective de frecventa care permit
trecerea semnalelor cu spectrul in anumite benzi si atenueaza semnale ale
caror componente de frecventa sunt in alte benzi.

In general, un sistem liniar invariant in timp modifica spectrul
semnalului de intrare X (@), in concordanta cu raspunsul sau in frecventa
H(w), pentru a produce iesirea Y () = X (w)H (w). In acest sens, H(w)
actioneaza ca o functie de ponderare sau de formare spectrald asupra
diferitelor componente de frecventa ale semnalului. in acest context orice
sistem liniar, invariant in timp poate fi considerat ca un filtru care
modifica componentele de frecventa ale semnalului de la intrarea sa si, in
consecinta, cele doua notiuni sunt sinonime. In prelucrarea numerica
filtrarea este folosita in multe scopuri, cum ar fi: atenuarea zgomotului,
modificarea spectrului in scopul egalizarii canalelor de comunicatii,
detectia semnalelor, analiza spectrala e.t.c.

1.7.1. Caracteristicile filtrelor ideale

De obicei, filtrele sunt clasificate in functie de caracteristicile lor
in domeniul frecventa. Filtrele selective de frecventa pot fi trece jos
(FTJ), trece sus (FTS), trece banda (FTB), opreste banda (FOB), trece tot
(FTT) si multibanda. Modulul raspunsului in frecventa si functia de
transfer a filtrelor ideale enumerate mai sus sunt aratate in figura 1.8.
Aceste filtre ideale au castig constant C (de obicei egal cu unitatea) in
benzile de trecere si zero in benzile de oprire. Pentru FTJ si FTS, o,

reprezinta frecventa de taiere, iar pentru FTB s1 FOB, @, si @, reprezinta
frecventele capetelor benzilor de trecere, respectiv de oprire [69].

O alta caracteristica a unui filtru ideal este caracteristica de faza
liniara. Fie un filtru digital cu functia de transfer

H(a)):{

Ce’™, o <w<o
! 2 (1.81)
0, In rest
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unde C si ng sunt constante.
Din compararea relatiilor (1.81) cu (1.11), se pot scrie relatiile:
| H(w)|=C (1.82)

O(w) =-wn, (1.83)

Din (1.83) rezultd ca faza este o functie liniara de @. Daca la

intrarea unui astfel de filtru se aplica semnalul x[n] ale carui componente

de frecventa sunt cuprinse in domeniul @, <® < @,, semnalul de iesire
are spectrul

Y(@)= X(0)H(w)=CX(@)e ™, o <o<o, (1.84)

Aplicand transformata Fourier inversa relatiei (1.84), se obtine[63]

y[n]=Cx[n—n,] (1.85)

si, in consecinta, iesirea filtrului este o versiune scalata si intarziata a

intrarii. Intarzierea si scalarea nu sunt considerate distorsiuni ale
semnalului.

|
()| F.T.J.
o H(m)={c‘3'”"°’ o < a,
‘ l 0 in rest
- - 0y TI: 5
o F18.
Cgi®me o] 2,
)=
- 0 inrest
ST - W, M
|
|H(m§| F.IB.
i T ey SlaEa,
| '03“| [ g R H(mj_{ﬂ in rest
LT R D) i T W
| H )| F.O.B.
Cemi*re a2, |aBa
T le[ [ el ] #-{¥ iekedere
ST g - )| m T oo
| Hw)|
FT.T. Hla)=Ce  Jalgx
T oW

Figura 1.8. Modulul raspunsului in frecventa pentru cateva filtre selective de frecventa
ideale, discrete
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Derivata fazei in raport cu frecventa defineste intdrzierea de grup
a filtrului
di(w
7, (@)= _d0(@) (1.86)
do
Aceasta reprezinta intarzierea pe care o componenta de frecventa

@ a semnalului, o sufera la trecerea prin filtru. Daca 8(w) este o functie
liniara In @, atunci 7,(@) =n, = constant, adica, toate componentele de

frecventa ale semnalului sufera aceeasi intarziere.

Orice abatere a raspunsului in frecventa de la forma ideala data in
(1.81) are ca rezultat distorsionarea semnalului. Daca modulul
raspunsului in frecventa al sistemului variaza in banda de frecvente
ocupatd de semnal, atunci semnalul sufera distorsiuni de amplitudine.
Daca raspunsul de faza al sistemului nu este liniar in banda de frecvente a
semnalului, atunci semnalul sufera distorsiuni de faza.

in concluzie, filtrele ideale au caracteristica de modul constanti,
iar cea de faza, liniard in banda de trecere. In toate cazurile astfel de filtre
sunt nerealizabile fizic, dar servesc ca idealizare matematicd pentru
filtrele practice ale céror caracteristici le aproximeaza destul de fidel pe
cele ideale.

De exemplu, filtrul ideal trece jos are raspunsul la impuls

1 T . 1 o8 .
hy[n]= F{H(w)}= 2—]_ H(w)e""do=——] 1-¢/"do
, 7 G (1.87)
sin @, 7m
= —w<n<om

m

Acest filtru nu este cauzal si nici absolut sumabil si, prin urmare,
este instabil, nefiind realizabil. Cu toate acestea, caracteristicile ideale de
frecventd pot fi aproximate destul de fidel de filtre reale, realizabile

practic, dupa cum se va vedea in Capitolul 2.

1.8. Proiectarea filtrelor digitale prin plasarea polilor
si zerourilor in planul Z

In continuare se analizeaza posibilitatea proiectirii unor filtre
digitale simple (la care forma caracteristicii de amplitudine nu este riguros
specificatd), prin plasarea corespunzatoare a polilor si zerourilor in planul
Z. In paragraful 1.6 s-a descris modul in care pozitia polilor si zerourilor
fata de cercul unitate afecteaza raspunsul in frecventa al sistemului si s-a
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prezentat o metoda graficd pentru calculul raspunsului in frecventa,
cunoscuta fiind diagrama poli-zerouri a sistemului.

Principiul de baza care caracterizeazd metoda plasarii polilor si
zerourilor in planul Z este de a plasa polii §i zerourile in apropierea
punctelor de pe cercul unitate corespunzétoare frecventelor ce trebuie
accentuate, respectiv atenuate sau suprimate. Mai mult, pentru un filtru
cauzal trebuie indeplinite urmatoarele conditii:

1. Toti polii trebuie sa fie plasati in interiorul cercului unitate,
pentru ca filtrul sa fie stabil.

2. Polii si zerourile complexe trebuie sd aparda in perechi
conjugate, asigurandu-se astfel coeficienti reali pentru filtru.

Se reaminteste cd functia de sistem H(z)a unui SDLIT poate fi

exprimata sub forma

H(z)= "ZON = b, - (1.88)
1+Zakzik H(I_sz D
k=1 k=1

unde b, este un factor de castig, astfel ales, incat sa rezulte
|H(w,) =1 (1.89)
unde o, este o frecventd din banda de trecere a filtrului.

In cazul sistemelor cauzale, gradul polinomului de la numitor ()
trebuie sd fie mai mare sau cel mult egal cu gradul polinomului de la
numadrator (M), astfel incat filtrul sa aibd mai multi poli nebanali decat
zerouri [63]. Intr-adevir, daca filtrul este cauzal, din teorema valorii
initiale rezulta

. . . . B(2)
h0]l=limH " (z) =lim H(z) = lim——= (1.90)
730 20 750 A(Z)

Daci H'(z)=H(z) este o fractie rationald, atunci gradul
numadratorului, M, nu poate depasi gradul numitorului, N, adicd M < N .
Conditia este mai putin severd decat in cazul sistemelor analogice, unde
M < N (inegalitate strictd).

1.8.1. Filtre trece jos, trece sus si trece banda

In proiectarea filtrelor trece jos digitale, polii trebuie plasati in
apropierea cercului unitate corespunzator frecventelor joase (in apropiere
de w=0), iar zerourile in apropiere sau pe cercul unitate in puncte
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corespunzatoare frecventelor inalte (aproape de @ = ). Situatia inversa
este valabila pentru filtrele trece sus. Figura 1.9 ilustreaza diagramele poli
— zerouri pentru trei FTJ si pentru trei FTS.

 TIin(z) 3 lm(z) Ii=)

\RQEZ,‘J /;, <) Betg Re(z
s X

/ \ ()

Im(z)

Rez) [ * Ee(z)

AR

Tm(z)

E
H.
i

Y

Figura 1.9. Diagrama poli — zerouri pentru trei a) FTJ si b) FTS, fiecare din acestea cu un
pol real, doi poli complex conjugati si, respectiv, un pol real, doi poli complex conjugati
si un zerou nebanal

Modulul si faza raspunsului filtrului cu un singur pol, cu functia
de sistem
l-a

H,(z)= (1.91)

-1
—az

sunt ilustrate in fig. 1.10, pentru a =0,9. Caracteristicile amplitudine —
frecventa si faza — frecventa s-au obtinut prin evaluarea functiei de sistem
H | (z) pe cercul unitate.

Cagtigul G s-a ales 1—a, astfel incat la @ =0, |H(0)|=1. Un
zerou suplimentar la z=-1 va atenua raspunsul filtrului la frecvente

inalte. Acest zerou determina functia de transfer
l-a 1+z"
H,(z)=—— =
2 l-az
Caracteristicile de amplitudine si faza sunt date tot in figura 1.10.
Se observa ca | H,(w)| devine egal cu zero la @ =7 . Similar, se obtin

FTS simple prin reflectarea pozitiei polilor si zerourilor FTJ fata de axa
imaginara a planului Z, obtinandu-se functia de sistem

(1.92)
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-1

(1.93)

2 l+az™

pentru un FTS cu un pol si un zerou. Caracteristicile de amplitudine si
faza pentru FTS sunt identice cu cele ale FTJ translate cu 7 radiani.

@)

Figura 1.10. (a) Reprezentarea modulului si (b) a fazei pentru un filtru cu un singur pol,
H,(z),si un filtru cu un pol si un zerou H,(z)

Exemplul 1.5.
Sa se proiecteze un FTJ cu un pol dublu, astfel incét raspunsul in

2
frecventa sa satisfaca conditia H(0)=1 si |H [%} = % .
. . . . b,
Solufie. Functia de sistem a filtrului este H(z) =———.
(=pz7)
Trebuie determinati parametrii b, sip.
b
Law=0 HO=—7"—=1 — b=(-p)
I-p)
Law=2
4
2 2 2
H(Zj: (-p°  _ (1-p) _ (-p

O o el )
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4
deci a 127) 5 =% —>\/§(1—p)2=1+p2—,/2p — p=0,32
( _ p] L
NG 2

Prinurmare H(z) = %
(1-0,32z7)

Aceleasi principii pot fi aplicate pentru proiectarea filtrelor trece
banda. FTB contin una sau mai multe perechi de poli complex conjugati

plasati in apropierea cercului unitate, la frecvente apropiate de banda de
trecere a filtrului.

Exemplul 1.6.
Sa se proiecteze un filtru trece banda cu doi poli, cu centrul benzii

T . A < .
de trecere la @ :5’ raspunsul in frecventd egal cu zero la w=0 si

. 1 4
w=rx siegalcu —= la o =—

V2 9

. . V4 - ..
Solutie. Deoarece |H(w)| este maxim la Ex rezultd ca polii

. . £j
sistemului sunt p, , =re

N

Zerourile sunt z, =1 si z, =—1. In consecint, functia de transfer
este
-D(z+1 *-1
H(z)=g-EZDEFD g -
(z—jr)(z+jr) zZT+r
Factorul de castig se determind din evaluarea raspunsului in

frecventd H(w) al filtrului la @ = %

HZ\|=c 22 1> G=1T
2 1-r 2

2

. . : . 4
Valoarea lui r se determina prin evaluarea lui H(w) la @ = ?ﬂ .

|H(47z/9)2 = (=r7) 24 20028(87[/9) =l ,deunde r* =0,7 si
4  1+r"+2r-cos(®z/9) 2
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1—z7

1+0,7z7%°
Modulul si faza corespunzatoare raspunsului in frecventd sunt
reprezentate in figura 1.11.

4 [Hwl 28]

U 2

H(z)=0,15

-T -T2 1] il I - -2 1] -nid m
(a) )]

Figura 1.11. (a) Modulul si (b) faza functiei de transfer a filtrului trece banda din
exemplul 1.6.

Trebuie subliniat faptul ca scopul principal al acestei metodologii
de proiectare a filtrelor digitale simple prin plasarea polilor si zerourilor
este de a evidentia efectul pe care il au polii si zerourile asupra
raspunsului in frecventd al sistemelor, ea nefiind o metodd potrivita
pentru proiectarea filtrelor digitale cu caracteristici bine definite.

1.8.1.1. O transformare simpla a FTJ in FTS
Presupunand ca s-a proiectat un FTJ cu raspunsul la impuls #,,[n],

este posibild conversia sa fie intr-un FTB, fie FTS, cu ajutorul proprietatii
de translare de frecventa a transformatei Fourier [63].

In cele ce urmeazi, se prezinta o transformare simpla, care permite
conversia unui FTJ intr-un FTS, i invers. Daca se noteaza cu h,[n]

raspunsul la impuls al unui FTJ, care are raspunsul in frecventda H (@),
se poate obtine un FTS prin translarea lui H, (@) cu 7 radiani, (adica
inlocuirea lui @ cu @ — 7).

th(a))zH,p(a)—ﬂ) (1.94)
unde H,, este raspunsul in frecventd al FTS.

Deoarece translatia de frecventd cu z a functiei de transfer

echivaleazd cu multiplicarea raspunsului la impuls cu e’™, raspunsul la
impuls al FTS rezulta de forma
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hy[nl=(e™)" h,[n]=(=1)"h,[n] (1.95)
Prin urmare, raspunsul la impuls al FTS se obtine din raspunsul la
impuls al FTJ prin schimbarea semnului esantioanelor impare ale lui

h,[n]. Evident, daca este cunoscut raspunsul la impuls 4, [n] al FTS,
raspunsul la impuls al FTJ se determina cu relatia
h,[n]=(=1)"h,,[n] (1.96)
Daca FTJ este descris de ecuatia cu diferente
N M
y[nl==> a,yln—k]+> b x[n—k], (1.97)
k=1 k=0
raspunsul sau in frecventa este
M
Z bke—jwk
H,p(a))z":ON— (1.98)
1+ a,e’™

k=1
Inlocuind @ cu @—7 in (1.98) se obtine functia de transfer a FTS

M
Z (_l)k bke_jwk
H,,(0) =—= (1.99)

N

1+ (-Dfae”™

k=1

care corespunde ecuatiei cu diferente

yln] =—Z(—l)kaky[n—k]JrZ(—l)kbkx[n—k] (1.100)

1.8.2. Rezonatoare digitale

Rezonatorul digital este un filtru trece banda, cu doi poli complex
conjugati plasati in apropierea cercului unitate, cum se aratd in figura
1.12.a.

Numele de rezonator se referd la faptul cad raspunsul de
amplitudine are valoare mare in apropierea polilor. Pozitia unghiularad a
polilor determini frecventa de rezonanti. In proiectarea unui rezonator
digital cu un maxim de rezonanta la sau in apropiere de m=wy, se alege
perechea de poli complex conjugati p,, = re*’ 0 <r < 1. In plus, se

ede gt

zerourilor, doud cazuri prezintd interes mai special. Unul se referd la
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plasarea zerourilor in origine si celdlalt la plasarea zerourilor la z =1 si
z=-1. In acest ultim caz se elimind complet raspunsul filtrului la © = 0 si
O =T.

Functia de transfer a rezonatorului digital cu zerouri 1n origine este

b
H(z)= : 2 : 1.101
(Z) (1 — e’z XI - re”“’oz’l) ( )
sau
H(z)= by - (1.102)

1—(2rcosa)o Yz iz

e
P by
1

f__,-—' ™ /ﬂ ?'20,3
- -
R o

r=0,95

-:r . . .
=T -2 [ i s n
)
Figura 1.12 (a) Modelul poli —zerouri, (b) raspunsul de amplitudine, (c) raspunsul de
faza al unui rezonator digital cu »=0,8 si 7=0,95

Factorul de normalizare b, se alege astfel incat [H(ap)| = 1. Din
(1.101) rezulta
b
Hlw,)= b 1.103
( O) (l—r)(l—re_fzw") ( )

si, deci
bO

(1- r)\/l +7? = 2rcos2w,

H(w, ) = =1 (1.104)
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Factorul de normalizare este atunci
b, =(1—r)\/1+r2 —2rcos2wm, (1.105)

si |H (a)x se poate exprima ca

(1.106)

Ho)=————
el o)
iar faza
Hw)=20-¢(0)-¢,() (3.107)
unde u;(w) s1 ua(w) reprezintd modulele vectorilor orientati de la p; si p2
la punctul @ pe cercul unitate, iar ¢i(®) si ¢ (w), fazele lor.

ul(a))z \/1 +7r’ = 2rcos(w, — )

(1.108)

u, (@)= \/1 +r? =2rcos(w, + o)
Pentru o valoare oarecare a lui 7, u;(w) atinge valoarea minima
(1-r) la @ =an. Produsul u;(@)u( ) atinge valoarea minima la frecventa

2
@, = arccos (1+r cosa)oJ, (1.109)
r

care reprezinta frecventa de rezonanta a filtrului. Pentru r foarte apropiat
de unitate, @, ~ w,, care este pozitia unghiulara a polilor. De asemenea,
se observa ca daca r se apropie de unitate, maximul de la rezonanta
devine mai abrupt, deoarece u;(®) variazd semnificativ in apropierea lui
®, . O masurd cantitativa a ascutimii caracteristicii rezonatorului este data
de latimea de bandd la 3 dB a filtrului, care, pentru valori ale lui »
apropiate de unitate, este [49].
Aw=2(1-r) (1.110)
In figurile 1.12b si 1.12c se prezinti raspunsul de modul si de faza
pentru doua rezonatoare digitale, unul cu @, =7/3,r =0,8 si celdlalt cu
w,=7r/3,r=095.

Daca zerourile sunt plasate la z = 1, z = -1, functia de transfer a
rezonatorului este

B (1—2’1X1+271) B 1-z7
H(z)=G (1 —re’z™ Xl—re'j"’oz’l)_ < 1-(2rcosw, )z +r’z (-1

si raspunsul in frecventa
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-j20

H(a))zbol 1—¢ (1.112)

1— rej(wo*w)Jl-l _ rei/(woﬂv)J
Zerourile din z = %1 afecteaza atat raspunsul de amplitudine, cat
si raspunsul de faza. Raspunsul de amplitudine este

|H(w) =bOM (1.113)

(@, (@)
N(w)=+/2(1-cos2) (1.114)

In figura 1.13 sunt reprezentate raspunsurile de amplitudine si de
faza pentru un rezonator digital cu zerouri in z=1 si z=-1 si r=0,8 si
r=0.95. Datoritd prezentei zerourilor, frecventa de rezonantd si banda
filtrului se modifica fatd de cele ale rezonatorului cu zerouri in origine.

unde

e
P by

|H{a)|

- A 0 w2 A
Figura 1.13. Raspunsul de amplitudine si de faza a unui rezonator digital cu zerouri in
z=1 si z=-1 §1 r =0,8 si r=0.95
1.8.3. Filtre rejectoare (Notch)

Un filtru rejector sau notch este un filtru a carui functie de
sistem contine unul sau mai multe zerouri pe cercul unitate. Caracteristica
amplitudine — frecventd a unui astfel de filtru va prezenta “crestaturi” la
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frecventele corespuntatoare zerourilor, situatie ilustratd in figura 1.14.
Aceste filtre sunt utile in aplicatii unde anumite componente de frecventa
trebuie eliminate, cum se intampla de multe ori cu frecventa tensiunii de
alimentare si armonicele acesteia.

Pentru a crea un nul in raspunsul in frecventd al filtrului la
frecventa m, se introduce o pereche de zerouri complex conjugate pe
cercul unitate la frecventa unghiulard wo, adica z, , = et’™,

[E )]

0 0g o oW

Figura 1.14 Raspunsul 1n frecventa al unui filtru ,,notch”

Functia de sistem a unui filtru ,,notch” FIR este
H(z)=b,(1-e" 2 fl—e7™z")=b,(1-2cosw,z" +272)  (1.115)
In cazul filtrelor notch FIR, banda din zona nulului sau a
crestaturii este relativ intinsa si sunt atenuate si alte componente din jurul
frecventei de interes.
In figura 1.15 se prezinta raspunsul in frecventa pentru un filtru
notch, care are un zerou la w =7/4.

12

by

\H{e)|

&=

- -7 ) A2 X
Figura 1.15. Caracteristica de modul si de faza a unui filtru notch cu un zerou la
w, =r/4H(z)=G[l- 2(:055002_1 + 2_2]
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Pentru a micsora banda din jurul nulului, se introduc poli in
functia de transfer, p,, =re™’®, cu r apropiat de unitate, al ciror efect
este de rezonantd in vecinatatea nulului si astfel se reduce latimea de

banda a crestaturii.
Functia de transfer pentru filtrul realizat este

_ -1 -2
H(z)=b 1-2coswyz™ +z

(1.116)

0 - -
1-2rcoswyz” +r°z"?

Caracteristicile de modul si de faza pentru doua filtre notch a caror
functie de sistem este datd de (1.116), unul cu » =0,85 si celalalt cu
r =0,95, sunt prezentate in figura 1.16.

12

L

|H{a@)|

- - d 2 T

Figura 1.16. Caracteristicile de modul si de faza pentru doua filtre notch cu functia de
1-2coswyz ' +z72 . .
0Z Zz —» pentru cazurile » =085 si »=0,95.

sistem H(z)=b, ;
1-2rcoswyz™ +r-z

1.8.4. Filtre pieptene (Comb)

Simplificat, un filtru pieptene sau comb poate fi vazut ca unul
notch, in care nulurile se produc periodic de-a lungul benzii de frecventa.
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Pentru a ilustra un filtru pieptene simplu, fie un filtru FIR care
calculeaza media alunecatoare, descris de ecuatia cu diferente [63]

1 M
=— - 1.11
)=y 2l 4] (1.117)
cu functia de sistem

I T e
M=z " (1=z7)

si raspunsul in frecventa

(1.118)

sinw[MJrl

e—jwM/Z 2

Hlw)= 1.119
( ) M +1 sinw/?2 ( )

Din relatia (1.118) se observa ca filtrul are zerourile pe cercul
unitate la

k
j2r——
z, =e M k=1,2,..M (1.120)
Polul z = 1 este anulat de zeroul de la z = 1, astfel incat filtrul nu
contine poli in afara originii.
Reprezentarea caracteristicii de modul din relatia (1.119) ilustreaza
cd zerourile uniform spatiate din raspunsul in frecventd sunt Ia

ay, = 2nk/(M+1), k=1, 2,...,M, situatie aratata in figura 1.17, pentru M=8.

Hi e
12 [FL o))
0,61

[~ i
0_-;.'{ I:I ™

Figura 1.17. Réspunsul In amplitudine al unui filtru pieptene

Mai general, se poate obtine un filtru pieptene, dintr-un filtru
FIR cu functia de sistem

H(z):fh[k]z-k (1.121)

prin inlocuirea lui z cu z, unde L este un intreg pozitiv. Noul filtru FIR
are functia de sistem
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H,(z)= z h[k]szL

k=0
si raspunsul in frecventa

H,(0)= kﬁ;h[k]z‘f““’ _ H(Lw)

(1.122)

(1.123)

In consecinta, raspunsul in frecventd Hy(w) este o repetare de L ori
a raspunsului H(®) in domeniul 0 < @ < 27, cum este ilustrat in figura

1.18.

Daca se considerad filtrul FIR descris de (1.118), filtrul pieptene

rezultat are functia de transfer

_-L(M+1)
)=t

M+l 1-z°

si raspunsul in frecventa
H ()= —] sin[a‘)L(M +1)/2] a2
M+1  sin(wL/2)
cu zerourile pe cercul unitate

27k ] L(M+]
Zkzej (M+1)

pentru toate valorile intregi pentru & cu exceptia lui 0, L, 2L, ...

[EL( o]
\/\1
-2 - 0 s Zm w
a)
|ELp{w)|

0 2w/5dnss 6n/S 2is 2w
b

(1.124)

(1.125)

(1.126)
, ML.

Figura 1.18. Filtru pieptene cu raspunsul in frecventa H;(w) obtinut din H(®).
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1.8.5. Filtre trece tot

Un filtru trece tot (FTT) se defineste ca un sistem care are
modulul functiei de transfer constant pentru toate frecventele, adica

|H(@)=1 0<o<z (1.127)

Cel mai simplu exemplu de filtru trece tot este un sistem de
intarziere purd, descris de H(z) = z*, Un filtru trece tot, mult mai general,
este caracterizat de functia de sistem

N
—N+k
N+l N Zakz
Ttz

+ T ttaz
H(Z): ay +tay_ ,z _ a,z - _ k:?v , a, ~1 (1.128)
l+az +..+ayz —k
Zakz
k=0
cu coeficientii {ay} reali. Daca se defineste polinomul
N
A) =Y a,z", a, =1 (1.129)
k=0
relatia (1.128) se mai poate scrie
-1
H(zy=zVAC) (1.130)
A(2)
Deoarece
H(o) =H()HE)|_, =1 (1.131)

sistemul descris de (1.130) este trece tot. Mai mult, daca zy este un pol al
lui H(z), 1/z este un zerou al sau (adica polii si zerourile sunt reciproce),
cum se aratd in figura 1.19.

(x, wg) (1, )
oY YWy
0 a | la 0 g

00 4 (11w,
a) b)
Figura 1.19. Modelul poli-zerouri al unui FTT a) de ordinul I b) de ordinul II

O forma mai generald pentru functia de transfer a unui filtru
trece tot cu coeficienti reali este
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Np -1 _ Ne (-1 _ -1 p*
PRETS § et § N Y Y RIS
i l—a,z7 14 (l—ﬁ,(z XI—ﬁkz )
unde «, reprezintd polii reali, S, si fB;, polii complex conjugati, N,
numarul de poli si zerouri reale, iar N¢, numéarul perechilor de zerouri si
poli complex conjugati.

Se observa ca fiecarui pol complex i corespunde in factorul trece
tot un zerou care este reciprocul conjugat al polului. Pentru sistemele
cauzale si stabile [63], -1 <oy <1 si [Py < 1.

Pentru un filtru trece tot cu un singur pol si un zerou, complecsi,
caracterizat de functia de sistem

-1
z —at*

H (z)= ,Cuazre"a
ap( ) l—az™!
st functia de transfer
e/’ —a* »l=re %’
H (w)= — =g/ : )
(@) 1—ae™ 1-re’’e™®
raspunsul de faza este
0,,(®) - —w—2arctg—S@=0) (1.133)
1—rcos(w—0)
si intarzierea de grup este
do (o — 2
__30,@ _ Lo (1.134)
¢ dw 1+7° —2rcos(w—0)

Se observa ca pentru un sistem cauzal si stabil, » <1 si, deci,
7, 20. Deoarece intarzierea de grup a unui filtru trece tot de ordin

superior este o suma de termeni pozitivi, ca in relatia (1.134), aceasta este
intotdeauna pozitiva.

Filtrele trece tot au aplicatii in egalizari de fazd, pentru
compensarea fazei necorespunzatoare aplicatiei, astfel incat raspunsul
global sa fie de faza liniara.

1.8.6. Oscilatoare digitale sinusoidale
Un oscilator digital sinusoidal poate fi vazut ca un rezonator cu

o pereche de poli complex conjugati plasati pe cercul unitate. Un sistem
de ordinul II, cu functia de sistem

37



bO

H(z)= ~ - (1.135)
l+a,z7 +a,z
i parametrii a, =—2rcosw,, a, =r>, are polii complex conjugati
Py = re*’ siraspunsul la impuls [63]
byr" .
hn]=— sin(n + )w,u[n] (1.136)

sinw,
Pentrur=1si b, = Asinw,, rezultd
h[n] = Asin(n +)o,u[n], (1.136”)
adica raspunsul la impuls al unui sistem de ordin II cu poli complex

conjugati pe cercul unitate este un semnal sinusoidal, sistemul devenind
un generator sinusoidal digital.

1.9. Sisteme inverse, deconvolutie si identificarea
sistemelor

Raspunsul y[#n] al unui SDLIT, caracterizat de raspunsul la impuls
h[n], la un semnal de intrare x[#n] este dat de convolutia dintre 4[n] si x[n].

In unele probleme practice se doreste aflarea semnalului de
intrare, cunoscandu-se semnalul de iesire al unui sistem cu caracteristici
necunoscute. De exemplu, in transmisia datelor digitale la viteza mare pe
canalele telefonice se stie cad acestea distorsioneaza semnalul si cauzeaza
interferentd intersimboluri, ceea ce poate determina erori la refacerea
datelor. In acest caz se pune problema proiectdrii unui sistem corector
care, cascadat cu sistemul original, sa furnizeze o iesire care sa corecteze
distorsiunile canalului si, deci, sa produca o replica a semnalului dorit.
Acest sistem corector se numeste egalizor. In contextul general al teoriei
sistemelor liniare invariante in timp, sistemul corector se va numi sistem
invers, deoarece, in principiu, raspunsul sdu in frecventa este invers celui
al sistemului ce provoaca distorsiunile.

Mai mult, deoarece sistemul care introduce distorsiunile produce o
iesire y[n] care este convolutia dintre x[n]si A[n], operatia sistemului

invers care cunoagte pe y[n]si produce pe x[n] se numeste deconvolutie.

Daca sistemul distorsiv este necunoscut, de obicel, este necesar,
daci este posibil, a-1 excita cu un semnal cunoscut, apoi sa se observe
iesirea §i sd se compare aceasta cu intrarea pentru a determina
caracteristicile sistemului.
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In problema descrisi, misurarea rispunsului in frecventi al
canalului se realizeaza transmitdnd un set de sinusoide de amplitudine
egald si frecvente diferite, cu faze specificate in banda canalului. Canalul
va atenua §i defaza fiecare din sinusoide. Din compararea semnalului
receptionat cu cel transmis, receptorul obtine informatii despre raspunsul
in frecventa al canalului, ce pot fi folosite in proiectarea sistemului invers.

Procesul de determinare a caracteristicilor unui sistem necunoscut
fie A[n], fie H(w), prin masuratori efectuate aupra sistemului se numeste

identificare de sistem.
1.9.1. Inversarea sistemelor liniare, invariante in timp

Se spune cd un sistem este inversabil daca exista o corespondenta
bijectivd intre semnalele de la intrarea si iesirea sa. Aceasta definitie
implica faptul ca, daca se cunoaste secventa de iesire y[n], —co<n<o,

pentru un sistem inversabil H, atunci acestuia i se poate determina in
mod unic intrarea x[n], —o < n < . Sistemul invers, cu intrarea y[n] si
iesirea x[n] se noteazi H~'. Conectarea in cascadd a sistemului cu
sistemul invers este echivalenta cu sistemul identitate, deoarece
-1 -1
win]= H " {y[n]} = H " {H[x[n]]} = x[n] (1.137)
dupa cum se ilustreaza in figura 1.20.

x[n] - yln] !

sistem direct sistem invers

Figura 1.20 Cascada formata din sistemul direct / si sistemul invers H -

In continuare se va urmari determinarea sistemului invers pentru
clasa sistemelor discrete liniare invariante in timp. Fie un SDLIT, H, cu
raspunsul la impuls A[n] si fie A,[n] raspunsul la impuls al sistemului
invers H~'. Relatia (1.137) este echivalenti cu ecuatia

wln] = h,[n]* h[n]* x[n] = x[n] (1.138)
care implica
h[n]* h,[n] = d[n] (1.139)
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Relatia (1.139) poate fi folositd pentru determinarea lui 4,[n],
dacid se cunoaste A[n]. In domeniul timp, acest lucru este dificil de
realizat. O solutionare mai simpla presupune transformarea lui (1.139) in

domeniul Z si apoi de gisit /', adici, aplicind transformata Z relatiei
(1.139), rezulta

H(z2)H,(z) =1 (1.140)
de unde
1
H,(z)=—— 1.141
(2) ) (1.141)
Daca H(z) este o functie rationala
B(2)
H(z)=——7= 1.142
(2) 40) (1.142)
atunci
_A4A@)
HI(Z)—B(Z) , (1.143)

ceea ce inseamna ca zerourile lui H(z) devin poli pentru sistemul invers,

si invers. Stabilitarea sistemului invers depinde de pozitionarea zerourilor
sistemului H(z) si va fi descutatd ulterior. Mai mult, daca H(z) este un

sistem FIR, atunci H,(z) este un sistem numai cu poli si daca H(z) este
numai cu poli, H,(z) este FIR.

Exemplul 1.7.
Sa se determine inversul sistemului care are raspunsul la impuls

h[n] = (%] u[n].

Solutie. H(z) = !

R

1—-—z~

 RCizp L.
2

Acest sistem este cauzal si stabil. Deoarece H(z) este numai cu
poli, inversul sidu va fi un sistem FIR, cu functia de sistem

H,(z)=1 —%Z_l . Raspunsul sau la impuls este /,[n] = o[n] —%5[11 -1].

Exemplul 1.8.
Sa se determine inversul sistemului care are raspunsul la impuls
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1
h[n] = o[n] —55[11 —1].
Solutie. Acesta este un filtru FIR, a carui functie de sistem este
H(z)=1-1z", RC:z[>0.

Sistemul invers are functia de sistem

1 1 z

H(@)=——=— =

H(Z) 1 - zZ zZ—
adicd H,(z) are un zerou in origine si un pol in z=1/2. In acest caz

existd doua regiuni posibile de convergenta si, deci, doua sisteme inverse
posibile, dupa cum se arata in figura 1.21.

1°
2

RC Planul = Planul z

RC

(a) (b)

Figura 1.21. Doua posibile regiuni de convergenta pentru H(z) = z

< . 9 1
Daca regiunea de convergenta pentru H,(z) este |z|>5,

transformarea inversa conduce la raspunsul la impuls

care caracterizeaza un sistem cauzal si stabil.
< a . < 1
Daca, insa, regiunea de convergentd se presupune a fi |z |<5,

sistemul invers are raspunsul la impuls

Iy [n] = —@nu[—n 1)

In acest caz sistemul invers este anticauzal si instabil. Din acest
exemplu se observa ca ecuatia (1.139) nu poate fi rezolvata unic folosind
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relatia (1.143), daca nu se specifica regiunea de convergentd pentru
functia de sistem a sistemului invers.
Este posibil ca raspunsul la impuls A[z] sa nu aiba transformata Z

exprimatd intr-o forma analiticd. O alternativa la aceasta situatie este
rezolvarea ecuatiei (1.139) cu ajutorul unui calculator numeric.

Deoarece (1.139) nu are, in general, solutie unica, se presupune ca
atat sistemul, cat si inversul sau sunt cauzale, caz in care (1.139) se poate
scrie ca

> hlklh,[n—k] = S[n] (1.144)
k=0
Prin conventie, h[n] =0 pentru n < 0. Pentru n =0 se obtine
1
h,[0]=—— 1.145
,[0] 0] (1.145)

Valorile lui 4,[n] pentru n>1 se pot obtine recursiv din relatia
(1.144), sub forma

" h[kIh, [n—k
h,[n]:—z% (1.146)

k=1
Aceasta relatie recursiva poate fi implementata cu usurintd cu un
calculator.
Exista doud probleme referitoare la relatia (1.146), si anume:
1. Metoda nu este functionald daca #4[0]=0. Acest lucru poate fi

remediat prin introducerea unei intarzieri potrivite in membrul drept al
relatiei (1.144), adica inlocuirea lui S[n] cu S[n—m], unde m=1,
daca A[0]=0 si A[1]# 0 s.a.m.d.

2. Datorita recurentei, relatia (1.146) poate produce erori de rotunjire care
cresc cu n §i, ca urmare, precizia lui A[n] se deterioreaza pentru n
mare.

Exemplul 1.9.

Sa se determine sistemul cauzal invers sistemului FIR descris de
hn]=do[n]-adln—1].

Solutie. Deoarece h[0]=1, A[l]=—-a si h[n]=0 pentru n>1, se
poate scrie

h,[O]:ﬁzlsi h[n]l=ah,[n—1], n>1,adici h[1]=a, h,[2]=a’,
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. ,h[n]=a", care corespunde unui sistem IIR cauzal, cum era de
asteptat.

1.9.2. Sisteme de fazd minima, maxima si mixta

In multe cazuri este util a impune restrictia ca sistemul invers s
fie, de asemenea, stabil si cauzal.
Inversarea SDLIT este strans legata de caracteristicile functiei de
fazd a sistemului. Pentru a ilustra acest lucru, fie doud sisteme FIR,
caracterizate de functiile de sistem

Hl(z)zl-i-%z1 =z(z+%} (1.147)
H(z)—l+z_1—z_l(lz+l) (1.148)
2 - — - .
2 2

Sistemul descris de (1.147) are un zerou la z = —% si raspunsul
la impuls h[0]=1, h[1]=%. Sistemul din (1.148) are un zerou la z=-2 si

esantioanele raspunsului la impuls h[0]=%, h[1]=1, care sunt egale cu

cele care caracterizeaza sistemul din (1.147), dar in ordine inversa. Acest
lucru se datoreaza faptului ca zerourile lui H,(z) si H,(z) suntinverse

unele altora. In domeniul frecventi cele doui sisteme sunt caracterizate de
raspunsurile de amplitudine

|H\ (o) H H,(®) |=1/%+cosa) (1.149)

si de faza
Hl(a))z—a)Jrarctngl& (1.150)
—+cosw
2
0,(0) = -+ arctg—— (1.151)
2+cosw

Caracteristicile de modul ale celor doua sisteme sunt identice
datoritd relatiei Intre zerourile lui H,(z) si H,(z). Raspunsurile de faza

0, (w) si 6,(w) sunt reprezentate in figura 1.22 a i b.
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Figura 1.22. Raspunsul de faza al sistemelor descrise de a) (1.147) si b) (1.148)

Se observa cum caracteristica de fazd 0,(w) a sistemului cu zeroul

in interiorul cercului unitate incepe la 0 pentru @ =0 si se termina tot la
0 pentru w=x, astfel 1ncat schimbarea netd de fazd este
6,(r)—6,(0)=0. Pentru sistemul cu zeroul in afara cercului unitate
schimbarea de faza este 6,(7)—6,(0)= . Primul sistem este de faza
minima, iar al doilea de faza maximad.

Aceste definitii pot fi extinse pentru sisteme FIR cu M zerouri.
Réspunsul in frecventa al unui filtru FIR de lungime M+1 este

H(®)=b,(1-z,e)1-z,e7)...(A1—z,,e7) (1.152)
unde b,-costantd arbitrard, iar {z,},i = 1, M - zerourile filtrului.

Daca toate zerorile filtrului, reale si/sau complex conjugate, sunt in
interiorul cercului unitate, fiecare termen real sau pereche de termeni
complex conjugati din (1.152) va suferi o schimbare de faza egala cu 0
cand o variaza dela0la 7, adica

ZH(m)—-ZH(0)=0 (1.153)
motiv pentru care sistemul este de faza minima.

Daca zerourile sunt in afard cercului unitate, fiecare zerou real va
determind o schimbare de 7 radiani in raspunsul de faza, iar o pereche
de zeroruri complex conjugate o schimbare de 27 radiani, adica

/ZH(x)—-ZH(0)=Mn (1.154)
sistemul fiind de faza maxima.

Deoarece derivata fazei este o masurd a intarzierii pe care
componentele semnalului le suferd la trecerea prin filtru, un sistem de
fazd minima implica o Intarziere minima.

Fie un sistem FIR cu coeficienti reali. Patratul raspunsului de
modul este

| H(o)|’= H()H(z) | _. (1.155)
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Aceasta relatie implica faptul ca daca un zerou z, al sistemului se

. . . o1 . .
inlocuieste cu inversul sau —, caracteristica de modul nu se schimba.
z
k

Aceasta inseamna ca, daca |H (a))|2 este patratul modulului raspunsului

in frecventd al unui filtru FIR cu M zerouri, existdi 2" configuratii
posibile pentru cele M zerouri. O configuratie corespunde zerourilor din
cercul unitate, care caracterizeazd un sistem de faza minimd, o
configuratie contine toate zerourile in afara cercului unitate §i corespunde
unui sistem de faza maximd, iar restul de 2" —2 configuratii corespund
sistemelor de fazd mixtd. Nu toate cele 2 —2 configuratii de fazi
mixta corespund neaparat unor sisteme FIR cu coeficienti reali.

Proprictatea de fazd minima a sistemelor FIR poate fi extinsa si
asupra sistemelor IIR caracterizate de functii de sistem rationale.

Un sistem IIR, stabil si cauzal, caracterizat de functia de sistem

H(z)zﬁ (1.156)
A(2)
este de faza minima daca toti polii si zerourile sunt in interiorul cercului
unitate.

Pentru un sistem stabil si cauzal (toate radacinile lui A(z) in
interiorul cercului unitate) sistemul este de faza maximd, daca toate
zerourile sale sunt in exteriorul cercului unitate si de faza mixtd sau
neminima, dacd unele zerouri, dar nu toate, sunt in exteriorul cercului
unitate.

Din cele prezentate pana acum se evidentiaza faptul ca unui sistem
cu poli si zerouri stabil, de faza minima, i se poate atasa are un sistem
invers stabil care este, de asemenea, de faza minima.

H"(z):M (1.157)
B(2)

Aceasta inseamnd cd proprietatea de fazd minima a lui H(z)
asigurd stabilitatea sistemului invers §i stabilitatea lui H(z) implica
proprietatea de fazi minima a lui H'(z). Sistemelor stabile de fazi

mixtd i maxima le corespund sisteme inverse instabile.

Un alt mod de a caracteriza sistemele de faza minima se referd la
raspunsul de fazi. In paragraful 1.1.1. s-a definit Arg[H(w)] ca fiind
intregul raspuns de fazd. Daca se cunoaste valoarea principala a fazei, se
poate construi functia de faza totald prin addugarea sau scaderea valorii de
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27 radiani 1n punctele de discontinutate, dupa cum se aratd in figura 1.1,
procedurd numiti de desfisurare a fazei. in paragraful 1.6. s-a aritat ci
raspunsul de faza al filtrului este determinat de continutul tuturor
singularitatilor din planul Z. Cand ® variaza de la 0 la w, un pol din
interiorul cercului unitate scade raspunsul de faza cu = radiani, in timp ce
un zerou din interiorul cercului unitate creste faza cu m radiani. Daca toate
singularitatile sunt in interiorul cercului  unitate, cum este cazul
sistemelor cauzale si stabile de fazd minima, rdspunsul de faza
Arg[H(w)], care este o functie continua de @, are valoarea zero atat pentru
®=0, cat §i pentru ®=T.

Zerourile de pe cercul unitate determind salturi de © radiani in
raspunsul de faza. Daca pe cercul unitate sunt p, zerouri, raspunsul de
faza este |, la o=m.

. L 1) .
Daca pentru un sistem se cunoaste C(z) = H(z)- H (—j si acel
z

sistem este de fazd minima, atunci H(z) va avea polii si zerourile lui C(z)
din cercul unitate. Din C(z) nu se poate determina in mod unic H(z),
deoarece orice alegere care are modulul raspunsului in frecventa dat poate
fi cascadata cu o celula trece tot arbitrara, fara a-i schimba modulul (vezi
exemplul 1.2).

Aceasta se intdmpld deoarece daca se schimba un zerou al
functiei de sistem a unei celule trece tot din z=zy in z=1/zp, nu se schimba
raspunsul de amplitudine, c¢i numai cel de faza. Aceasta inseamna ca un
raspuns de amplitudine dat poate avea asociate mai multe raspunsuri de
faza. Din analiza de mai sus se poate da urmatoarea definitie pentru
sistemele de fazd minima:

Pentru un raspuns de amplitudine dat, sistemul de faza minima
este sistemul cauzal pentru care raspunsul de fazd corespunzator are
valoarea cea mai mica pentru toate valorile lui z de pe cercul unitate.

In continuare sunt prezentate cateva aspecte care caracterizeaza
sistemele de faza neminima.

1.9.2.1. Descompunerea sistemului cu poli si zerouri, de faza
neminima

Un sistem poli zerouri de fazd neminima se poate descompune
sub forma

H() = H,y(2) H,(2) (1.158)
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unde H,,(z) este un sistem de faza minima si H,,(z) este un sistem trece
tot. Acest lucru rezultda usor pentru clasa sistemelor cauzale si stabile cu

. . B N
functie de transfer rationala H(z) = A—fﬁ Intr-adevar, daca B(z) are una
Z

sau mai multe radacini in afard cercului unitate, fie factorizarea
B(z) = B,(z)B,(z), unde B(z) are toate radacinile in interiorul cercului
unitate, iar B(z) are toate radacinile in exteriorul cercului unitate. Atunci

-1 o {v o+ - A . . . .
By(z ") are radacinile in interiorul cercului unitate.
Cu consideratiile de mai sus, sistemul cu functia de sistem

-1
H,.(2)= B2 B,z ) (1.159)
A(z)
este de faza minima, iar sistemul caracterizat de
H,(z)=28) (1.160)
" B,(z7)

este un sistem trece tot.
Cu (1.159) 51 (1.160) rezulta (1.158). Din (1.160) rezulta ca Hyy(z)
este stabil, trece tot si de faza maxima.

1.9.2.2. intérzierea de grup a sistemelor de fazi neminimi
Pe baza descompunerii din relatia (1.158), se poate exprima
intarzierea de grup pentru sistemul caracterizat de H(z), ca fiind
Tg(a))zr;i“(a))+r;’”(a)) (1.161)
Deoarece  7,/(w)20  pentru O0<w<z, rezultd cd

7, (w)27," (), pentru 0 <@ < 7. Din (1.161) se poate concluziona ca

dintre toate sistemele poli — zerouri care au acelasi raspuns de
amplitudine, sistemele de fazd minima au cea mai mica Intarziere de grup.

1.9.2.3. Energia partiala a sistemelor de fazd neminima
Energia partiala a unui sistem cauzal, cu raspunsul la impuls A[#n]

se defineste ca

n

E[n] = _|h[k]

k=0

|2

(1.162)

Se poate arita cd dintre toate sistemele poli — zerouri care au
acelasi raspuns de amplitudine si aceeasi energie totald E(o0), sistemele

de faza minima au cea mai mare energie partiala [25].
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1.9.3. Identificarea sistemelor si deconvolutia

Se presupune ca un SDLIT necunoscut este excitat cu semnalul de
intrare x[n] si se observa iesirea y[n]. Din observarea secventei de iesire
se doreste determinarea raspunsul la impuls al sistemului necunoscut sau
functia sa de sistem. Aceasta este o problema de identificare de sistem,
care, in functie de natura secventelor de intrare §i iesire, poate fi
rezolvata prin urmatoarele metode:

1.9.3.1. Determinarea functiei de sistem

Iesirea sistemului necunoscut, liniar si invariant in timp, este egala
cu convolutia dintre semnalul de intrare si raspunsul siu la impuls. in
domeniul Z, aceasta se scrie ca

Y(z)=H(2)X(2) (1.163)
_Y@
de unde H(z) = X(2) (1.164)

X(z) si Y(z) fiind transformate Z ale semnalelor de intrare, x[n], si
respectiv, de iesire, y[n]. Rezulta atunci ca aceastd abordare este potrivita
numai cand existd forme analitice pentru X(z) si Y(2).

Exemplul 1.10.

I, n=0
Un sistem cauzal produce secventa de iesire y[n]=47/10,n=1
0, in rest
1, n=0
. ) -7/10,n=1
cand este excitat de secventa de intrare x[n]=
1/10, n=2
0, in rest

Sa se determine raspunsul la impuls si ecuatia cu diferente a
sistemului.

Solutie. Functia de transfer poate fi determinatd usor prin
considerarea transformatelor Z pentru x[n] si y[n].

1+l~z_1 1+l~z_1

Y(z) 10 B 10

X(Z) l—l-zil-l-i-zi2 1_1.271 . 1_1.271
10 10 2 5

48

H(z)=



Deoarece sistemul este cauzal, regiunea sa de convergenta este
1 . . R N
RC: |z| > 5 Sistemul este, de asemenea stabil, deoarece polii sdi sunt n

interiorul cercului unitate. Ecuatia cu diferente corespunzitoare este
7 1 7
nl=—yn-1-—ynr-2]1+xn]+—x[n-1
yin] 1OJ/[ ] 1Oy[ 1+ x[n] 10[ ]

Réspunsul la impuls se obtine din H(z) prin transformare Z inversa

hn] = [4&) - 3@” -u[n] (1.165)

Se observad ca relatia (1.164) determind in mod unic sistemul
necunoscut, daca se cunoaste ca acesta este cauzal. Metoda folositd in
exemplul precedent este functionald, dacd secventele de intrare si iesire
sunt finite. Deoarece este foarte probabil ca raspunsul {y[n]} sa fie infinit,
aceasta abordare este nepractica.

1.9.3.2. Aflarea raspunsului la impuls direct in domeniul timp
Pentru un sistem cauzal, caracterizat de raspunsul la impuls A[n],

raspunsul la un semnal de intrare, x[n], este dat de suma de convolutie

y[n]= ih[k]-x[n—k] n=>0 (1.166)
k=0
Din aceasta rezulta
_ o]
h0]= 0] (1.167)
si
y[n]= > hk]-x[n—k]
h{n] = =0 n>1 (1.168)
x[0]

Aceasta relatie recursiva necesitd ca x[0]#0. Dacd {h[n]} este
infinit in duratd, aceasta tratare nu este practica dacd nu se trunchiaza
h[n]. Datoritd caracterului recursiv al relatiei (1.168), metoda poate fi usor
implementata cu ajutorul calculatorului.

Exemplul 1.11.

In conditiile exemplului 1.10, si se giseasca raspunsul la impuls
al sistemului, direct iIn domeniul timp.
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Solutie. Cu datele din exemplul precedent, aplicand relatiile
(1.167) si (1.168), se obtine A[0]=1;A[1]=7/5; h[2]=22/25,...., identice
cu esantioanele obtinute cu relatia (1.165). Intr-adevir, se observa
necesitatea trunchierii lui A[n].

1.9.3.3. Determinarea functiei de transfer a sistemului prin

metode de corelatie

O altd metoda de identificare a unui sistem necunoscut se bazeaza
pe tehnici de corelatie. Pentru aceasta, se calculeaza densitatea spectrald
de energie, S_ (@), a semnalului de intrare x[n] si densitatea spectrald de

energie de intercorelatie, S (@), dintre semnalul de intrare x[n] si

semnalul de iesire y[n]. S, (@) este transformata Fourier a secventei de

> xx

autocorelatie,r, [/], a semnalului de intrare x[n], iar § (@) este
transformata Fourier a secventei de corelatie 7, [/], dintre semnalul de
intrare x[n] si semnalul de iesire y[rn] [34]. Pentru un SDLIT,
caracterizat de raspunsul la impuls A[#], functia de corelatie intrare-iesire
este

rdm] =Y y[n] -x[n—m] =3 > hik] -x[n—k] - x[n—m] =

n=—00 n=-ow k=0

0

ih[k] D x[n—k]-x[n—m] = ih[k]
k=0 n k=0

=—0

0

x[p] -x[p—m+k] =

p=

=3 hfn] -1, fm~k] = hm] *r., [m] (1.169)
k=0
In domeniul frecventi se poate scrie
S, (@) = H(®)-S,.(0) = H(@)| X (o) (1.170)

_S.x) S, (o)
S | X()|
Daca se alege intrarea {x[n]} astfel incat densitatea sa spectrala de
energie sd fie constanta pentru toate valorile lut @, adicd §_(w)=1/K,

de unde H(w)

(1.171)

atunci relatia (1.171) devine
H(w)=KS () (1.172)

Echivalent, valorile raspunsului la impuls {i[n]} sunt egale cu
valorile secventei de corelatie {r, [/]}, scalate cu valoarea K.
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In unele cazuri, sistemul poate fi identificat prin calculul secventei
de autocorelatie a iesirii y[#n]. Urmand un mers de calcul similar relatiei

(1.169), rezulta

ryy[m]: zy[n]'y[n_m]:rhh[m]*rxx[m] (1173)
In domeniul frecventi se poate scrie
S, (@) =|H@)| S, (0) (1.174)

Pentru un semnal de intrare cu densitatea spectrala de energie
plata, se poate scrie

S, (@) =|H )| -K (1.175)
sau, echivalent, in domeniul Z, pentru K=1
-1
S,,(2)=H(2)H(z") (1.176)
. . - B(z) <
Pentru H(z) functie rationala, H(z) = o)’ rezulta
z

D(z) B(z)B(z™
5. (5= D) _BEBET
Cz) A(2)A(z™)

Numaratorul si numitorul relatiei (1.177) prezintd simetrie in

(1.177)

D(z) si C(z), apoi acestea se grupeaza pentru a forma pe H(z). Solutia
ecuatiei (1.176) nu este unica. Corespunzator, in domeniul frecventa,
aceasta relatie are un singur raspuns de amplitudine, spre deosebire de cel
de faza, care nu este unic. O solutie unica se poate obtine prin impunerea
unor constrangeri suplimentare asupra fazei sistemului.

Exemplul 1.12.

Densitatea spectrala de energie a iesirii unui SDLIT cauzal si
1,04 +0,4cos w
1,25 —-cosw
carui densitate spectrala de energie este unitard. Sd se determine functia

de transfer a sistemului.
Solutie. Cu ajutorul relatiior trigonometrice, S, (@) se scrie

Jjo —-jo
S, (@)= 1,04 + O,Z(e_ + e_. )
1,25-0,5(e’” +e™*)
tinand cont de (1.176), se obtine

stabil este S| (@) = . Sistemul este excitat cu un semnal a

. Inlocuind z =e’” 1in relatia anterioara si
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H(z)H(z™) =

1,04+02(z+2") _ 0 4(22 +52z+ 1}
1,25-0,5(z+2z7") "z -2,5z+1
_(z7+02)(1+02z7")
(27 -0,5)(1-05z")
in conditiile problemei, exista doud solutii pentru H(z). Pentru sistemul de

.. . 1402z .
faza minima, functia de transfer este H(z)= (427) , In timp ce,
’ (1-0,5z7")
-1
. .. 0,2
pentru sistemul de faza neminima, H(z) = (z—+,71) .
(1-0,527)
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